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AVANT-PROPOS À LA DEUXIÈME ÉDITION 


La première édition française de ce tome du Cours de physique 
théorique a été publiée en deux parties en 1972 et 1973 sous le titre 
Théorie quantique relativiste. En plus des chapitres principaux réser- 
vés à l’électrodynamique quantique, elle contenait des chapitres 
consacrés aux interactions faibles et à certaines questions concernant 
la théorie des interactions fortes. Actuellement, l'inclusion de ces 
derniers chapitres nous semble prématurée. 

La théorie des interactions fortes et faibles connaît de nos jours un 
développement impétueux sur la base des idées physiques nouvelles 
et la situation dans ce domaine évolue rapidement, de sorte qu'il n’est 
pas encore temps d'entreprendre un exposé conséquent de cette 
théorie. Dans la présente édition nous nous limitons à un exposé de 
l’électrodynamique quantique, ce qui explique le nouveau titre du 
livre. 

En plus de nombreuses corrections et de petites modifications, 
nous avons introduit dans la présente édition toute une série de 
compléments plus importants. Relevons par exemple la méthode 
opérationnelle de calcul de la section efficace du rayonnement de 
freinage (Bremsstrahlung), le calcul des probabilités de création de 
paires électron-positron par le photon et d’annihilatiôén du photon 
dans un champ magnétique, l’étude du comportement asymptotique 
des amplitudes de diffusion aux hautes énergies, la discussion des 
processus de diffusion inélastique des électrons par les hadrons et 
des processus de transformation des paires électron-positron en 
hadrons. 

Quelques mots sur les notations. Dans ce livre nous sommes 
revenus à la désignation des opérateurs par des lettres « chapeautées » 
comme dans les autres tomes de ce cours. Pour ce qui est des produits 
d'un quadrivecteur par un vecteur matriciel y“ (désigné dans la 
première édition du livre par une lettre chapeautée), aucune désigna- 
tion spéciale n’est employée. De tels produits sont écrits sous la forme 
explicite. LT 
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Malheureusement, nous avons dù préparer cette édition sans la 
participation de V. Berestetski, décédé en 1977. Mais une partie 
des adjonctions indiquées plus haut avait été rédigée en commun par 
tous les trois auteurs. 

Nous remercions vivement tous nos lecteurs qui ont bien voulu 
nous faire parvenir leurs remarques sur la première édition du livre. 
Nous sommes particulièrement reconnaissants à V. Kraïnov, 
L. Okoun, V. Ritus, M. Riazanov et I. Shapiro. 


E. Lifchitz, L. Pitayevski 
Juin 1979. 


EXTRAIT DE L’'AVANT-PROPOS 
À LA PREMIÈRE ÉDITION 


Conformément au plan général de ce Cours, le présent tome est 
consacré à la théorie quantique relativiste au sens large du terme: 
à la théorie de tous les phénomènes liés à la finitude de la vitesse de 
la lumière, y compris toute la théorie du rayonnement. 

On sait que cette partie de la physique théorique est actuelle- 
ment loin d’être achevée, même en ce qui concerne ses principes 
physiques. C’est notamment le cas de la théorie des interactions for- 
tes et faibles. Et l’électrodynamique quantique elle-même, malgré les 
brillants succès remportés au cours des 20 dernières années, laisse 
encore à désirer quant à sa structure logique. 

Lors du choix des matières à exposer, nous nous sommes bornés 
aux résultats considérés comme suffisamment sürs, avec un degré de 
certitude raisonnable. Ce point de vue justifie l’extension donnée 
dans ce livre à l’électrodynamique quantique. Nous nous sommes 
efforcés de mener l’exposé d’un point de vue réaliste, nous avons 
souligné les hypothèses physiques émises dans la théorie sans donner 
leurs justifications, vu qu’à l’état actuel de la théorie ces dernières 
ont de toute façon un caractère purement formel. 

Dans l'examen des applications concrètes de la théorie, nous 
n’avons pas cherché à embrasser le considérable nombre d'effets 
concernés; nous nous sommes bornés aux plus importants d’entre eux 
et pour les autres nous avons renvoyé aux travaux d'origine, qui 
contiennent une étude plus détaillée. Lors des calculs, particulière- 
ment fastidieux ici, nous avons souvent omis certaines formules 
intermédiaires, mais nous avons toujours souligné les méthodes non 
triviales. 

Par rapport aux autres tomes de ce cours, l’exposé suppose un 
niveau de préparation supérieur. Nous sommes partis du principe 
que le lecteur qui est arrivé à la théorie quantique des champs en 
étudiant le cours de physique théorique n’a pas besoin de redites. 

Ce livre a été écrit sans la participation directe de notre maître 
Lev Landau. Mais nous nous sommes efforcés de nous inspirer de sa 
conception de la physique théorique, conception qu'il nous a toujours 
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enseignée et qu'il a reflétée dans les autres tomes de ce cours. Souvent 
nous nous sommes demandés comment Dau aurait compris telle ques- 
tion et notre réponse a été induite par sa longue fréquentation. 
Nous remercions V. Bayer de l'aide apportée à la composition 
des $$ 90 et 97, ainsi que V. Ritus de l’aide fournie pour rédiger le 
$ 101. Nous remercions B. Meyerovitch de nous avoir aidés dans 
certains calculs. Nous remercions également A. Kompaneitz d’avoir 
mis à notre disposition ses notes des conférences d’électrodynamique 
quantique faites par Landau en 1959-1960 à l’Université de Moscou. 


Juin 1967. V. Berestetski, E. Lifchitz, L. Pitayevski 


PRINCIPALES NOTATIONS 


Notations des grandeurs quadridimensionnelles 


Les indices tensoriels quadridimensionnels sont notés par des 
lettres grecques À, pu, v, . .., qui parcourent les valeurs O0, 1, 2, 3. 
Métrique quadridimensionnelle adoptée : de signature (+ — — —). 

Tenseur métrique: guy (800 — 1, £u — L22 — £33 — — 1). 

Composantes d’un quadrivecteur: a! = (a°, a). 

Souvent, pour simplifier l'écriture des formules, les composantes 
des quadrivecteurs sont indiquées sans indice !). Les produits scalai- 
res de quadrivecteurs s’écrivent alors tout simplement sous la forme 
de (ab) ou ab: ab = ab = ab, — ab. 

Rayon quadrivecteur: xt = ({, r). 

Elément de volume quadridimensionnel: d‘zx. 

Opérateur de dérivation par rapport aux coordonnées quadridi- 
mensionnelles: 0, = 0/0x». 

Quadritenseur unité antisymétrique: env tel que e°1% — 
= — €oes = + 1. 

Fonction delta quadridimensionnelle : 6% (a) = 6 (a,) 6 (a). 


Notations des grandeurs tridimensionnelles 


Les indices tensoriels tridimensionnels sont notés par des lettres 
latines i, k, L, ..., qui parcourent les valeurs x, y, z. 

Les vecteurs tridimensionnels sont écrits en caractères droits gras. 

Elément de volume tridimensionnel: d°z. 


Opérateurs 
Les opérateurs sont notés par des lettres « chapeautées » ?). 


1) Un tel mode d'écriture, qui constitue un certain compromis entre les 
possibilités de l'alphabet et les besoins de la physique, est très couramment uti- 
lisé dans la littérature moderne, mais il exige bien entendu une attention parti- 
culière de la part du lecteur. 

2) Toutefois, pour simplifier l'écriture des formules, le « chapeau » n’est 
pas mis sur les matrices de spin. Il n’est pas utilisé non plus dans les notations 
des opérateurs apparaissant dans les éléments matriciels. 
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Commutateurs ou anticommutateurs de deux opérateurs: 
{. ge =fe+el. 


Opérateur transposé de l'opérateur jf. 
Opérateur conjugué hermitique de f: f*. 


Eléments de matrices 


Elément matriciel de l'opérateur F de transition de l’état initial à 
à l’état final f: F;; ou (f1F li). 

La notation | i) est employée comme symbole abstrait d’un état 
indépendamment de la forme concrète sous laquelle sa fonction d'onde 
peut être exprimée. La notation (f | symbolise l'état final 
{« complexe conjugué ») !). 

Les coefficients de la décomposition d'un système d'états de 
nombres quantiques r en une superposition des états de nombres 
quantiques s sont notés respectivement par (s|r): |r) — 


=Ù Is)(sir ). 
Eléments matriciels réduits des tenseurs sphériques: (f || F lé). 
Equation de Dira 


Matrices de Dirac : y" avec (y°}*= 1, (vy'}? = (y) = (y) = — 1. 
Matrices æ = y° y, B = y°. Représentations spinorielle et standard : 
voir les expressions (21,3), (21,16), (21,20) (pages 103, 106, 107). 

P = — ivyyy, (y) = 1 (voir (22,18), page 111). 

GUY = + (yEYY — pYyh) (voir (28,2), page 133). 

Conjugaison de Dirac : ÿ = #*y°. 


Matrices de Pauli: 6 = (0,, 6,, 6.); pour la définition, voie 
page 101. 


Indices quadrispinoriels : &, B, . .., et a, B, ..., qui parcourent 


les valeurs 1, 2 et 1, 2. 
Indices bispinoriels: à, k, L, . .., qui parcourent les valeurs 1, 2, 
3, 4. 


Développement de Fourier 
Tridimensionnel : 


fe) rayer EE, f(k)- | f(re-ivrar. 


Quadridimensionnel: analogue au cas tridimensionnel. 


1) Les notations de Dirac. 
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Unités 

Les unités utilisées sont, sauf spécification particulière, des 
unités relativistes dans lesquelles À — 1, c — 1. En unités relativis- 
tes, le carré de la charge élémentaire e* — 1/137. 

Les unités atomiques : e = 1, À — 1,m — 1. En unités atomiques, 
c = 137. Les unités de longueur, de temps et d'énergie atomiques 
sont respectivement f?/me*, R%/me* et me‘/k? (la quantité Ry — 
— met/2h? est appelée rydberg). 

Par unités classiques on entend celles du système de Gauss. 


Constantes fondamentales 


Vitesse de la lumière: c — 2,998-10!° cm/s. 

Charge élémentaire !): | e | — 4,803-10-1° u.e.s. C.G.S. 

Masse de l'électron: m — 9,11-10-*8 g. 

Constante de Planck: À — 1,055-10-°7 erg:s. 

Constante de structure fine: æ& — e*/hc; 1/a = 137,04. 
Rayon de Bohr: fi/me* — 5,292-10"% cm. 

Rayon classique de l'électron: re — e*/mc* = 2,818-10- cm. 
Longueur d'onde de Compton de l’électron : fi/mc =3,862-10"! cm. 
Energie au repos de l’électron: mc* = 0,511-10$ eV. 

Unité d'énergie atomique: mef/h° = 4,360-10-!! erg = 27,21 eV. 
Magnéton de Bohr: |e [hk/2mc — 9,274-10-°1 erg-G”1. 

Masse du proton: m,, = 1,673-10* g. 

Longueur d'onde de Compton du proton : #/m,c —2,103-10"% cm. 
Magnéton nucléaire: |e [Rk/2m,c = 5,051-10-%* erg-G”1. 
Rapport des masses du muon et de l’électron : m, /m — 2,068-10*° 


Références 


Les tomes du présent cours auxquels nous faisons référence sont 
notés par des chiffres romains: 1 — « Mécanique », 1973; II — 
« Théorie des champs», 1973; III — « Mécanique quantique », 
1974; VIII — « Electrodynamique des milieux ‘continus », 1982; 
X — «Cinétique physique», 1979. 


1) Dans tout le livre (sauf au chap. XIV) la désignation e de la charge d'une 
particule englobe aussi le signe de cette charge, si bien que: pour l’électron 
e— — le. 


INTRODUCTION 


$ 1. Relations d'incertitude 
dans le domaine relativiste 


Toute la théorie quantique exposée dans le tome III de ce cours 
a un caractère essentiellement non relativiste et de ce fait elle n'est 
pas applicable à des phénomènes accompagnés de mouvement dont la 
vitesse n’est pas négligeable par rapport à celle de la lumière. Il 
semblerait à première vue que le passage à la théorie relativiste puisse 
se faire par une généralisation plus ou moins directe de l’appareil de 
la mécanique quantique non relativiste. Mais un examen approfondi 
montre que la construction d’une théorie relativiste cohérente, 
logiquement achevée, exige le recours à des principes physiques 
nouveaux. 

Rappelons certains concepts physiques sur lesquels repose la 
théorie quantique non relativiste (III, $ 1). Nous avons vu qu'un 
rôle fondamental y est joué par la notion de mesure par laquelle 
on entend le processus d'interaction entre un système quantique et 
un «être classique » (un « appareil ») suite auquel telles ou telles 
variables dynamiques du système quantique (coordonnées, vitesses, 
etc.) prennent des valeurs déterminées. Nous avons également vu 
que la mécanique quantique limite fortement la possibilité de 
l'existence simultanée des variables dynamiques différentes de 
l’électron !). C’est ainsi que les incertitudes Ag et Ap, avec lesquelles 
la coordonnée et l’impulsion d’une particule peuvent exister simulta- 
nément, sont liées par la relation AgAp — k*); plus grande est la 
précision avec laquelle est mesurée l’une de ces grandeurs, plus 
petite est la précision avec laquelle peut être mesurée en même temps 
l'autre grandeur. 

Fait significatif, chacune des variables dynamiques de l’électron 
prise séparément pouvait être mesurée avec une précision aussi 
élevée que l’on veut et ceci pendant un intervalle de temps aussi 
court que l’on veut, ce qui joue un rôle fondamental pour toute la 


1) De même que dans 111, $ {, tout en raisonnant, par souci de simplifica- 
tion, sur l’électron, nous avons en vue tout système quantique. | 
“ 2) Au cours de ce paragraphe nous employons les unités classiques (de 
auss). 
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mécanique quantique non relativiste. C'est seulement grâce à cette 
circonstance qu'on peut introduire la notion de fonction d'onde qui 
est fondamentale dans l'appareil de cette théorie. En effet, le sens 
physique de la fonction d'onde wŸ (q) est que le carré de son module 
détermine la probabilité d'obtenir une valeur ou une autre de la 
coordonnée de l’électron par la mesure effectuée à un instant donné. 
Jl est clair que la condition nécessaire pour pouvoir introduire la 
notion d’une telle probabilité est qu’il soit possible d’effectuer en 
principe une mesure de la coordonnée aussi précise et rapide que 
l'on veut, sinon cette notion serait indéfinie et perdrait son sens 
physique. 

L'existence d’une vitesse limite (la vitesse de la lumière c) con- 
duit à'de nouvelles limitations fondamentales sur les possibilités de 
mesure de diverses grandeurs physiques (L. D. Landau, R. Peierls, 1930). 

Dans III, $ 44 nous avons obtenu Ia relation 


(0 — v) ApAt— h (1,1) 


qui lie l'incertitude Ap de la mesure de l'impulsion de l'électron à la 
durée At du processus de mesure lui-même ; v et v” étant les vitesses 
de l’électron respectivement avant et après la mesure. Cette relation 
montre qu'on ne peut effectuer une mesure suffisamment précise de 
l'impulsion pendant un temps suffisamment court (c’est-à-dire un 
Ap petit pour un At petit) qu'au prix d'une variation suffisamment 
grande de la vitesse par suite du processus de mesure lui-même. En 
théorie non relativiste cette circonstance signifiait que les mesures de 
l'impulsion séparées par de courts intervalles de temps ne se repro- 
duisent pas, mais elle n'affectait nullement la possibilité même de 
faire une mesure unique de l’impulsion, aussi précise que l’on veut, 
parce que la différence v’ — v pouvait ètre rendue arbitrairement 
grande. 

L'existence de la vitesse limite change radicalement la situation. 
La différence v” — v, de mème que les vitesses elles-mêmes, ne peut 
maintenant pas excéder c (plus exactement 2c). En remplaçant dans 
(1,1) la différence v’ — v par c, nous obtenons la relation 


ApAt=+, (1,2) 


qui détermine la meilleure précision théoriquement possible de la 
mesure de l'impulsion pour une durée donnée At de la mesure. Ainsi, 
en théorie relativiste, une mesure de l'impulsion aussi précise et 
rapide que l'on veut devient en principe impossible à réaliser. On 
ne peut déterminer exactement l'impulsion (Ap—+ 0) qu’à la limite 
où la durée de la mesure tend vers l'infini. 

Il y a de bonnes raisons de considérer que la question concernant 
Ja possibilité de la mesure de la coordonnée même de l'électron se 
présente sous une nouvelle lumière. Dans le formalisme mathématique 
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de la théorie relativiste, la mesure absolument précise de la 
coordonnée est incompatible avec l'affirmation que l'énergie d'une 
particule libre est positive. Nous verrons par la suite qu’un système 
complet de fonctions propres de l’équation d’onde relativiste d'une 
particule libre comporte (en plus des solutions à dépendance « régu- 
lière » du temps) des solutions de « fréquence négative ». Dans le cas 
général, ces fonctions apparaîtront aussi dans le développement du 
paquet d'ondes associé à un électron localisé dans une petite région 
de l’espace. 

Les fonctions d’onde de « fréquence négative » sont liées, comme 
on le verra plus loin, à l’existence d’antiparticules, les positrons. 
L'apparition de ces fonctions dans le développement du paquet d’on- 
des est due à la création de paires électron-positron au cours de la 
mesure des coordonnées de l’électron, inévitable dans le cas général. 
Cette création de nouvelles particules, non contrôlée par le proces- 
sus lui-même, fait perdre tout son sens à la mesure des coordonnées 
de l’électron. | 

Dans le référentiel où l’électron est au repos, l'erreur minimale de 
mesure de ses coordonnées est | 


ñ 
Age. (1,3) 


A cette valeur (la seule admissible même d’après les considérations 
dimensionnelles) répond l'incertitude Ap — mc sur l’impulsion, qui 
correspond à son tour au minimum d'énergie de seuil de création 
de paire électron-positron. 

Pour un référentiel où l’électron se déplace avec une énergie e, 
l'expression (1,3) doit être remplacée par 


Ag +. (1,4) 


En particulier, dans le cas ultrarelativiste limite, l’énergie est liée 
à l'impulsion par la relation e = cp, si bien que 


k 
Ag; (1,9) 


c’est-à-dire que l'incertitude Ag coïncide avec la longueur d'onde 
de De Broglie associée à la particule !). 


1) 11 s'agit des mesures pour lesquelles tout résultat de l’expérience permet 
de faire une conclusion sur l’état de l'électron. Cela veut dire que nous excluons 
les mesures des coordonnées à l’aide de collisions, lorsque la probabilité du ré- 
sultat obtenu pendant le temps d'observation n'est pas égale à 1. Bien que le 
fait que la particule de mesure présente un écart permette de faire une conclusion 
sur la position de l’électron, l'absence d'écart ne conduit à aucune conclusion. 
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Quant aux photons, ils se rapportent toujours au cas ultrarelati- 
viste et obéissent donc à l'expression (1,5). Cela signifie qu'on ne 
peut parler des coordonnées d’un photon que dans les cas où les 
dimensions caractéristiques du problème sont grandes par rapport à la 
longueur d'onde. Et cela n’est autre que le cas « classique » limite 
correspondant à l’optique géométrique où on peut parler de la pro- 
pagation de la lumière le long de trajectoires déterminées, les rayons. 
Quant au cas quantique, lorsque la longueur d’onde ne peut plus 
être considérée comme petite, la notion de coordonnée du photon 
perd son sens. 

Nous verrons plus loin ($ 4) que dans le formalisme mathé- 
matique de la théorie l'impossibilité de mesurer les coordonnées 
du photon se manifeste déjà par l’impossibilité de composer à partir 
de sa fonction d’onde une grandeur pouvant jouer le rôle de la densité 
de probabilité satisfaisant aux conditions requises de l’invariance 
relativiste. 

En partant de ce qui précède, il est naturel de penser qu’à l’avenir 
la théorie renoncera en général à examiner l’évolution temporelle 
des processus d'interaction des particules. Elle montrera que dans 
ces processus il n'existe pas de caractéristiques déterminées de façon 
précise (même dans les limites de la précision habituelle obtenue en 
mécanique quantique), de sorte que la description de l’évolution 
temporelle du processus devient aussi illusoire que le sont les trajec- 
toires classiques en mécanique quantique non relativiste. Les seules 
grandeurs observables seront les caractéristiques (impulsions, 
polarisations) des particules libres: des particules initiales qui 
entrent en interaction et des particules finales résultant du processus 
(L. D. Landau, R. Peierls, 1930). 

Le problème caractéristique de la théorie quantique relativiste 
consiste à déterminer les amplitudes de la probabilité des transitions 
qui relient les états initiaux et finals (c’est-à-dire pour {—> + oo) 
donnés d’un système de particules. L'ensemble de ces amplitudes 
entre tous les états possibles constitue la matrice S ou la matrice 
de diffusion. Cette matrice contiendra toute l'information sur les 
processus d'interaction entre particules, ayant un sens physique 
observable (W. Heisenberg, 1938). 

Actuellement il n'existe pas encore de théorie quantique relati- 
viste complète, logiquement achevée. Nous verrons que la théorie 
existante apporte de nouveaux aspects physiques à la description de 
l’état des particules qui acquiert certains traits propres à la théorie 
des champs (voir $ 10). Elle est néanmoins construite pour une large 
part à l'instar et à l’aide de notions de la mécanique quantique non 
relativiste. 

Une telle manière de bâtir la théorie quantique relativiste 
a permis de réaliser des succès dans le domaine de l’électrodynamique 
quantique. Le manque de cohérence de cette théorie se manifeste par 
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l'apparition des expressions divergentes lors de l'application directe 
de son appareil mathématique, mais ces divergences peuvent être 
éliminées par des procédés tout à fait univoques. Néanmoins, ces 
procédés conservent dans une large mesure le caractère de recettes 
semi-empiriques, et notre certitude que les résultats obtenus par cette 
voie sont corrects est basée en dernier ressort sur leur excellent 
accord avec l'expérience plutôt que sur l'harmonie logique des 
principes fondamentaux de la théorie. 


CHAPITRE PREMIER 


PHOTONS 


$ 2. Quantification du champ électromagnétique libre 


Si nous nous proposons de considérer le champ électromagnétique 
comme un être quantique, il est commode de partir d’une description 
classique dans laquelle le champ est caractérisé par un ensemble de 
variables infini mais discret. Une telle description permet d'appli- 
quer directement l’appareil ordinaire de la mécanique quantique. 
Quant à la description du champ à l’aide de potentiels donnés en 
chaque point de l'espace, c'est en fait une description à l’aide d’un 
ensemble continu de variables. 

Soit A (r, t) le potentiel vecteur du champ électromagnétique 
libre satisfaisant à la « condition de transversalité » 


div A = 0. (2,1) 


Dans ce cas le potentiel scalaire D = O0 et les champs E et H ont pour 
valeur 


E = — À, H — rot A. (2,2) 
Les équations de Maxwell se ramènent à l'équation d'onde pour A: 
AA — LE = 0. (2,3) 


Nous savons (v. II, $ 52) qu'en électrodynamique classique le 
passage à la description à l’aide d’une série discrète de variables se 
fait en considérant le champ dans un certain volume Ÿ de l'espace, 
grand mais fini !). Rappelons, sans entrer dans les détails du calcul, 
comment on effectue ce passage. 

Le champ régnant dans un volume fini peut être décompose en 
ondes planes progressives, si bien que son potentiel sera représenté 
par une série de la forme 


A= D) (aueikr +aÿe-ikr), (2,4) 
k 


1) Pour ne pas encombrer les formules par des facteurs inutiles, nous po- 
serons Ÿ = 1. 
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où les coefficients a, varient avec le temps suivant la loi 
ag e-it, o—]k|. (2,5) 


En vertu de la condition (2,1), les vecteurs complexes a, sont ortho- 
gonaux aux vecteurs d'onde correspondants: axk = 0. 

La sommation dans (2,4) est étendue à l’ensemble infini discret 
de valeurs du vecteur d'onde (de ses trois composantes k,, k,, k.). Le 
passage à l'intégration sur une répartition continue peut se faire 
à l’aide de l'expression 

dk 
(2x)S 


donnant le nombre des valeurs possibles de k dans un élément de volu- 
me de l’espace des k: Œk = dk,dk,dk.. 

La donnée des vecteurs a, détermine entièrement le champ dans 
le volume considéré. Ainsi, ces grandeurs peuvent être considérées 
comme un ensemble discret de « variables de champ » classiques. 
Pour mettre en évidence le procédé du passage à la théorie quantique, 
ces variables doivent encore être transformées de telle sorte que les 
équations du champ prennent une forme analogue à celle des 
équations canoniques de Hamilton de la mécanique classique. Les 
variables canoniques du champ s'expriment par 

1 


QU 7, VA (ax + aÿ), 


ne (2,6) 
VA (ax — ai) = Qu 


P,— 


(elles sont évidemment réelles). Le potentiel vecteur s'exprime par 
l'intermédiaire des variables canoniques sous la forme suivante: 


A= Vän >, (Qu cos kr — LP sin kr) : (2,7) 
k 
Pour déterminer la fonction }Æ de Hamilton il faut calculer 
l'énergie totale du champ 
_. ( (E2+ H2) dix, 


en l’exprimant moyennant les grandeurs Q et P;. Si l’on représente 
A par le développement (2,7) et qu’on calcule E et H à partir de (2,2), 
on obtient après intégration 


H=5 D (PL + w7Q). 
k 


Chacun des vecteurs P, et Q est perpendiculaire au vecteur 
d'onde k, c’est-à-dire qu’il comporte deux composantes indépendan- 
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tes. L'orientation de ces vecteurs détermine la direction de polarisa- 
tion de l'onde correspondante. En désignant les deux composantes 
des vecteurs Q et P, (dans un plan perpendiculaire à k) par Qu, 
Pyx (& = 1, 2), récrivons la fonction de Hamilton sous la forme 


H= Ÿ + (Pia + 0Qta)- (2,8) 
ka 


Ainsi, la fonction de Hamilton se décompose en une somme de 
termes indépendants dont chacun ne contient qu’une paire de quan- 
tités Quas Pc. Chacun de ces termes correspond à une onde progres- 
sive de vecteur d'onde et de polarisation déterminés et se présente 
sous forme de la fonction de Hamilton d’un oscillateur harmonique 
unidimensionnel. C’est pour cette raison que le développement ainsi 
obtenu est appelé développement du champ en oscillateurs. 

Passons maintenant à la quantification du champ électromagné- 
tique libre. Le procédé de description classique exposé plus haut 
rend évidente la voie à suivre pour passer à la théorie quantique. 
Nous devons considérer ici les variables canoniques — les coordon- 
nées généralisées Qi. et les impulsions généralisées P,, — comme 
des opérateurs vérifiant la relation de commutation 


PuoQva — QuaPra = — 1 (2,9) 


(quant aux opérateurs de ka différents, ils commutent tous l’un avec 
l'autre). De même que les variables canoniques, le potentiel A et, 
en vertu de (2,2), les intensités des champs E et H deviennent opéra- 
teurs (hermitiques). 

La détermination logiquement conséquente de l'hamiltonien du 
champ exige que l’on calcule l'intégrale 


H= ne | (Ë2+ 2) dr (2,10) 


dans laquelle les opérateurs É et H sont exprimés moyennant les 


opérateurs Pres Que Pourtant la non-commutativité de ces derniers 
ne se manifeste en fait pas, parce que les produits Qx.Px« apparais- 
sent avec le facteur coskr sinkr qui s’annule lorsque l'intégration 
s'effectue sur tout le volume. Aussi, obtient-on finalement pour 
l'hamiltonien l'expression 


H = D (Pia +0" Qta), (2,44) 
kœ 


qui correspond exactement à la fonction de Hamilton classique comme 
on pouvait s’y attendre. 

La détermination des valeurs propres de cet hamiltonien n’exige 
pas que l’on fasse des calculs spéciaux, parce qu’elle se ramène au 


2e 
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problème connu concernant les niveaux d'énergie des oscillateurs 
linéaires (voir III, $ 23). Nous pouvons donc écrire immédiatement 
pour les niveaux énergétiques du champ 


E= X (Niatz), (2,12) 
ka 


où NV, sont des entiers. 

Nous reviendrons sur cette formule au paragraphe suivant et 
maintenant nous allons écrire les éléments de matrice des quantités 
Qxa ce qui peut se faire directement à l’aide des formules connues 
donnant les éléments de matrice des coordonnées de l'oscillateur 
(voir III, $ 23). Les éléments de matrice non nuls sont égaux à 


N 
(Nra | Que | Nix — 1) = (Nix — 1 | Qua | Nix) = V DS . (2,13) 


Les éléments de matrice des quantités Pi, — Qc ne diffèrent des 
éléments de matrice de @., que par le facteur + io. 

Toutefois, pour les calculs ultérieurs il sera plus commode d'uti- 
liser, au lieu des quantités Qc et Pre, leurs combinaisons linéaires 
OQKka + Pre qui n’ont des éléments de matrice que pour les transi- 
tions Mre + Nio + 1. Nous introduisons:donc les opérateurs 


A 


a 4 a ee fe 4 A = 
Cka = VE (OQua + iPrg)s Cha = T2 (DQra — iPrx) (2,14) 
(les quantités classiques cx4, cé Coïncident, au facteur V 2x/ O 


près, avec les coefficients a, et aÿ, qui apparaissent dans le dévelop- 
pement (2,4)). Les éléments de matrice de ces opérateurs sont égaux à 


(Nue — 1 | Cka | Nix) = (Via | Cia | Nix — 1) = V Nxa- (2,19) 


La relation de commutation entre ds et cj. s'obtient à l’aide de la 
relation de définition (2,14) et de la relation de commutation (2,9): 


A 


CkaCka — CkaCka = 1. (2, 16) 


Poür déterminer le potentiel vecteur, nous revenons au développe- 
ment de la forme (2,4) dont les coefficients sont maintenant des 
opérateurs. Ecrivons-le sous la forme 


ÂÀ— > (Cxa Axa + Che Aa): (2,17) 


Au V'4n e) eikr (2 18) 
k@œ Væ . ’ 
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Nous avons introduit Ia désignation e(«) pour les vecteurs unitaires 
qui indiquent la direction de polarisation des oscillateurs; les vec- 
teurs e(@) sont perpendiculaires au vecteur d'onde k et chacun des k 
possède deux polarisations indépendantes. 


D'une manière analogue, écrivons pour les opérateurs E et H 


E = 2 (CuaEro + Ciara) * 


à : 22 (2,19) 
H= 2 (xaHta + CioHüa) 
avec 
Eve —= inÂLas Hi = [nEe] (n = k/w). (2,20) 
Les vecteurs AL, sont orthogonaux entre eux en ce sens que 
|'AurA ta 52 = À vo On (2,21) 


En effet, si A£-et Ac diffèrent par les vecteurs d’onde, leur pro- 
duit contient le facteur e‘(*-k°)r qui s’annule par l'intégration sur le 
volume ; s'ils ne diffèrent que par les polarisations, ea) et — 0, 
car deux directions de polarisation indépendantes sont perpendicu- 
laires entre elles. Des relations analogues sont également valables 
pour les vecteurs Ex, et Hi. Leur condition de normalisation 
peut s’écrire commodément sous la forme 


1 * $ 
77 | ŒnoËt'o + HuoHt'a:) 97 = Wôu Duc. (2,22) 
En reportant les opérateurs (2,19) dans (2,10) et en intégrant 
à l’aide de (2,22), on obtient l’hamiltonien du champ exprimé 
moyennant les opérateurs c, c*: 


H = ÿ 30 (CraCka + CkaCka)- (2,23) 
ka 
Dans la représentation considérée (les éléments de matrice des 
opérateurs c, c* étant définis par (2,15)), cet opérateur est diagonal 
et ses valeurs propres coïncident évidemment avec celles de (2,12). 
En théorie classique, l'impulsion de champ est définie par 
l'intégrale 
P— | (EH]d°z. 

Pour passer à la théorie quantique, nous remplaçons E et H par les 
opérateurs (2,19) et trouvons sans peine que 


P= D) 7 (Pia-+ Qia)n (2,24) 


ke 
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conformément à la relation classique bien connue entre l'énergie et 
l'impulsion des ondes planes. Les valeurs propres de cet opérateur 
sont égales à 


PS k (Nat +) (2,25) 
ka 


La représentation des opérateurs à l’aide des éléments de matrice 
(2,15) est une « représentation des nombres d'occupation »; elle 
répond à la description de l’état du système (du champ) par la don- 
née des nombres quantiques W, (nombres d'occupation). Dans cette 
représentation, les opérateurs de champ (2,19) (et, avec eux, l’ha- 
miltonien (2,11)) agissent sur la fonction d’onde du système exprimée 
en fonction des nombres N,, ; nous la désignerons par ® (Ni, t). 
Les opérateurs de champ (2,19) ne dépendent pas explicitement du 
temps. Cela correspond à la représentation de Schrôdinger des opé- 
rateurs utilisée communément en mécanique quantique non relati- 
viste. C’est l’état du système ® (MN, t) qui varie avec le temps et 
cette variation est déterminée par l'équation de Schrôdinger 


= HD. 


Une telle description du champ est en fait une description inva- 
riante au sens relativiste puisqu'elle est basée sur les équations 
invariantes de Maxwell. Mais cette invariance n’est pas exprimée 
de façon explicite, ce qui tient avant tout au fait que les coordon- 
nées spatiales et le temps interviennent dans la description de fa- 
çon tout à fait asymétrique. 

En théorie relativiste il y a intérêt à donner à la description une 
forme plus invariante. A cet effet, il convient d'utiliser la représenta- 
tion dite de Heisenberg dans laquelle la dépendance temporelle expli- 
cite est reportée aux opérateurs eux-mêmes (v. III, $ 13). Alors, le 
temps et les coordonnées apparaîtront dans les expressions des 
opérateurs du champ sur un pied d'égalité et l’état du système ® sera 
uniquement fonction des nombres d’ occupation. 


Pour l'opérateur À, le passage à la représentation de Heisenberg 
se ramène au remplacement du facteur eïkr par le facteur eïlkr-wt) 
dans chacun des termes de la somme (2,17), (2,18), ce qui signifie 
que par Axï. on doit entendre des fonctions du temps suivantes: 


Are = V 4n < = 


e-itwf-kr), (2,26) 


On peut s'en assurer facilement en constatant que l'élément de matrice 
de l'opérateur de Heisenberg pour la transition i — f doit con- 
tenir le facteur exp { — i (£; — E;)t}, où E; et Æ; sont les énergies 
des états initial et final (v. III, $ 13). Pour une transition dans la- 
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quelle le nombre V, diminue ou augmente de 1, ce facteur se réduit 
respectivement à ei! ou eïvf. Cette exigence sera satisfaite par le 
remplacement indiqué. 

Dans la suite de cet ouvrage (tant dans l’étude du champ électro- 
magnétique que dans celle des champs de particules) nous suppose- 
rons toujours que les opérateurs sont donnés dans la représentation de 
Heisenberg. 


$ 3. Photons 


Passons maintenant à la discussion des formules de quantification 
du champ obtenues au paragraphe précédent. 

Signalons tout d'abord que la formule (2,12) exprimant l'énergie 
du champ fait naître une difficulté. Au niveau énergétique le plus 
bas du champ correspond la nullité des nombres quantiques N,, de 
tous les oscillateurs (cet état est dit vide du champ électromagnétique). 
Mais mème en cet état, chaque oscillateur possède une « éhergie de 
point zéro » non nulle, égale à w/2. La sommation étendue à tout le 
nombre infini des oscillateurs donne un résultat infini. On est ainsi 
en présence d'une des « divergences » auxquelles conduit le manque 
de cohérence logique de la théorie existante. 

Tant qu’il ne s’agit que des valeurs propres de l’énergie du 
champ, nous pouvons contourner cette difficulté en biffant simple- 
ment l'énergie des oscillations de point zéro, c'est-à-dire en écrivant 
pour l'énergie et l'impulsion du champ !) 


ES Niou, P= > Nik. (3,1) 
kœ ka 


Ces formules permettent d’introduire la notion de quanta lumi- 
neux ou de photons *) qui est fondamentale pour toute l’électrodyna- 
mique quantique. En se servant de cette notion on peut considérer 
le champ électromagnétique libre comme un ensemble de particules 
dont chacune possède une énergie w(— #w) et une impulsion 
k (= nhw/c). La relation entre l'énergie et l'impulsion du photon 
est telle que celle que doivent posséder en mécanique relativiste les 
particules dont la masse au repos est nulle et la vitesse de mouvement 
est celle de la lumière. Les nombres W,, d'occupation prennent le 


1) De façon formelle, cette suppression peut être correcte si l'on convient 
de considérer les produits des opérateurs intervenant dans (2,10) comme « nor- 
maux », c'est-à-dire tels que les opérateurs c* s y situent toujours à gauche des 
opérateurs c. Dans ce cas la formule (2,23) devient 


I = Ÿ (wc ya): 
ka 


3) La notion de photon a été introduite pour la première fois par 
A. Einstein (1905). 
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sens des nombres de photons ayant des impulsions k données et des 
polarisations e{«) données. La propriété de polarisation du photon 
est analogue à la notion de spin pour les autres particules (les pre- 
priétés spécifiques du photon sous ce rapport seront examinées 
plus loin, au $ 6). 

J1 est facile de voir que tout le formalisme mathématique déve- 
loppé au cours du paragraphe précédent est en parfait accord avec 
le concept de champ électromagnétique considéré comme un ensemble 
de photons; cela n’est rien d’autre que l'appareil dit de seconde 
quantification appliqué au système de photons ). Dans la méthode 
de seconde quantification (voir III, $ 64) le rôle des variables indé- 
pendantes est joué par les nombres d'occupation des états et les 
opérateurs agissent sur les fonctions de ces nombres. Ce sont les 
opérateurs d’annihilation et de création de particules qui jouent un 
rôle fondamental : le premier diminue et le second augmente d’une 
unité les nombres d’ occupation. Tels sont précisément les opéra- 


teurs Che: Ca : : l’opérateur c;, annihile un photon dans l’état ka, et 


l'opérateur ci. crée un photon dans cet état. 

La règle de commutation (2,16) correspond au cas des particules 
obéissant à la statistique de Bose. Ainsi, les photons sont des bosons, 
comme il fallait s’y attendre: en tout état, le nombre admissible de 
photons doit être arbitraire (nous reviendrons plus loin, au $ 9, sur 
le rôle de cette circonstance). 


Les ondes planes Az, (2,26) intervenant dans l'opérateur A 
(2,17) comme coefficients devant les opérateurs d’annihilation de 
photons peuvent être interprétées comme les fonctions d’onde des 
photons possédant des impulsions k et des polarisations e{«) déter- 
minées. Une telle interprétation correspond au développement de 
l’opérateur + en fonctions d'onde des états stationnaires de la parti- 
cule dans l'appareil non relativiste de seconde quantification (toute- 
fois, à l’inverse du précédent, le développement (2,17) fait intervenir 
aussi bien les opérateurs d’annihilation que les opérateurs de création 
de particules; le sens de cette différence sera élucidé plus loin, 

u $ 12). 
La fonction d'onde (2,26) est normalisée par la condition 


| (I Exe 124 | Hua (7) dr = 0. (3,2) 


C'est une normalisation « à un photon dans un volume V = 1 ». En 
effet, l'intégrale au premier membre de cette égalité traduit la valeur 
moyenne de l'énergie du photon dans l’état caractérisé par une fonc- 


1) La méthode de seconde quantification dans la théorie du rayonnement 
a éte développée par P.A4.M. Dirac (1927). 
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tion d'onde donnée dans le cas de la mécanique quantique !). En ce 
qui concerne le second membre de l'égalité (3.2), il exprime l'énergie 
d’un seul photon. 

Pour le photon, le rôle d’« équation de Schrôdinger » est joué 
par les équations de Maxwell. Dans ce cas (pour un potentiel A (r, t) 
satisfaisant à la condition (2,1)), c’est une équation d'onde 

PA _AA—O 
CE 

Dans le cas général des états stationnaires quelconques, les 
« fonctions d'onde » du photon sont des solutions complexes de cette 
équation qui dépendent du temps par l'intermédiaire du facteur e-iw!. 

En parlant de la fonction d'onde du photon, soulignons une fois de 
plus qu’à l’inverse du sens principal de la fonction d'onde admis en 
mécanique quantique non relativiste, elle ne peut pas être considérée 
comme une amplitude de la probabilité de localisation spatiale du 
photon. Cela tient à ce que (comme il a été indiqué au $ 1) la notion 
de coordonnée n’a aucun sens physique quand il s’agit du photon. 
Nous reviendrons sur l’aspect mathématique de cette situation à la 
fin du paragraphe suivant. 

Les composantes du développement de Fourier de la fonction 
A (r, t) suivant les coordonnées constituent une fonction d'onde du 
photon dans la représentation en impulsions que nous noterons 
A (k, t) = Ak) e-ivt, Par exemple, pour un état d’impulsion 
déterminée k et de polarisation e{®), la fonction d'onde dans la repré- 
sentation en impulsions s'exprime tout simplement par le coefficient 
placé devant le facteur exponentiel dans (2,26): 

— (a) 
Axe (k’, &’)= V Er CRE (3,3) 

Vu que l’impulsion d’une particule libre est mesurable, la fonc- 
tion d'onde a un sens physique plus profond dans la représentation 
en impulsions que dans la représentation en coordonnées : elle permet 
de calculer les probabilités w,, de différentes valeurs de l’impulsion 
et de la polarisation du photon se trouvant dans un état donné. 
Suivant les règles générales de la mécanique quantique, les probabili- 
tés ux. sont données par le carré des modules des coefficients conte- 
nus dans le développement de la fonction A {k”) suivant les fonctions 
d'onde des états de k et e(« déterminés: 


Dia so | 2 Aie (k', a) A(K')| 


1) Il est à noter que le coefficient 1/41 dans l'intégrale (3,2) est deux fois 
plus grand que le coefficient ordinaire 1/8x dans (2,10). Cette différence s'expli- 
que en dernier ressort par le fait qu’à la différence des opérateurs de champ her- 


mitiques E et H, les vecteurs E,, et H,, sont complexes. 
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{où le coefficient de proportionnalité dépend du procédé de normali- 
sation des fonctions). En y reportant (3,3), on obtient 


Wyo © | (WA (k) [?. (3,4) 


Si l’on effectue la sommation sur les deux polarisations, on trouve 
que la probabilité pour que le photon ait l'impulsion k s'exprime 
par 


uk © | À (k) [2 (3,5) 


$ 4. Invariance de jauge 


Comme on le sait, le choix des potentiels du champ dans l’électro- 
dynamique classique n’est pas univoque : les composantes du quadri- 
potentiel À, peuvent être soumises à une transformation de jauge 
{ou de gradient) arbitraire de la forme 


A, —+ À, +0, (4,1) 


où y est une fonction arbitraire des coordonnées et du temps 
(voir II, $ 18). | 

Dans le cas d’une onde plane, si l’on se limite à des transforma- 
tions qui laissent inchangée la forme du potentiel (sa proportionnalité 
au facteur exp (— ik,r4)), la non-univocité se réduit à la possibilité 
d'ajouter tout quadrivecteur proportionnel au quadrivecteur k# 
à l’amplitude de l'onde. | 

La non-univocité du potentiel se conserve bien sûr aussi en théorie 
quantique quand il s’agit des opérateurs champ ou des fonctions 
d'onde des photons. Sans préjuger du mode de choik des potentiels, 
il convient d'écrire, au lieu de (2,17) un développement analogue 
pour le quadripotentiel opératoriel : 


A F— b (Cra Abx + Cha AS ); (4 2) 


k@ 


où les fonctions d'onde AË, sont des quadrivecteurs de la forme 


— [ : . 
eh in x 
AË= V4r CN, ee, 


V 20 


ou encore, en omettant les indices quadrivectoriels pour abreger 
l'écriture, 


— V'äan —— p=inx a dl | 
Ak= V 4x TEE ee* 1 (4,3) 
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Ici, la quadri-impulsion X4 — (w, k) (si bien que kxz — of — kr) et 
e est le quadrivecteur unitaire polarisation !). 

Si on se limite aux transformations de jauge qui n'’affectent pas 
la dépendance des fonctions (4,3) vis-à-vis des coordonnées et du 
temps, elles se réduiront à la substitution 


ei + er + Xks, (4,4) 


où % — x (k“) est une fonction arbitraire. La transversalité de la 
polarisation signifie qu’il est toujours possible d'adopter une jauge 
en laquelle le quadrivecteur e présente la forme 


en — (0, e), ek = 0 (4,5) 


(une telle jauge sera dite transverse tridimensionnelle). Sous la forme 
quadridimensionnelle invariante cette exigence s'exprime par la con- 
dition de transversabilité quadridimensionnelle 


ek = 0. (4,6) 
Signalons que cette condition (de même que la condition de 
normalisation ee* — — 1) n'est pas troublée par la transformation 


(4,4), parce que k#° — 0. D'un autre côté, la nullité du carré de la 
quadri-impulsion d'une particule signifie que la masse de cette parti- 
cule est nulle. Cela met en évidence le lien qui existe entre l’invarian- 
ce de jauge et la nullité de la masse du photon (d’autres aspects de 
ce lien seront indiqués au $ 14). 

Aucune grandeur physique mesurable ne doit varier par suite 
d'une transformation de jauge des fonctions d’onde des photons 
participant à un processus considéré. Cette exigence d'invariance de 
jauge joue en électrodynamique quantique un rôle encore plus grand 
qu’en théorie classique. Nous verrons sur de nombreux exemples qu’en 
théorie quantique l’invariance de jauge constitue un principe heuris- 
tique puissant à côté de l'exigence d’invariance relativiste. 

L'invariance de jauge de la théorie est à son tour étroitement 
liée à la loi de conservation de la charge électrique; cet aspect de 
l'invariance de jauge sera examiné au $ 43. 

Comme nous l’avons déjà dit au paragraphe précédent, la fonction 
d'onde des coordonnées du photon ne peut pas être interprétée comme 
l'amplitude de la probabilité de sa localisation spatiale. Mathémati- 
quement, cette circonstance se manifeste par l'impossibilité de 


1) D'après sa forme l'expression (4,3) n'est pas tout à fait covariante rela- 
tiviste (quadrivectorielle), ce qui s'explique par le caractère non invariant de 
Ja normalisation à un volume fini V = 1, comme nous l'avons adopté. Mais 
cela n’a pas d'importance de principe et est largement compensé par les avan- 
tages que présente un tel procédé de normalisation. Nous verrons par la suite 
que ce procédé permet d'obtenir de manière simple et automatique les grandeurs 
physiques réelles sous la forme invariante requise. 
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composer à l’aide de la fonction d'onde une grandeur qui puisse jouer 
le rôle de la densité de probabilité, ne serait-ce que par ses proprié- 
tés formelles. Cette grandeur devrait s'exprimer par une combinai- 
son bilinéaire définie positive de la fonction 4, et de sa complexe 
conjuguée. En outre, elle devrait satisfaire à des exigences bien 
déterminées de la covariance relativiste, à savoir, représenter la 
composante temporelle du quadrivecteur (le fait est que l'équation 
de continuité, qui exprime la loi de conservation du nombre de 
particules, est traduite sous la forme quadridimensionnelle comme la 
nullité de la divergence du quadrivecteur courant; la composante 
temporelle de ce dernier est constituée dans le cas considéré préci- 
sément par la densité de probabilité de la localisation de la particule, 
voir I1, $ 29). D'un autre côté, en vertu de l’exigence de l’invariance 
de jauge, le quadrivecteur À, ne pourrait entrer dans l'expression du 
courant que sous la forme d’un tenseur antisymétrique F,, = 
— 04, — 0,4 = —i(k,A, — k,A,). Ainsi, le quadrivecteur 
courant devrait être composé par une combinaison bilinéaire de 
F,v et Fi, (et des composantes du quadrivecteur k,). Or, un tel 
quadrivecteur est en général impossible à composer : toute expression 


satisfaisant aux conditions imposées (4kF£,F; par exemple) s'annu- 
le en vertu de la condition de transversalité (k1F,, = 0) sans même 
parler du fait qu'elle ne serait pas définie positive (car elle con- 
tient des puissances impaires des composantes de k,). 


$ 5. Le champ électromagnétique en théorie quantique 


| La description du champ considéré comme un ensemble de photons 
est la seule à être en parfait accord avec le sens physique qu’on donne 
au champ électromagnétique en théorie quantique. Elle remplace la 
description classique qui utilise les intensités de champ. Dans l’appa- 
reil mathématique de la description quantique, les intensités de 
champ interviennent comme des opérateurs de seconde quantification. 

Comme on le sait, les propriétés d’un système quantique devien- 
nent proches de celles d’un système classique lorsque les nombres 
quantiques qui déterminent les états stationnaires du système sont 
grands. Pour un champ électromagnétique libre (s’exerçant dans 
un volume donné) cela signifie que ce sont les nombres quantiques des 
oscillateurs qui doivent être grands, c’est-à-dire les nombres VS, de 
photons. En ce sens, le fait que les photons obéissent à la statistique 
de Bose a une grande importance. Dans le formalisme mathématique 
de la théorie, le lien entre la statistique de Bose et les propriétés 
du champ classique se manifeste par les relations de commutation des 


opérateurs cx4 et cts. Dans le cas où les nombres N,, sont grands et 
donc les éléments de matrice de ces opérateurs sont élevés. on veut 


6 5) LE CHAMP ÉLECTROMAGNETIQUE EN THÉORIE QUANTIQUE 29 


négliger l’unité au second membre de la relation de commuta- 
tion (2,16), ce qui donne 


+ + 
Cracka © CkaCka: 


c'est-à-dire que ces opérateurs se transformeront en des quantités 
classiques Cros Cie qui commutent l’une avec l’autre et déterminent 
les intensités de champ classique. 

La condition de champ quasi classique est pourtant à préciser. Le 
fait est que si tous les nombres VW... sont grands, la sommation sur tous 
les états ka donne une énergie du champ infiniment grande dans tous 
les cas, de sorte que cette condition perd son sens. 

Une position du problème des conditions de champ quasi classique, 
ayant un sens physique, est basée sur l’examen des valeurs du champ 
moyennées sur un petit intervalle de temps At. Si un champ électri- 
que classique E (ou un champ magnétique H) est représenté sous la 
forme du développement en intégrale de Fourier par rapport au temps, 
le moyennage sur le temps Af montrera que seules les composantes de 
Fourier dont les fréquences satisfont à la condition wAt <& 1 appor- 


tent une contribution appréciable à la valeur moyenne E du champ; 
dans le cas contraire, le facteur oscillant e-i*”! presque s’annule 
lors du moyennage. Aussi, en examinant les conditions dans lesquel- 
les le champ moyen devient quasi classique il ne faut prendre en 
considération que les oscillateurs quantiques dont les fréquences 
o & 1/At. À cet effet, il suffit d'exiger que les nombres quantiques 
de ces oscillateurs soient grands. 

L'ordre de grandeur du nombre d'oscillateurs dont les fréquences 
sont comprises entre Oet &@— 1/At (en rapportant ce nombre au 
volume V — 1) s'exprime par) 


(=) éd ST (5,1) 


L'énergie totale du champ par unité de volume est — E*°. En divi- 
sant cette quantité par le nombre d'oscillateurs et par une certaine 
énergie moyenne d’un photon distinct (—ho), on trouve l'ordre 
de grandeur des nombres de photons 


E?c° 
N,= hot * 


En exigeant que ce nombre soit grand, on obtient l'inégalité 


hc 
EL». (5,2) 


, 


1) Au cours de ce paragraphe nous employons les unités classiques. 
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C'est là précisément la condition cherchée de description classi- 
que d’un champ moyenné (sur les intervalles de temps At). On voit 
que le champ doit être suffisamment intense : d’autant plus intense 
que l'intervalle de moyennage At est plus court. Pour des champs 
variables, cet intervalle ne doit évidemment pas excéder les périodes 
de temps au cours desquelles le champ subit une variation notable. 
Pour cette raison, les champs variables suffisamment faibles ne 
peuvent pas être quasi classiques. C’est seulement dans le cas des 
champs statiques (invariables dans le temps) qu'on peut poser At — 
— ©, de sorte que le second membre de l'inégalité (5,2) s'annulera. 
Cela signifie qu'un champ statique est toujours classique. 

On a déjà indiqué que les expressions classiques pour le champ 
électromagnétique considéré sous la forme d’une superposition d’on- 
des planes doivent être considérées en théorie quantique comme des 
expressions opératorielles. La signification physique de ces opéra- 
teurs est pourtant bien limitée. En effet, un opérateur de champ physi- 
quement consistant devrait conduire à la valeur nulle du champ dans 
l’état de vide de photons. Cependant, la valeur moyenne de l'opé- 


rateur du carré du champ E* dans l'état normal, qui coïncide, à un 
facteur près, avec l'énergie de point zéro du champ, est infinie 
(par « valeur moyenne » nous entendons la valeur moyenne quantique, 
c’est-à-dire l’élément diagonal correspondant de la matrice de l’opé- 
rateur). Il est impossible d'éviter cette infinité même à l’aide d'une 
quelconque opération formelle de suppression (comme cela est possi- 
ble pour l’énergie du champ), parce que dans ce cas nous devrions le 


faire par une modification appropriée quelconque des opérateurs E, H 
eux-mêmes (et non de leurs carrés), ce qui s'avère impossible à réa- 
liser. 


$ 6. Moment cinétique et parité du photon 


Comme toute particule, le photon peut transporter un moment 
cinétique déterminé. Pour élucider les propriétés de cette grandeur 
dans le cas du photon, rappelons au préalable comment les proprié- 
tés de la fonction d'onde d’une particule sont liées à son moment 
cinétique dans l’appareil mathématique de la mécanique quantique. 

Le moment cinétique (ou angulaire) j d’une particule vaut la 
somme de son moment cinétique orbital 1 et du moment intrinsèque 
de son spin s. La fonction d'onde d'une particule de spin s est un 
spineur symétrique de rang 2s, c'est-à-dire l’ensemble de (2s + 1) 
composantes qui se transforment les unes en les autres par rotation 
du système de coordonnées, suivant une loi bien déterminée. Quant 
au moment orbital, il est lié à la dépendance des fonctions d'onde 
vis-à-vis des coordonnées : à des états de moment orbital Z corres- 
pondent des fonctions d'onde dont les composantes s'expriment 
(linéairement) par des fonctions sphériques d'ordre L. 
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Pour qu'une distinction conséquente entre le spin et le moment 
cinétique orbital soit possible, il faut donc que les propriétés « de 
spin » et les propriétés « de coordonnées » des fonctions d’onde soient 
indépendantes les unes des autres: aucune condition supplémentaire 
ne doit être imposée à la variation des composantes du spineur en 
fonction des coordonnées (à un instant donné). 

Dans la représentation en impulsions, à la dépendance des fonc- 
tions d'onde vis-à-vis des coordonnées correspond leur dépendance 
de l'impulsion k. La fonction d'onde du photon (en jauge transverse 
tridimensionnelle) est représentée par le vecteur A (k). Un vecteur 
étant équivalent à un spineur de rang 2, on pourrait en ce sens attri- 
buer au photon un spin égal à 1. Mais cette fonction d'onde vectoriel- 
le est soumise à la condition de transversalité kA (k) = 0, qui est 
une condition supplémentaire imposée à la dépendance du vecteur 
À (k) vis-à-vis des impulsions. Ïl en résulte que cette dépendance ne 
peut plus être donnée arbitrairement pour toutes les composantes du 
vecteur à la fois, ce qui rend impossible la séparation du moment 
orbital et du spin. 

Signalons que la définition du spin comme moment d'une parti- 
cule au repos est inapplicable au photon, car un système au repos 
n'existe en général pas pour le photon, qui se déplace à la vitesse 
de la lumière. 

Ainsi, pour le photon on ne peut parler que de son moment ciné- 
tique total. En outre, il est évident a priori que le moment total 
ne peut prendre que des valeurs entières. Cela découle déjà du fait 
que parmi les grandeurs qui caractérisent le photon on ne trouve 
aucun spineur de rang impair. 

L'état du photon, de même que celui de toute particule, se carac- 
térise par sa parité qui est liée au comportement de la fonction 
d'onde par rapport à l’inversion du système de coordonnées (voir III, 
$ 30). Dans la représentation en impulsions, au changement du 
signe des coordonnées correspond le changement du signe de toutes 


les composantes de k. L'action de l'opérateur d'’inversion P sur la 
fonction scalaire œ (k) se réduit uniquement à ce changement: 


Pœ (k) = p(— k). Mais si cet opérateur s'applique à la fonction 
vectorielle A (k), on doit encore tenir compte du fait que le change- 
ment du sens des axes de coordonnées inverse aussi le signe de toutes 
les composantes du vecteur; cela signifie que !) 


PA (k)= —A(—k). (6,1) 


1) Nous conviendrons de déterminer la parité d'un état par l’action de 
l'opérateur d'inversion sur le vecteur polaire qu'est A (ou sur un vecteur électri- 
que correspondant E = iwA). Elle diffère de l'action de cet opérateur sur un 
vecteur coaxial H = i [kA] par le signe, car l'inversion laisse inchangé le sens 
d’un tel vecteur : 


PH (k) = H(—k). 


32 PHOTONS (Ch. I 


Bien que la subdivision du moment total du photon en moment 
orbital et spin soit dépourvue de sens physique, il est néanmoins 
commode d'introduire de façon formelle les notions de « spin » et de 
« moment orbital » comme des notions auxiliaires exprimant les 
propriétés de transformation de la fonction d'onde par. rapport aux 
rotations: la valeur s — 1 signifie que la fonction d'onde est une 
fonction vectorielle, et la valeur / indique l’ordre des fonctions 
sphériques qu'elle contient. 

Dans ce cas, nous avons en vue des fonctions d'onde des 
états ayant des valeurs déterminées du moment du photon, qui 
représentent des ondes sphériques pour une particule libre. Le nombre 
l détermine en particulier la parité de l’état du photon qui est 
égale à 


P=(— 1). (6,2) 


En ce même sens, on peut représenter l’opérateur moment j par la 


somme s + 1. On sait que l’opérateur moment est lié à l'opérateur de 
rotation infiniment petite du système de coordonnées; dans le cas 
considéré, il est lié à à l’action de cet opérateur sur le champ vectoriel. 


Dans la somme s + 1, l'opérateur ss ’applique à l’indice vectoriel en 
transformant les différentes composantes du vecteur l’une en l’autre. 


Quant à l’opérateur 1, il s'applique à ces composantes comme aux 
fonctions de l'impulsion (ou des coordonnées). 

Calculons le nombre d’états (d’énergie donnée) qui sont possibles 
pour une valeur donnée j du moment du photon (sans tenir compte 
de la dégénérescence triviale d'ordre (2j + 1) par rapport aux direc- 
tions du moment). 

En supposant 1 et s indépendants, on peut effectuer ce calcul 
en déterminant simplement le nombre de procédés qui permettent 
d’additionner les moments 1 et s d’après les règles du modèle vecto- 
riel pour obtenir la valeur requise j. Pour une particule de spin s = 1, 
nous trouverions (pour une valeur j donnée non nulle) trois états ayant 
les valeurs suivantes de / et de la parité 


l=j, P=(—-1)#1=(—1)4; I=j+1, P=(—-1)#1=(—1). 


Si j — 0, on n'obtient qu’un seul état (de ! = 1) de parité P=— +1. 

Mais un tel calcul ne tient pas compte de la condition de trans- 
versalité du vecteur A; ses trois composantes ont toutes été consi- 
dérées comme indépendantes. Aussi, du nombre d'états obtenus il 
faut retrancher le nombre d'états correspondant au vecteur longitu- 
dinal. Un tel vecteur peut s'écrire sous la forme kç (k) qui montre 
que par leurs propriétés de transformation (par rapport aux rota- 
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lions) ses trois composantes ne sont équivalentes qu’à un seul scalaire 
ç }). On pourrait donc dire que l’état redondant, incompatible avec 
la condition de transversalité, correspondrait à l'état de la parti- 
cule avec une fonction d’onde scalaire (avec un spineur de rang O), 
c'est-à-dire de « spin 0 » “). C’est pourquoi le moment }j de cet état 
coïncide avec l’ordre des fonctions sphériques entrant dans . 
Quant à la parité de cet état, qui est un état du photon, elle se 


détermine par l’application de l'opérateur d'inversion à la fonction 
vectorielle ko : 


P (kp)= —(—k)p(—k)=(—1) kp(k), 


c'est-à-dire qu'elle est égale à (— 1). Ainsi, du nombre d'états de 
parité (— 1)? obtenu plus haut (deux états pour j Æ 0 et un pour 
j = 0) il faut retrancher un état. 

Nous arrivons finalement à cette conclusion que lorsque le mo- 
ment ; du photon est non nul, il existe un état pair et un état impair. 
Pour j = 0 nous n’obtiendrons aucun état du tout. Cela signifie que 
le moment du photon ne peut pas être nul; ;j ne peut prendre que les 
valeurs 1, 2, 3,.... D'ailleurs, l'impossibilité de la valeur j — 0 est 
d'avance évidente: la fonction d'onde de l’état de moment nul doit 
étre pourvue de symétrie sphérique, ce qui est a priori impossible 
pour une onde transverse. 

Pour désigner les divers états du photon, on a convenu d'utiliser 
les termes suivants: un photon de moment j est appelé photon électri- 
que 2}-polaire (ou photon Ej) si sa parité est égale à (— 1}, et 
photon magnétique 2?-polaire (ou photon Mj) si sa parité est égale 
à (— 1)/*!. C'est ainsi qu’à un photon électrique dipolaire correspond 
un état impair de ÿ = 1, à un photon électrique quadrupolaire, un 
état pair de j — 2, à un photon magnétique dipolaire, un état pair 
de j = 15). 


] ffet, quand on parle du caractère de la transformation d'une quantité 
par to il sil de Là transformation en un point donne, € est-à-dire pour 
k donné. Dans une telle nono la fonction kœp (k) ne varie pas du tout, 

‘est-à-dire se comporte comme un scalaire. * 
: “à SOU lienous Eicoie une fois qu'ici nous n'avons pas en vue l’état d ts 
quelconque particule réelle. Le calcul en question revét un caractère none 
formel et se réduit, au point de vue mathématique, à la classification e ou 

l'ensemble de quantités que : oo en les autres d apres les 

É tions irréductibles du groupe de rotation. } . 
SES Ce appellations Ed dent à la terminologie adoptée Tr théorie 
classique du rayonnement: nous verrons plus loin (5$ 46, 47) que nee 
des photons de types électrique et magnétique est déterminée par les momen 
électriques et magnétiques correspondants d un système de charges. 


3—0596 
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$ 7. Ondes sphériques associées au photon 


Après avoir déterminé les valeurs possibles du moment cinétique 
du photon, nous avons maintenant à chercher les fonctions d'onde 
qui leur correspondent ‘). 

Commençons par examiner un problème formel: trouver les 
fonctions vectorielles qui soient des fonctions propres des opérateurs 


# 
e 


j° et j.; ce faisant, nous ne préjugerons pas des fonctions entrant dans 
les fonctions d’onde du photon qui nous intéressent et ne tiendrons 
pas compte de la condition de transversalité. 

Nous chercherons des fonctions dans la représentation en impul- 


sions. L'opérateur coordonnées dans cette représentation est r — 0i/0k 
(voir 111, (15,12)). Quant à l'opérateur moment orbital il s’expri- 
me par 


= pk) —i[k + 


c'est-à-dire diffère de l’opérateur moment dans la représentation en 
coordonnées seulement par la substitution de la lettre k à la lettre r. 
Cela signifie que de façon formelle la solution du problème posé 
doit être la même dans les deux représentations. 

Nous noterons les fonctions propres cherchées Y;,, et les appelle- 
rons vecteurs sphériques. Elles doivent vérifier les équations 


PYim=)jG+1)Yim  J2Yjm= MY jm (7,1) 


(où l’axe z est une direction donnée dans l’espace). Montrons que 
toute fonction de la forme aŸ ;,, jouit de cette propriété, a étant un 
vecteur quelconque constitué à l’aide du vecteur unitaire n — k/o, 
et Ÿ jm, des fonctions sphériques ordinaires (scalaires). Nous défini- 
rons partout ces dernières suivant III, $ 28: 


m+|m | te 
Yim(n)=(—1) 2 #7 ÉD pimi(cos 8)eims (7,2) 


(où 6 et @ sont des angles sphériques de la direction de n) ?). 
Rappelons à ce propos la relation de commutation III, (29,4): 


{li, an}-= lent 


1) Cette question a été examinée pour la première fois par W. Heitler (1936). 
La forme exposée de la solution est due à V. Berestetski (1947). 

3) Indiquons à titre de référence ultérieure la valeur des fonctions pour 
6 = 0 (n étant orienté le long de l'axe z) : 


Yim (BD= 0 HE 5, (7,22) 
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Le second membre de cette égalité peut s'écrire sous la forme (—s,a), 
où s est l'opérateur spin 1 (l’application de cet opérateur à la fonction 
vectorielle se détermine précisément par l'égalité s;ar = —{ie;n1E; 
voir III, $ 57, problème 2). On a donc 

Lan — al = —Sj0n. 
En utilisant cette égalité, on trouve 


jidr = (li+ Si) an = auli. 
Par conséquent, 


ÿ? (aY jm) 2. aPY ;n, Îz (aŸ jm) = al Ÿ ;n. 
Mais la fonction sphérique Y;,, est la fonction propre des opérateurs | 


et !, correspondant aux valeurs propres de ces quantités j(j + 1) et m, 
ce qui nous conduit aux égalités (7,1). 

Nous obtiendrons trois types essentiellement différents de vec- 
teurs sphériques en prenant comme a un des vecteurs suivants !): 


Vn [nv,] 
VIG+0 ViG+1. 
Ainsi, nous définissons les vecteurs sphériques par les relations 
suivantes : 


(7,3) 


Yo — ES P = — 1); 

dé es ES d re) 
Vin = NY], P=(-— 1)"; (7,4) 
Yo — su P=(—1). 


A côté de chaque vecteur est indiquée sa parité P. Les vecteurs sphé- 
riques de ces trois types sont perpendiculaires entre eux: d'en est 
longitudinal et Ye et Ve sont transverses par rapport à n. 
Les vecteurs sphériques peuvent être are moyennant les 
fonctions sphériques scalaires. Les vecteurs Yi) ne s'expriment que 


1) L'opérateur V, ==|k| V, et il agit sur des fonctions qui dépendent uni- 


quement de la direction de n. 11 comporte (en coordonnées sphériques) seule- 
ment deux composantes : 


Ni 
n | 96 ” sin6 6 /° 
L'opérateur désigné ci-dessous par A, est la partie angulaire de l’opérateur de 
Laplace : 
1 { 93 
Ba “sin 7 ne +0 sin26 0q°° 
3% 
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par des fonctions sphériques d’un seul ordre !{ = j, alors que Y et 


Yo s'expriment au moyen de fonctions sphériques d'ordres ! = j + 
+ 1. Cette circonstance est évidente d'avance: pour s’en assurer il 
suffit de comparer les parités des vecteurs sphériques indiquées dans 
(7,4) à la parité (—1)!*! du champ vectoriel exprimée par l’ordre 
des fonctions sphériques entrant dans ce champ. 

Les vecteurs sphériques de chacun des types sont orthogonaux 
l'un à l’autre et normalisés par la condition 


( Ÿ jm Y 5m d0 — Ô;; ômm- (7,5) 


Pour les vecteurs d'en cette relation est évidente en vertu de la 
condition de normalisation des fonctions sphériques Y ;,. Pour les 


vecteurs Yo l'intégrale de normalisation s'exprime par 


VaY jÿmVnY jm do — Y} m° A nŸ jm do, 


1 
T6 | =) 
el comme AnŸ jm =—)j (j + 1) Y ;m, nous sommes conduits à (7,5). 


La normalisation des vecteurs on) se ramène à une même intégrale. 

Signalons qu'on pourrait également arriver aux vecteurs sphéri- 
ques (7,4) sans procéder à une vérification directe des équations (7,1), 
mais en partant uniquement des considérations générales concernant 
les propriétés de transformation des fonctions. Au paragraphe précé- 
dent de telles considérations nous ont conduits à la conclusion qu'une 
fonction vectorielle de la forme nq répond à la valeur j du moment 
qui coïncide avec l'ordre des fonctions sphériques faisant partie de y: 
si l'on pose tout simplement @ = Ÿ ;,, la fonction nç correspondra 
également à une valeur déterminée m de la projection du moment. 


Ainsi, on est tout de suite conduit aux vecteurs sphériques 2. 
Mais les raisonnements développés au $ 6 sur les propriétés de trans- 
formation restent valables si dans le produit ny le facteur n est rem- 
placé par le vecteur V, ou [nV,]; on obtient par la même les vecteurs 
sphériques de deux autres types. 

Revenons aux fonctions d'onde du photon. Pour un photon de 
type électrique (Æj), le vecteur A (k) doit avoir une parité égale à 
(—1). Une telle parité est propre aux vecteurs Y® et Yf: mais 
seul le premier de ces vecteurs satisfait à la condition de transversa- 
lité. Pour un photon de type magnétique (4fj), la parité du vecteur 
A (k) doit être égale à (— 1)/*! ; seul le vecteur sphérique Y® possède 
une telle parité. Cela signifie que les fonctions d'onde du photon 
avec un moment cinétique j déterminé et sa projection m (et l’éner- 
gie o) ont pour expression 


4 2 
Ain (k) = 


(7,6) 
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où au lieu de ŸY,;, il faut écrite YS) ou Y{n) suivant qu'il s’agit 


d’un photon de type électrique ou magnétique; la valeur donnée de 
l'énergie est prise en compte par le facteur 6 (| k | — o). 
Les fonctions (7,6) sont normalisées par la condition 


1 
(2n)* 


| ww" AS. jm: (k) Au jm (k) dk = 06 (w — w) 6j; ômm. (7.7) 


Pour les fonctions d'onde représentées en coordonnées, la condi- 
tion (7,7) est équivalente à la condition !) 


1 
47 ( {Em (r) E,, jm (r) Su Him (r) H, jm (r)} dÿz == 
= ()Ô (5° — W) Ô;; Ômm'- (7,8) 
En effet, l'intégrale au premier membre de cette égalité, exprimée 
moyennant les potentiels, est de la forme 


1 É ; 
On ( w’j'm (r) A jm (r) W'Od°T. 


Il convient d’y introduire les expressions suivantes: 
: dSk 
À jm (r) = | As jm (k) er (27)S 9 


. PS 5 ar Ok 
AG'jrm° (r) — \ AG'jrm" (k ) eik "nr 7 


(7,9) 


L'intégration sur d°xr donne ensuite la fonction delta (2x)°ô (k° —k) 
qui se trouve éliminée par l'intégration sur dk, si bien que l’inté- 
grale considérée se ramène à la forme (7,7). 

Jusqu'ici nous avons supposé une jauge transverse des potentiels 
dans laquelle le potentiel scalaire ® = 0. Toutefois, d’autres procé- 
dés de jauge de l’onde sphérique peuvent s'avérer plus commodes 
dans diverses applications. 

Une transformation admissible des potentiels dans la représenta- 
tion en impulsions consiste à effectuer les substitutions 


A A-+nf(k), D—+D+/(k), 


où f (k) est une fonction arbitraire. Dans le cas considéré, choisissons 
cette fonction de telle sorte que les nouveaux potentiels s'expriment 
par les mêmes fonctions sphériques et aient toujours une parité 


1) Cette condition est du même type que (2,22). LApRArUOS du facteur 
6 (&’ — &) au second membre de l'égalité s'explique par le fait qu’au lieu du 
champ dans un volume fini V = 1, on considère ici le champ (l'onde sphérique) 
dans l’espace infini tout entier. 
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déterminée. Pour un photon de type électrique, ces conditions limi- 
tent le choix de potentiels aux fonctions suivantes: 


AS (k)= 6 (1k | —w) (YÉ + CnYm), 


7 


(7,10) 
2 6 (1 k | — 0) CY jm: 


Den (k) = 


où C est une constante arbitraire. Quant au photon de type magné- 
tique, un tel appoint à Am) (k) l'aurait privé de parité déterminée 
et de ce fait, dans les mêmes conditions le choix (7,6) devient uni- 
voque. 

La probabilité pour qu’un photon de moment et de parité déter- 
minés soit enregistré en mouvement dans la direction de n située 
dans un élément d'angle solide do est égale, compte tenu de (3,5) 
et (7,6), à 


w(n) do = | Y (n) [2 do. (7,11) 


Cette expression est écrite pour un photon de type ÆE. Mais comme 
| Yo [2 =|Y® |, les distributions des probabilités w (n) sont les 
mêmes pour les photons des deux types. 

Le carré du module | Y® |? ne dépend pas de l’angle azimutal 
(dans les fonctions sphériques, les facteurs e+i" © se réduisent à l’uni- 
té). De ce fait, la distribution des probabilités est symétrique par 
rapport à l’axe des z. Enfin, comme chacun des vecteurs sphériques 
a une parité bien déterminée, les carrés de leurs modules sont pairs 
par rapport à l’inversion, c'est-à-dire par rapport à la substitution 
de l’angle polaire 6 —+ x — 6. Cela signifie que le développement de 
la fonction w (8) en polynômes de Legendre ne contient que des 
polynômes de degré pair. La détermination des coefficients d’un tel 
développement-se réduit au calcul des intégrales des produits des 
trois fonctions sphériques et à la sommation ultérieure sur les com- 
posantes. Les deux opérations s'effectuent à l’aide des formules obte- 
nues dans III, $$ 107, 108 et conduisent au résultat suivant: 


o (6) _ (— À in Gi 1)? x 


j j a j j 2n\{j j 2r 


Enfin, indiquons les expressions pour les composantes des vec- 
teurs sphériques sous la forme de développements suivant les fonctions 
sphériques. Nous utilisons à cet effet les « composantes sphériques » 
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du vecteur comme elles ont été définies dans III, $ 107. Les compo- 
santes sphériques f; du vecteur f s'expriment par 


fo = if: fu set if), fa——z(fx—if,). (7,13) 


7 
Si l’on introduit des « vecteurs unitaires circulaires » : 


en--ie, el*1)— 7x (e9+ieu), et = 7 (et — et) (7,14) 
(où ex. v.:) sont les vecteurs unitaires suivant les axes x, y, z), on 
obtient 
f— D (—1)  tfuen, f,=(-— 1) Met-0e = fe. (7,15) 
À 
Les composantes sphériques des vecteurs sphériques s'expriment 


à l’aide de symboles 3j moyennant les fonctions sphériques par les 
formules suivantes: 


) 4m e = j+1 1 ] 
(— 1 ha = — V) ur _à _) Ÿ ji mer + 
— 1 1 j 


Vif ER. _n) Ÿj-1, m+as 
j+m m 9: 1 4 J 1 ] 
(— 1)°* ++! (V1 = = vari( 7 _n) Yi. m+h (7,16) 


C— EE ma = Ex | AAA _a _nrimet 


+ V j Fe En à _,) Yu, m+à° 


Ces formules s’obtiennent comme suit. Chacun des trois vecteurs 
sphériques est de la forme Y;,, = aŸ ;,, où a est un des trois vec- 
teurs (7,3). On a donc 


= 2; (m'|a|im) Yim 


si bien que le problème se réduit à la détermination des éléments 
de matrice des vecteurs a par rapport aux fonctions propres du 
moment orbital. Suivant III (107,6) on a 


; l 1 
mani) = à (— msn, : 2) eaux. 
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OÙ jmax est le plus grand des nombres / et j. Il suffit donc de connai- 
tre les éléments de matrice réduits différents de zéro (Z||a{| j)}. 
Jls sont donnés par les formules 


G—1lr= {nil 1%=i vez, 
(I Valll-1)=i(-1) VE, 
(— 11 Val =i(+1) VE, 

(En Vall D = iV IG +1) 2+ 9. 


(7,17) 


$ 8. Polarisation du photon 


Pour le photon, le vecteur polarisation e joue le rôle de « partie 
de spin » de la fonction d'onde (avec des réserves formulées au $ 6 
au sujet de la notion de spin du photon). 

Les divers cas qui peuvent se présenter pour la polarisation du 
photon ne diffèrent en rien des types possibles de polarisation d’une 
onde électromagnétique classique (voir I], $ 48). 

Toute polarisation e peut être représentée par une superposition 
de deux polarisations et!) et el?) (et!) e(* — 0) orthogonales l’une 
à l’autre et choisies d’une façon déterminée quelconque. Dans le 
développement 


e— e,et1) + e,et?) (8,1) 


les carrés des modules des coefficients e, et e, déterminent les pro- 
babilités pour que le photon possède les polarisations et) ou et). 

Comme ces dernières on peut prendre deux polarisations rectili- 
gnes perpendiculaires entre elles. Toute polarisation peut également 
être décomposée en deux polarisations circulaires de sens de rotation 
opposés. Les vecteurs polarisations circulaires droite et gauche seront 
notés respectivement e(*!) et el-1). Dans le système de coordonnées 
En& avec l'axe Ü orienté suivant le photon n = k/w, ces vecteurs 
ont pour expression 


(41 — _ À fetE) L jen) (-1) = {À fetE) — jen). 
e TL +ietn), e 72 (e ie(n)) (8,2) 


En d’autres termes, le fait que le photon peut avoir (pour une 
impulsion donnée) deux polarisations différentes signifie que chaque 
valeur propre de son impulsion est doublement dégénérée. Cette 
circonstance est étroitement liée à la nullité de la masse du photon. 

Pour toute particule en mouvement libre, dont la masse est non 
nulle il existe un système de référence dans lequel elle est au repos. 
Jl est évident que c’est précisément dans ce système de référence que 
sont mises en évidence les propriétés de symétrie particulières à la 
particule comme telle. Dans ces conditions, on doit considérer la 
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symétrie par rapport à toutes les rotations possibles autour du centre 
(c'est-à-dire par rapport à tout le groupe de symétrie sphérique). 
Les propriétés de symétrie de la particule par rapport à ce groupe 
sont caractérisées par son spin s qui détermine la multiplicité de 
dégénérescence (le nombre 2s + 1 de fonctions d'onde différentes qui 
se transforment l’une par l’intermédiaire de l’autre). En particulier, 
à une particule définie par une fonction d'onde vectorielle (à trois 
composantes) correspond le spin 1. 

Pour une particule de masse nulle il n'existe pas de référentiel 
de repos : une telle particule se déplace à la vitesse de la lumière dans 
tout référentiel, et par rapport à elle il existe toujours dans l’espace 
une direction privilégiée qui est celle du vecteur impulsion k (axeË). 
Il est clair que dans un tel cas il n’y a pas de symétrie par rapport 
à tout le groupe de rotations tridimensionnelles mais seule une 
symétrie axiale par rapport à l’axe matérialisant la direction pri- 
vilégiée. 

Une particule pourvue de symétrie axiale ne conserve que son 
hélicité (que l’on appelle aussi chiralité): la projection du moment 
sur l'axe & : nous la noterons À!). Si l’on exige encore une symétrie 
par rapport aux réflexions dans des plans passant par l'axe &, les 
états qui se distinguent par le signe de À seront mutuellement dégéné- 
rés; pour À 0, nous aurons donc une double dégénérescence *). 
L'état d’un photon d’'impulsion déterminée correspond précisément 
à l’un des types de ces états doublement dégénérés. Il est décrit par 
une fonction d'onde « de spin » qui représente le vecteur e dans le 
plan En; les deux composantes de ce vecteur se transforment l'une 
par l’autre dans toutes les rotations autour de l'axe & et lors des 
réflexions dans des plans passant par cet axe. 

Les divers cas de polarisation du photon sont en relation déter- 
minée avec les valeurs possibles de son hélicité, qui peut être établie 
à l’aide des formules 111 (57,9) qui lient les composantes de la fonc- 
tion d'onde vectorielle aux composantes du spineur du deuxième rang 
qui lui est équivalent %). Aux projections À = +1 ou À — —1 
correspondent des vecteurs e n’ayant qu’une seule composante non 
nulle e; — ien ou e; + ien, c'est-à-dire respectivement e = e(*\) ou 
e — et-!). Autrement dit, les valeurs À — + À et À — — 1 corres- 
pondent aux polarisations circulaires droite et gauche du photon (le 
même résultat sera obtenu au $ 16 par un calcul direct des fonctions 
propres de l'opérateur de projection du spin). 

1) A la différence de la projection m du moment sur une direction donnée 
(axe :) dans l’espace dont était question au paragraphe précédent. 

2) Rappelons que les termes électroniques d’une molécule diatomique sont 
classés de cette même façon (III, & 78). 

3) Rappelons qu'aux composantes de la fonction d'onde, considérées comme 
des amplitudes de la probabilité de différentes valeurs de la projection du moment 


de la particule (dont il s’agit ici}, correspondent des composantes contravariantes 
du spineur. 
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Ainsi, la projection du moment du photon sur la direction de son 
mouvement ne peut prendre que l’une de deux valeurs (+1); la 
valeùr nulle est impossible. 

L'état d’un photon d'impulsion et de polarisation déterminés 
est un état pur (au sens donné dans III, $ 14); il se décrit par une 
fonction d'onde et correspond à une description quantique complète 
de la particule (du photon). Des états « mixtes » du photon sont 
également possibles. Ils correspondent à une description moins com- 
plète, obtenue à l’aide de la seule matrice de densité sans avoir 
recours à la fonction d'onde. 

Considérons un état du photon de polarisation mixte mais corres- 
pondant à une valeur déterminée de l'impulsion k. Dans cet état 
(dit de polarisation partielle) il existe une fonction d'onde « de coor- 
données ». 

La matrice de densité de polarisation du photon est un tenseur 
du deuxième rang ps dans un plan perpendiculaire au vecteur n 


(dans le plan En, les indices & et B ne prennent que deux valeurs). 
C'est un tenseur hermitique 


Pas = Ppa (8,3) 
normalisé par la condition 


Paa = Pi + P22 = 1. (8,4) 


En vertu de (8,3), les composantes diagonales p,, et p.. sont réelles 
et se déterminent l’une par l’autre suivant la condition (8,4). Quant 
à la composante p,., elle est complexe, et p,, = p’.. La matrice de 
densité est donc caractérisée par trois paramètres réels au total. 

Si la matrice de densité de polarisation est connue, on peut 
déterminer la probabilité pour que le photon possède une polarisation 
déterminée e quelconque. Cette probabilité est déterminée par la 
« projection » du tenseur p,, sur la direction du vecteur e, c'est-à- 
dire par la quantité 


Labéaer- (8,5) 


Ainsi, les composantes p,, et p.. traduisent les probabilités des 
polarisations rectilignes le long des axes E et n. La projection sur les 
vecteurs (8,2) donne les probabilités de deux polarisations circulaires : 


+ (pur — Pas). (8,6) 


Les propriétés du tenseur p,$ coïncident d’après leur forme et 
leur essence avec celles du tenseur J,, qui décrit en théorie classique 
les propriétés d’une lumière partiellement polarisée (voir II, $ 50). 
Rappelons ici certaines de ces propriétés. 
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Dans le cas d'un état pur de polarisation déterminée e, le ten- 
seur p.s se réduit aux produits des composantes du vecteur e: 


Pas = Exp (8,7) 


Dans ces conditions, le déterminant | p,g | = 0. Au contraire, si 
le photon n'est pas polarisé, toutes les directions de polarisation 
sont également probables, c'est-à-dire que 


1 
Pas — DE (OR (8,8) 


et dans ce cas | pos | = 1/4. 

Dans le cas général, la polarisation partielle peut être commo- 
dément décrite à l’aide des trois paramètres réels de Stokes E,, E., 
E;') par lesquels la matrice de densité s'exprime sous la forme 


4 rer . 
LAN E1 + êEo 1—E6 | 


Tous les trois paramètres prennent des valeurs entre —1 et +1. 
A l’état non polarisé, E, = E, — &, — 0 et pour un photon totale- 
ment polarisé, E + E + E = 1. 

Le paramètre Ë, caractérise la polarisation rectiligne le long des 
axes E ou n; la probabilité pour que le photon soit polarisé rectiligne- 
ment le long de ces axes est respectivement (1 + E.)/2 ou (1 — &,)/2. 
Les valeurs £, —+1 ou È — —1 correspondent donc à la polari- 
sation totale dans ces directions. 

Le paramètre £, caractérise la polarisation rectiligne le long des 
directions qui font un angle @ = x/4 ou ® = —x/4 avec l’axe E. 
La probabilité pour le photon de posséder une polarisation rectiligne 
dans ces directions est égale respectivement à (1 + E,)/2 ou (1 — 
—E,)/2; on peut aisément s’en assurer si l’on projette le tenseur sur 
les directions de e = (14, +1)/V2. 

Enfin, le paramètre E, exprime le degré de polarisation circulai- 
re; suivant (8,6) la probabilité pour que le photon ait une polarisa- 
tion circulaire droite ou gauche est égale à (1 + E,)/2 ou (1 — E,)/2. 
Puisque les deux polarisations correspondent aux hélicités À = +1, 
il est clair que dans le cas général £, donne la valeur moyenne de 
l'hélicité du photon. Remarquons également que dans le cas d’un 
état pur de polarisation e 


be = à [ee*] " (8,10) 


Rappelons (voir II, $ 50) que par rapport à une transformation de 
Lorentz les quantités invariantes sont Ë, et VE + E. 


(8,9) 


1) On prendra soin de ne pas confondre la désignation des paramètres avec 
La désignation de l'axe El! 
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Par la suite, nous aurons aussi à examiner le comportement des 
paramètres de Stokes par rapport à l’opération d’inversion du temps. 
Il est aisé de voir qu'ils sont invariants vis-à-vis d’une telle trans- 
formation. Cette propriété ne dépend évidemment pas de la nature 
de l’état de polarisation, si bien qu'il suffit de s’en assurer ne serait- 
ce que dans le cas d’un état pur. En mécanique quantique, au ren- 
versement du temps correspond le remplacement de la fonction d'onde 
par sa complexe conjuguée (voir III, $ 18). Pour une onde polarisée 
dans un plan, cela signifie la substitution !) 


k—> —k, e— —e*. (8,11) 


Dans une telle transformation, la partie symétrique de la matrice 
de densité est égale à 


1 
TT (eLep + epex), 


et par là mème les paramètres E, et E, restent inchangés. Quant 
à l’invariance du paramètre Ë, par rapport à cette même transforma- 
tion, elle résulte de (8,10); elle est également évidente d’après le 
sens de £, en tant que valeur moyenne de l'hélicité. En effet, l’héli- 
cité est la projection du moment j sur la direction de n, c’est-à-dire 
le produit jn; mais le renversement du temps change Île signe de 
chacun de ces deux vecteurs. 

Pour les calculs qui vont suivre nous aurons à utiliser une matrice 
de densité écrite sous forme quadridimensionnelle, c'est-à-dire sous la 
forme d’un certain quadritenseur p,,. Pour un photon polarisé 
décrit par le quadrivecteur e,, il est naturel de définir ce tenseur 
par la relation suivante: 


Div = ei e%: (8,12) 


Dans la jauge transverse tridimensionnelle e — (0, e) et si l’un des 
axes de coordonnées spatiaux est orienté le long de n, les composan- 
les non nulles de ce quadritenseur coïncident avec (8,7). 

Pour un photon non polarisé, en jauge transverse tridimension- 
nelle correspond un tenseur p,, à composantes 


1 
Pin = 5 (in — in), Poi = Pio = Poo — 0 (8,13) 


(si l’un des axes se confond avec la direction de n, nous revenons 
à (8,8)). L'utilisation directe du tenseur p,, sous cette forme tridi- 


1) Le changement supplémentaire du signe de e s'explique par l'inversion 
du signe du potentiel de champ électromagnétique en cas d'inversion du 
lens: Par contre, le potentiel scalaire garde le même signe; aussi, pour le 
quadrivecteur e, l’inversion du temps se traduit par la transformation 

(eo, e) ii (eo, —e*). (8,11a) 
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mensionnelle est néanmoins peu commode. Mais nous pouvons 
recourir à une transformation de jauge; pour la matrice de densité 
c'est une transformation de la forme 


Puv > Puy Lu XuKv + AUTE (8,14) 
où %, sont des fonctions arbitraires. Si l’on pose 


au lieu de (8,13) on obtient une expression simple quadridimension- 
nelle 


1 
Pyuv — — 3 Euv- (8,15) 


La représentation quadridimensionnelle de la matrice de densité 
pour un photon partiellement polarisé est facile à obtenir si l'on 
remet au préalable le tenseur (8,9) bidimensionnel sous forme 


tridimensionnelle 
1 (1) (1) (2),(2) E; (4) ,(2) (2) ,(1) 
pan = (ee +efer) ++ (ie + een) — 
a pou 2 tn En OU) 22) 
(ei ex —ei ex )+ + (ei ex —€i ex ); 


où et!) et el°) sont les vecteurs unitaires orientés suivant les axes E 
et n. La généralisation requise s'obtient en remplaçant ces vecteurs 
tridimensionnels par des quadrivecteurs unitaires réels et!) et el), 
spatialement semblables, orthogonaux l’un à l’autre et à la quadri- 
impulsion À du photon: 


en —ea@2»2— 1, 
elttet2) — 0, (8,16) 
etk — 2% — 0. 
Dans un référentiel particulier: et!) — (0, et), et — (0, et*)). 


Ainsi, la matrice de densité quadridimensionnelle du photon a pour 
expression 


1 ) (2 ' E: 2 
Puv= 7 ( Wei +er’ef) + _ (ee + ete) — 


ee + (el'e{ — ete!!)) + _S (ele — ele). (8,17) 


La commodité de tel ou tel choix des quadrivecteurs e{!) et e*) dépend 
des conditions concrètes du problème considéré. 

Ï1 faut ne pas perdre de vue que les conditions (8,16) ne détermi- 
nent pas un choix univoque des vecteurs e) et e&°). Si un quadrivec- 
teur e, quelconque satisfait à ces conditions, tout quadrivecteur de 
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la forme e, + Yxk, y satisfera également (en vertu de l'égalité 4? = O0). 
Cette non-unicité est liée à la non-unicité de jauge de la matrice de 
densité. 

Le premier terme de (8,17) correspond à l’état non polarisé. On 
pourrait donc lui substituer — g,.,/2 conformément à (8,15). Une 
telle substitution est de nouveau équivalente à une certaine trans- 
formation de jauge. 

Pour opérer sur les quadritenseurs de la forme (8,17) décomposés 
en deux quadrivecteurs indépendants, il est commode d'utiliser le 
procédé formel suivant. En mettant le tenseur (8,17) sous la forme 


3 
b\ (a) (b) 
Puv — à pt eu Ev 


représentons les coefficients p(a) comme une matrice à deux rangées 
p [4 
p(11) p(12) 
D p(2  pt2 ) 
Comme toute matrice hermitienne à deux rangées, cette matrice 
eut être décomposée en quatre matrices à deux rangées indépen- 
q g 


dantes: les matrices de Pauli 6,, 6,, 6, et la matrice unité 1. Une 
telle décomposition a la forme 


p=(1+80), E—(E E Es), (8,18) 


ce qui est facile à vérifier par une comparaison directe avec (8,17) 
en utilisant les expressions bien connues des matrices de Pauli 
(18,5) (la réunion des trois quantités E,, E,, E, en un « vecteur » & n’a 
certes qu’un sens purement formel, n'ayant pour but que la simpli- 
fication de l'écriture). 


Problème 


Ecrire la matrice de densité du photon dans une représentation utilisant 
comme « axes » de coordonnées les vecteurs unitaires circulaires (8,2). 

Solution. Dans les nouveaux axes (&, B = + 1), les composantes du 
tenseur Peg s'obtiennent par projection du tenseur (8,9) sur les vecteurs unitai- 
res (8,2): 


Pss— Page "eg" D, pis Page + Def Dose 
p=+ | 1+8& re) 
2 \—Es—ib 1—E /° 
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& 9. Système de deux photons 


Par un raisonnement analogue à celui du $ 6, on peut aussi calcu- 
ler le nombre d'états possibles dans le cas plus complexe qu'est le 
système de deux photons (L. Landau, 1948). 

Considérons les photons dans le référentiel de leur centre d'iner- 
tie, les impulsions des photons étant k, — — k, = k !). La fonction 
d'onde du système de deux photons (dans la représentation en 
impulsions) peut être représentée sous la forme d'un tenseur tridi- 
mensionnel du deuxième rang A; (n) construit bilinéairement 
à partir des composantes des fonctions d'onde vectorielles des deux 
photons; chacun des indices de ce tenseur correspond à l’un des 
photons (n étant le vecteur unitaire dans la direction de k). Quant 
à la transversalité de chacun des photons, elle s'exprime par l’ortho- 
gonalité du tenseur À;, au vecteur n: 


Ain = 0, A uni = (. (9,1) 


Une permutation mutuelle des photons implique une permutation 
des indices du tenseur À;, avec changement simultané du signe de n. 
Comme les photons obéissent à la statistique de Bose, on peut 
écrire 

À jn (— n) = A; (n). (9,2) 


Le tenseur 4,4, n'est en général pas symétrique par rapport à ses 
indices. Divisons-le en deux parties, l’une symétrique (s;:) et l’autre 
antisymétrique (aix): Ain = Sir + &in. Il est évident que chacune 
de ces parties doit satisfaire séparément à la relation (9,2) (ainsi 
qu'aux conditions d’orthogonalité (9,1)). Il en résulte 


Sin (— 0) = Sir (n), (9,3) 
din (— D) = — a; (n). (9,4) 


L'inversion du système de coordonnées ne change pas par elle- 
même le signe des composantes d’un tenseur du deuxième rang, mais 
elle change le signe de n. La relation (9,3) signifie donc que Ja 
fonction d'onde s;, est symétrique par rapport à l’inversion, c’est-à- 
dire qu'elle correspond aux états pairs du système de photons. 
Quant à la fonction d'onde a;::, elle correspond aux états impairs 
du système. 

Un ténseur antisymétrique du deuxième rang est équivalent 
à (dual de) un certain vecteur coaxial a dont les composantes s'ex- 


1) Un tel référentiel existe toujours sauf dans le cas où deux photons se 
déplacent parallèlement l'un à l’autre dans un même sens. L'impulsion totale 
k, + k, et l'énergie totale ©, + w: de tels photons sont liées l'une à l’autre 
par la même relation que pour un seul photon, de sorte qu'il n'existe pas de 
référentiel dans lequel k, + k, = 0. 
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. | ; 1 à 
priment par celles du tenseur suivant la relation a; = - e;y;axr, où 


enr est un tenseur unité antisymétrique (voir Il, $ 6). L'orthogona- 
lité du tenseur a,, au vecteur n signifie que les vecteurs a et n sont 
parallèles }). On peut donc écrire a — ny (n), où w est un scalaire. 
En vertu de (9,4) on doit avoir a (— n) — — a (n), d’où on tire 


p@(— n) = y (n). 


Cette égalité signifie que le scalaire @ ne peut être construit liné- 
airement qu'à partir des fonctions sphériques d'ordre pair L (y com- 
pris l’ordre zéro). 

On voit que par ses propriétés de transformation (par rapport 
aux rotations) le tenseur antisymétrique a;, est équivalent à un 
scalaire (cf. note au bas de la page 33). En faisant correspondre le 
« spin » O à ce dernier, on trouve que le moment de l’état J = L. 
Ainsi, le tenseur a;, correspond aux états impairs d'un système de 
photons de moment J pair. 

Examinons maintenant le tenseur symétrique s;,. Puisqu'’il est 
pair par rapport au changement du signe de n, lui correspondent les 
états pairs du système de photons. Il s'ensuit également que toutes 
les composantes de s;, s'expriment par des fonctions sphériques 
d'ordre pair L (y compris L = 0). On sait qu'un tenseur du deuxième 
rang symétrique quelconque se réduit à un scalaire (s;;) et à un ten- 
seur symétrique (s;,) de trace nulle (si; = 0). 

Au scalaire s;; on fait correspondre un « spin » 0, de sorte que le 
moment des états qui lui correspondent J = L, c’est-à-dire est 
pair. Quant au tenseur s;,, on lui fait correspondre un « spin » 2 
(voir 1II, $ 57). Si l'on ajoute ce « spin » au « moment orbital » 
pair Z, suivant la règle de composition des moments, on trouve que 
pour / 0 donné pair, trois états (de L — J + 2, J) sont possibles 
et pour /J 1 donné impair, deux états (de L — J + 1) sont possi- 
bles. Font exception J — 0 avec un seul état (L = 2) et J = 1 
avec un seul état (L — 2). 

Mais ces calculs ne tiennent pas compte de la condition d'ortho- 
gonalité du tenseur s;, au vecteur n. Aussi du nombre d'états obtenu 
faut-il retrancher le nombre d'états auxquels correspond le tenseur 
du deuxième rang symétrique, « parallèle » au vecteur n. Un tel 
tenseur (nous le noterons s;,) peut être représenté sous la forme 


Six — Ribr + nubi, 
où best un certain vecteur. Suivant (9,3), ce vecteur doit satisfaire 


à la condition b (— n) — — b(n). Ainsi, le tenseur s°, responsable 
des états « superflus » est équivalent à un vecteur impair. Ce vecteur 


1) On a a; = e;ntay et Ja condition d'orthogonalité donne 
diRlh = CRIAUNR = [na]; = 0. 
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doit donc s'exprimer par des fonctions sphériques d'ordres impairs L 
seulement. En remarquant aussi que le «spin» correspondant 
à un vecteur est égal à 1, on trouve que pour chaque moment pair 
J & 0 deux états (de L = J + 1) sont possibles et pour chaque mo- 
ment impair /, un seul état (de Z = J); un cas particulier est celui 
de J — 0 caractérisé par un seul état (L = Â). 

En réunissant les résultats ainsi obtenus, on peut composer le 
tableau suivant qui indique le nombre d'états possibles, pairs et 
impairs, d'un système de deux photons (dont la somme des impul- 
sions est nulle) pour différentes valeurs du moment total J': 


J Pairs  Impairs 
0 1 1 
. ue . (9,5) 
2k 2 1 
2k+1 1 — 


(où k est un entier positif non nul). On voit que pour des J impairs, 
les états impairs n'existent pas et que la valeur J = 1 est en général 
impossible !). 

La fonction d'onde 4,4, du système de deux photons détermine la 
corrélation entre leurs polarisations. La probabilité pour deux pho- 
tons d’avoir à la fois des polarisations déterminées e, ete. est propor- 
tionnelle à la quantité 


Arreiie2r 


Autrement dit, si la polarisation e, d’un photon est donnée, la pola- 
risation e, de l’autre est proportionnelle à 


En © Ajneti- (9,6) 


Dans des états impairs du système, sa fonction d'onde 4,4 coïnci- 
de avec le tenseur antisymétrique a;,. Dans ce cas 


ee, © ajneiiein = 0, 


c'est-à-dire que les polarisations des deux photons sont orthogonales 
entre elles. Dans le cas des polarisations rectilignes cela signifie 
que celles-ci sont perpendiculaires l’une à l’autre et dans le cas des 
polarisations circulaires que leurs sens de rotation sont contraires. 

L'état pair de / — 0 se décrit par un tenseur symétrique qui se 
reduit au scalaire 


Sin —= Const-(ô;x — n;nx). 


T 1) Fou un autre procédé permettant d'obtenir ces résultats, voir problème 
u & 09. 


+—0296 
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I] résulte de (9,6) que e, = e5. Dans le cas des polarisations recti- 
lignes cela signifie le parallélisme de leurs directions et dans le cas 
des polarisations circulaires, de nouveau les rotations dans des sens 
opposés. La dernière circonstance est évidente a priori: pour J = 0 
la somme des projections des moments des photons sur une même 
direction k doit être nulle dans tout cas (quant aux projections 
sur des directions opposées k, et k,, c’est-à-dire aux hélicités, elles 
sont dans ce cas les mêmes). 


CHAPITRE II 


BOSONS 


$ 10. Equation d'onde pour des particules de spin 0 


Au chapitre Ï il a été montré comment on peut construire une 
description quantique du champ électromagnétique libre en partant 
des propriétés connues à la limite classique et en s'appuyant sur les 
concepts de la mécanique quantique non relativiste. Le schéma ainsi 
obtenu de la description du champ, considéré comme un ensemble 
de photons, présente beaucoup de traits qui sont ensuite transposes 
dans la description relativiste des particules en théorie quantique. 

Le champ électromagnétique est un système ayant un nombre 
infini de degrés de liberté. I1 n’obéit pas à la loi de conservation du 
nombre de particules (de photons) et parmi ses états possibles il 
existe des états à nombre arbitraire de particules !). Mais en théorie 
relativiste tout système de particules quelconques doit en général 
présenter une telle propriété. En théorie non relativiste, la conser- 
vation du nombre de particules est liée à la loi de conservation de la 
masse : la somme des masses (masses au repos) des particules ne 
varie pas par suite de leur interaction; mais la conservation de la 
somme des masses, disons pour un système d'électrons, signifie 
aussi la conservation du nombre d'électrons. En mécanique relati- 
viste, la loi de conservation de la masse n'existe pas; seule l'énergie 
totale du système (qui englobe aussi l’énergie au repos des particules) 
doit se conserver. De ce fait, le nombre de particules ne doit plus 
se conserver et donc toute théorie relativiste des particules doit 
être une théorie des systèmes à nombre infini de degrés de liberté. En 
d’autres termes, une telle théorie des particules doit posséder le carac- 
tère de la théorie des champs. 

Un appareil mathématique approprié à la description des syste- 
mes à nombre variable de particules est celui de la seconde quantifi- 
cation (voir III, $$ 64, 65). Dans une description quantique du 


champ électromagnétique c'est le quadripotentiel À qui joue le 
rôle de l'opérateur de seconde quantification. Il s'exprime par les 


1) En fait, le nombre de photons ne peut varier, bien entendu, que par suite 
de divers processus d'interaction. 
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fonctions d'onde (représentées en coordonnées) des particules dis- 
tinctes (des photons) et par les opérateurs de création et d'annihilation 
de particules. Un rôle analogue est joué dans la description d’un 
système de particules par l'opérateur de fonction d'onde quantifiée. 
La construction de cet opérateur exige que l’on connaisse avant tout 
la forme de la fonction d'onde d’une particule libre et les équations 
qui régissent cette fonction. 

Il est à remarquer que la notion de champ de particules libres est 
une notion auxiliaire. Les part'<ules réelles interagissent les unes 
avec les autres et le but de la théorie est d'étudier ces interactions. 
Mais toute interaction se ramène à une collision, si bien qu'avant et 
après la collision le système peut être considéré comme un ensemble 
de particules libres. Comme nous l’avons vu au $ 1, ce sont les seuls 
êtres mesurables. Nous utiliserons donc les champs de particules 
libres comme moyen de description des €6 ats initiaux et finals. 

Nous commencerons la description relativiste des particules libres 
par le cas des particules de spin 0. La simplicité mathématique de 
ce cas nous permettra de mettre en évidence les idées maïtresses et 
les traits caractéristiques d’une telle description. 

L'état d’une particule libre (dépourvue de spin) peut être entière- 
ment déterminé par la donnée de sa seule impulsion p. Dans ce cas 
l'énergie e de la particule ) e° = p* + m° (où m est la masse de la 
particule) ou encore, sous forme quadridimensionnelle, 


p° = m°. (10,1) 


Comme on le sait, les lois de conservation de l'impulsion et de 
l'énergie sont liées à l’homogeénéité de l’espace et du temps, c'est-à- 
dire à la symétrie par rapport à toute translation du quadrisystème 
de coordonnées. Dans la description quantique, l'exigence de cette 
symétrie signifie que dans la transformation indiquée du quadrisystè- 
me de coordonnées la fonction d'onde de quadri-impulsion donnée 
ne peut qu'être multipliée par le facteur de phase (de module égal 
à l'unité). Cette condition n'est satisfaite que par une fonction 
exponentielle d’exposant linéaire en quadricoordonnées. Autrement 
dit, la fonction d'onde d'une particule libre de quadri-impulsion 
déterminée p# = (e, p) doit être une onde plane: 


const-e-‘P*, pret —pr (10,2) 


(en théorie relativiste le choix du signe de l’exposant est arbitraire; 
ici, le signe est choisi comme dans le cas non relativiste). 
L’équation d'onde doit avoir les fonctions (10,2) comme solutions 
particulières pour tout quadrivecteur p satisfaisant à la condition 
(10,1). Elle doit être linéaire en tant qu'expression traduisant le 


1) Nous désignons par € l'énergie d'une particule prise séparément et 
par £, l'énergie d'un système de particules. 
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principe de superposition: toute: combinaison linéaire de fonctions 
(10,2) décrit elle aussi un état possible de la particule et de ce fait 
elle doit fournir également une solution. Enfin, son ordre doit être 
aussi bas que possible ; un ordre plus élevé conduirait à des solutions 
superflues. 

Le spin d’une particule est son moment cinétique dans le référen- 
tiel où elle est au repos. Si s est le spin d’une particule, sa fonction 
d'onde dans ce référentiel est un spineur tridimensionnel de rang 2s. 
Mais pour pouvoir décrire la particule dans un référentiel quelconque, 
on doit exprimer sa fonction d’onde par des grandeurs quadridimen- 
sionnelles. 

Une particule de spin 0 se décrit dans le référentiel de repos par 
un scalaire tridimensionnel. Toutefois un tel scalaire peut avoir 
une «origine » quadridimensionnelle différente : il peut être cons- 
titué par un quadriscalaire + mais aussi par la quatrième composan- 
te du quadrivecteur vw, (du genre temps) dont la seule composante 
+, est non nulle dans le référentiel de repos !). 

Pour une particule libre, le seul opérateur qui peut entrer dans 


son équation d’onde est l'opérateur quadri-impulsion p. Ses compo- 
santes sont des opérateurs de dérivation par rapport aux coordon- 
nées et au temps 


pu= iôu = (i —. — iv). (10.3) 


L'équation d'onde doit traduire la relation différentielle entre 


les quantités Ÿ et Ÿ, réalisée au moyen de l’opérateur p. Cette liaison 
doit s'exprimer, bien entendu, par des relations relativistes inva- 
riantes. Telles sont les relations 


My = Pub ph, = MY, (10,4) 


où m est une constante douée de dimensions caractérisant la parti- 
cule ?). 

En introduisant dans la seconde équation la valeur de Ÿ,, donnée 
par la première équation, on obtient 


(p2— m2) ÿ = 0 (10,5) 


1) Soit, d'une façon analogue, la composante temporelle d'un quadriten- 
seur de rang plus élevé; ce cas conduirait cependant à des équations d'ordre 
plus élevé. 

3) Les constantes m sont introduites dans (10,4) de telle sorte que 4,, et Ÿ 
aient les mêmes dimensions physiques. Il serait insensé d'introduire dans ces 
deux équations des constantes m, et m, différentes, parce qu'on pourrait toujours 
les rendre égales, en modifiant les définitions de Ÿ ou de 1... 
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(O0. Klein, V. À. Fock, 1926 ; W. Gordon, 1927). Sous forme dévelop- 
pée cette équation s'écrit 


—dmp= (+ A) p= ma. (10,6) 


En y introduisant au lieu de son expression (10,2) sous forme 
d’une onde plane, on obtient p° = m*, ce qui montre que m est la 
masse de la particule. Signalons que la forme de l'équation (10,5) 


est claire d'avance du fait que p* est le seul opérateur scalaire qu'on 


puisse construire à l’aide de p (c’est pour cette raison que chacune 
des composantes de la fonction d’onde de la particule de spin quel- 
conque satisfait à une telle équation, ce que nous verrons maintes 
fois par la suite). 

Ainsi, une particule de spin 0 se décrit en fait par un seul scalaire 
(quadridimensionnel) # qui obéit à l'équation du deuxième ordre 
(10,5). Quant aux équations du premier ordre (10,4), le rôle de la 
fonction d'onde y est joué par l’ensemble de quantités ÿ et 1#,,, le 
quadrivecteur 4, étant réduit au quadrigradient du scalaire . 
Dans le référentiel de repos, la fonction d'onde de la particule est 
indépendante des coordonnées (spatiales) et donc les composantes 
spatiales du quadrivecteur 1,, s'annulent, comme il se doit. 

Pour pouvoir réaliser par la suite la procédure de seconde quanti- 
fication, il est utile d'exprimer l'énergie et l'impulsion de la parti- 
cule par des intégrales sur l’espace de certaines combinaisons biliné- 
aires (en + et #*) qui représentent en quelque sorte la densité spatiale 
de ces grandeurs. Autrement dit, il s’agit de trouver un tenseur 
énergie-impulsion 7 ,, correspondant à l’équation (10,5). A l’aide 
de ce tenseur la loi de conservation de l'énergie et de l'impulsion 
s'exprime par l'équation 


8,74 = 0. (10,7) 


En appliquant les règles générales de la théorie des champs 
(voir II, $ 32), écrivons le principe variationnel dont l'équation 
(10,5) serait une conséquence. Un tel principe devrait exiger que 
soit minimale la valeur de l’« intégrale d'action » 


Se ( Ldix (10,8) 
d'un certain quadriscalaire réel L qui traduit la densité de fonction 
de Lagrange du champ !). A l’aide du scalaire (et de l'opérateur 


1) L'opérateur correspondant L résultant de la seconde quantification est 
appelé lagrangien du champ. Pour simplifier la terminologie, nous utiliserons 
ce terme, par commodité, pour la densite de fonction lagrangienne tant « quanti- 
fiée » que « non quantifiée ». 
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44) on peut construire une expression scalaire, bilinéaire et réelle, 
de la forme 


L = 0,4%. 0m — map}, (10,9) 


où m est une constante douée de dimensions. En considérant + et 
+* comme des variables indépendantes décrivant le champ (« coor- 
données généralisées » du champ 9) il est facile de voir que les équa- 
tions de Lagrange 
9 ôL __ôL 
92 Ou  0Ôq 


(Qu = 0ug) coïncident réellement avec les équations (10,5) pour 
+ et p*, où m est la masse de la particule. Remarquons également 
que l'expression (10,9) est écrite avec un signe commun tel que le car- 
ré de la dérivée par rapport au temps | &p/0t |* entre dans L avec le 
signe +; dans le cas contraire l’action ne pourrait pas présenter 
un minimum (cf. II, $ 27). Quant au choix du coefficient commun 
numérique apparaissant dans L, il est arbitraire (et n’affecte que le 
coefficient de normalisation figurant dans Ÿ). 

Le tenseur énergie-impulsion se calcule maintenant au moyen 
de la formule 


(10,10) 


v 9L vV 
Ti= D Qu 7 — Lôy (10,11) 


(la sommation étant étendue à tous les g). En y portant (10,9), on 
obtient 


Lis nu d,%* ; 0,% + 9,%* : du Ÿ un Les (10, 12) 


(ces quantités sont, comme il se doit, réelles, ce qui est assuré par 
Ja réalité de L). En particulier, 


PES A EL ON PAR 2 RL 


dt “ot a 2 + V*-Vh+map*y, (10,13) 
d* à ov* 
Tige 2 + 26 (10,14) 


et la quadri-impulsion est donnée par l'intégrale 
Pa = | Tyodz, (10,15) 


c'est-à-dire que To et To: jouent le rôle de la densité d'énergie et 
d'impulsion. Remarquons que la quantité T,, est définie positive. 
La formule (10,13) peut être utilisée pour la normalisation de 
Ja fonction d'onde. Une onde plane normalisée « à une particule 
dans le volume V = 1 » s'écrit sous la forme 
1 


— —iPx 
= (10,16) 
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En effet, pour cette fonction T,, = &, si bien que l'énergie totale dans 
le volume V — 1 coïncide avec l'énergie d’une seule particule. 

Le moment cinétique dont la conservation est liée à l’isotropie 
de l’espace peut, lui aussi, être exprimé sous la forme d'une intégrale 
d'espace ; mais une telle représentation du moment ne sera pas uti- 
lisée par la suite. 

Enfin, en plus des lois de conservation liées à la symétrie spatio- 
temporelle, les équations (10,4) admettent encore une loi de conser- 
vation. En effet, on se rend compte sans peine qu'en vertu de (10,4) 
(et des mêmes équations pour Ÿ*) on a l'équation 

0,7" = 0, (10,17) 


« 


où 
ju = me (pa + bib) = i [pd — (8,*) pl. (10,18) 
On voit que j# joue le rôle de quadrivecteur densité de courant. Il 


est clair que (10,17) n’est autre qu’une équation de continuité, qui 
exprime la loi de conservation de la quantité 


Q= | jo x, (10,19) 


j=r=i(p Tv). (10,20) 


Il est à remarquer que j, n’est pas une quantité définie positive. 
Cette seule circonstance montre que dans le cas général elle ne peut 
pas s’interpréter a priori comme la densité de probabilité de la loca- 
lisation spatiale de la particule. Le sens de la loi de conservation 
exprimée par l'équation (40,47) sera expliqué au paragraphe suivant. 


$ 11. Particules et antiparticules 


Suivant les règles générales de la seconde quantification, nous 
devons considérer le développement d’une fonction d'onde arbitrai- 
re en une série de fonctions propres de tous les états possibles de la 
particule libre, par exemple en une série d'ondes planes: 


p— 2 apps = 2 apÿs. 


Les coefficients a, et aÿ apparaissant dans un tel développement 


devraient s'interpréter comme les opérateurs a, et a, d'annihilation 
et de création de particules dans les états correspondants !). 


1) Nous affectons les fonctions + de l’indice de la quadri-impulsion p, ayant 
en vue de désigner par la suite les fonctions de « fréquence négative » par 4». 


Quant aux opérateurs a et ä*, ils sont assortis de l'indice de l'impulsion tridi- 
mensionnelle p qui définit complètement l’état d'une particule réelle. 
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Ce faisant on rencontre tout de suite une circonstance nouvelle 
(par rapport à la théorie non relativiste) d'importance fondamentale. 
Pour une onde plane, qui est solution de l'équation (10,5), l'énergie 
e ne doit satisfaire (pour une impulsion p donnée) qu'à la seule con- 
dition e° — p° + m°, ce qui signifie qu'elle peut avoir deux valeurs: 
+ Vp° + m°. Mais ce sont seulement les valeurs positives de € 
qui peuvent avoir le sens physique d'énergie d’une particule libre. 
Quant aux valeurs négatives, il est impossible de les omettre tout 
simplement parce que la solution générale d’une équation d'onde ne 
peut être constituée que par la superposition de toutes ses solutions. 
particulières indépendantes. Cette circonstance signifie qu'il est 
nécessaire de modifier un peu l'interprétation des coefficients appa- 
raissant dans les développements de + et #* lors de la seconde quan- 
tification. 

Mettons ce msn sous la forme suivante: 


d = 2x = GP EXP” et) + re aÿ'eitpr+et), (11,1) 


où la première somme comprend des ondes planes de fréquences 
positives, normalisées conformément à (10,16), et la seconde somme, 
les mêmes ondes de fréquences négatives, la quantité & étant partout 


positive et égale à e — + Vp° + m°. En seconde quantification, 
les coefficients at) figurant dans la première somme sont remplacés, 
comme à l’ habitude, par les opérateurs &, d'annihilation de particu- 
les. Quant à la seconde somme, on remarque, lors de la formation 
ultérieure des éléments de matrice, que la variation avec le temps 
des ses termes correspondra à la création et non à la destruction de 
particules: le facteur eïtt — (e-itt)* répond à une particule en ex- 
cès ayant l'énergie e dans l’état final (cf. fin du $ 2). Par conséquent, 


les coefficients af) doivent être remplacés par des opérateurs btp 
de création de certaines autres particules. En remplaçant aussi 
dans la seconde somme de (11,1) la désignation de la variable de som- 
mation p par —p (pour que le facteur exponentiel prenne la forme 
e”itpr-et)), on obtient les ae d sous la forme suivante: 


Ÿ— 2x he (nes + ges) 
nn (11,2) 
+ RE + iPx -ipx 
Ÿ ÉE 5 = (age + bpe ) 


Ainsi, tous les opérateurs à, et bp se trouvent multipliés par des 
fonctions à dépendance « régulière , du temps (—e-itt), et les opé- 


rateurs a$ et b;, par leurs fonctions complexes conjuguées. C'est ce 
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qui permet d'interpréter, conformément aux règles générales, a, 


et b, comme les opérateurs d'annihilation et aÿ et b5, comme les opé- 
rateurs de création de particules d'impulsions p et d'énergie &. 

C'est ainsi que nous sommes conduits au concept de deux es- 
pèces de particules qui se manifestent ensemble et sur un pied d'éga- 
Jité. On dit qu'il y a particules et antiparticules (le sens de ces appel- 
lations sera expliqué plus loin). Dans l’appareil de la seconde quan- 


tification, aux particules correspondent les opérateurs a, et ai et 


aux antiparticules, les opérateurs b, et b5. Les deux espèces de par- 
ticules dont les opérateurs entrent dans un même opérateur % ont 
donc les mêmes masses. 

L'origine de ces résultats peut également être examinée du 
point de vue des exigences directes de l’invariance relativiste. 

Mathématiquement, les transformations de Lorentz expriment 
des rotations du quadrisystème de coordonnées, qui changent le 
sens de Îl’axe des temps (elles forment, conjointement avec les 
rotations purement spatiales qui n affectent pas l'axe des temps, un 
groupe de transformations dit groupe de Lorentz 1)). Toutes ces trans- 
formations présentent cette propriété commune qu elles ne font pas 
sortir l’axe des t{ de la cavité correspondante du cône de lumiere, ce 
qui traduit précisément un principe physique, à savoir: l'existence 
d'une vitesse limite de propagation des signaux. 

Mais au point de vue purement mathématique, le changement 
simultané du signe des quatre coordonnées (quadri-inversion) consti- 
tue lui aussi une rotation: le déterminant d'une telle transforma- 
tion est égal à + 1, de même que les déterminants de toute autre 
transformation de rotation. Dans ce cas l’axe des temps passe d’une 
cavité du cône de lumière dans une autre. Bien que physiquement 
cette circonstance signifie l'impossibilité de réaliser une telle trans- 
formation (en tant que transformation de référentiel), mathématique- 
ment la différence se réduit seulement au fait (la métrique étant 
pseudo-euclidienne) qu'il est impossible de réaliser une telle rotation 
sans admettre en même temps une transformation complexe des coor- 
données. 

I] est naturel de supposer que cette différence doit être sans im- 
portance quand il s'agit de l’invariance quadridimensionnelle. 
Dans ce cas, toute expression invariante par rapport aux transforma- 
tions de Lorentz doit l’être également par rapport à la quadri-inver- 
sion. La formulation exacte de cette exigence relativement à l'opé- 


1) Remarquons que l'ensemble de toutes les rotations tridimensionnelles 
(spatiales) est par lui-même un groupe qui constitue un sous-groupe du groupe 
de Lorentz. Quant à l’ensemble des transformations de Lorentz, il ne constitue 
pas par lui-même un groupe: le résultat des transformations de Lorentz suc- 
cessives peut se réduire à une rotation purement spatiale. 
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rateur scalaire sera énoncée au $ 13. Pour l'instant, indiquons qu'el- 
Je conduit de toute façon à la nécessité de la présence simultanée 
dans les opérateurs Ÿ de termes avec les deux signes devant € dans les 
exposants, puisque la substitution {— — { inverse précisément 
ces signes. 

Revenons aux expressions (11, 2) et établissons les relations de 


commutation entre les opérateurs a,, as (et br bÿ). Dans le cas des 


photons cela a été fait (pour les opérateurs c,, ci) en partant de 
l’analogie avec les oscillateurs, c'est-à-dire, en fait des propriétés 
du champ électromagnétique à la limite classique. Maintenant une 
telle analogie n'existe pas. Pour établir les règles de commutations 
(de Bose ou de Fermi) entre les opérateurs nous ne pouvons nous 
inspirer que de la forme de l'hamiltonien construit à partir de ces 
opérateurs. 

Cet hamiltonien s'obtient (voir III, $ _64) en introduisant dans 
l'intégrale | T,owd°x !) les opérateurs 4 et pt au lieu de # et %*. 


On a 
H= D e (aa, + byb;). (41,3) 
P 


Il est facile de voir que des valeurs propres raisonnables de cet 
hamiltonien ne peuvent être obtenues que si les opérateurs vérifient 
Jes relations de commutation de Bose: 


{ap ap}-= {p, bp}- = 1 (11,4) 


(toutes les autres paires d'opérateurs sont commutatives; en parti- 
culier, tous les opérateurs a, et ai de particules commutent avec 


tous les opérateurs bp et b; d’antiparticules). En effet, on a dans ce 
cas 


H = Xe (aÿap + bpbp + 1). 
P 


Les valeurs propres des produits ap et b5b, sont égales à des entiers 
positifs N, et V,, qui sont les nombres de particules et d'antiparti- 


1) En théorie non relativiste, l'opérateur conjugué b+ doit se mettre à gau- 
che de +. En théorie relativiste, l'ordre dans lequel sont écrits les opérateurs est 
sans importance, car la permutation des * et Ÿ n'aurait pour résultat que la 


permutation des opérateurs CA et b, jouissant de droits égaux. Toutefois, après 
avoir choisi un ordre quelconque, il convient d'appliquer toujours la même règle. 
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cules. Pour ce qui est de la constante additive infinie de (l’« énergie 
du vide »), on peut l'omettre comme précédemment : 


E=2 e(Np+N>) (41,5) 


(cf. formule (3,1) et la note qui l’accompagne). Cette expression est 
définie positive et correspond au concept de deux espèces de particu- 
les réellement existantes. On obtient de même l'expression suivante 
pour l'impulsion totale d'un système de particules: 


= 2 PWo+ No). (11,6) 


Si nous avions adopté au lieu de (11,4) les relations de commuta- 
tion de Fermi (c'est-à-dire les anticommutateurs au lieu des commu- 
tateurs), nous obtiendrions 


H= D e(aiep— b3bp+ 1), 
B 


et au lieu de (11,5), l'expression de (N)— N)3) qui n'a aucun sens 
physique, n’est pas définie positive et ne peut donc représenter l’éner- 
gie d'un système de particules libres. 

Ainsi, les particules de spin 0 sont des bosons. 

Examinons maintenant l'intégrale Q (10,19). En substituant dans 


j° les opérateurs Ÿ et p+ aux fonctions + et #*, on obtient après in- 
tégration 


QE (aÿap — bpb3) =  (aÿao — bibe — 1) (11,7) 


Les valeurs propres de cet opérateur (déduction faite de la constante 
additive sans importance pi 1) ont pour expression 


Q=2 (Nr No), (11,8) 


c'est-à-dire sont égales aux différences entre les nombres totaux 
de particules et d'antiparticules. 

Tant que nous considérons des particules libres, en faisant abs- 
traction de toute interaction entre elles, le sens de la loi de conser- 
vation de la quantité Q (comme d'ailleurs celui des lois de conser- 
vation de l'énergie totale et de l'impulsion totale (11,5) et (11,6)) 
reste, bien entendu, dans une large mesure conventionnel: en réalité 
chacun des nombres W, et N, pris séparément est conservé et non 
seulement cette somme. La conservation ou la non-conservation de 
la quantité Q par suite de l'interaction dépend du caractère de l’inter- 


action. Si la quantité Q se conserve (c’est-à-dire si l'opérateur Q 
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commute avec l'hamiltonien d'interaction), l'expression (11,8) mon- 
tre la limitation imposée par cette loi aux variations possibles du 
nombre de particules: seules peuvent être créées ou annihilées des 
paires « particule + antiparticule ». 

Si la particule est chargée électriquement, son antiparticule 
doit avoir une charge électrique opposée : si la particule et son anti- 
particule avaient des charges de même signe, la création ou l'annihi- 
lation de leur paire serait en contradiction avec la loi rigoureuse de 
la nature qu'est la loi de conservation de la charge électrique totale. 
Nous verrons plus loin ($ 32) comment cette opposition des signes 
des charges (au cours de l'interaction des particules avec le champ 
électromagnétique) apparaît automatiquement dans la théorie. 

La quantité Q est parfois appelée la charge du champ de particu- 
les données. Pour les particules électriquement chargées la quantité 
Q détermine en particulier la charge électrique totale du système 
(mesurée en unités de charge élémentaire e). Il importe pourtant 
d'observer que les particules et les antiparticules peuvent être élec- 
triquement neutres. 

Ainsi, on voit que le caractère relativiste de la dépendance de 
l'énergie envers l'impulsion (deux signes de la racine de l'équation 
€ — p° + m°) associé aux exigences d'invariance relativiste con- 
duit, en théorie quantique, à l'apparition d'un nouveau principe de 
classification des particules, c'est-à-dire à l'existence possible de pai- 
res de particules différentes (particule-antiparticule) qui se trouvent 
entre elles dans la correspondance décrite plus haut. Cette prédiction 
remarquable a été faite pour la première fois (pour des particules 
de spin !/,) par Dirac en 1930, encore avant la découverte de la pre- 
mière antiparticule, du positron !). 


$ 12. Particules neutres vraies 


Dans la procédure de seconde quantification de la fonction 
(11.1), les coefficients a) et at) ont été considérés comme des opé- 
rateurs associés à des particules différentes. Mais cela n'est pas ob- 
ligatoire : dans un cas particulier, les opérateurs de création et d'an- 


nihilation entrant dans b peuvent se rapporter aux mêmes particules 
{comme dans le cas des photons, cf. (2,17)). En désignant dans ce cas 


les opérateurs indiqués par c, et c;, mettons l'opérateur Ÿ sous la for- 
me suivante: 


= > = (cheri + cheirz), (12,1) 
p € 


3) V. Weisskopf et W. Pauli (1934) ont étendu la notion d’antiparticules 
aux bosons. 
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Le champ décrit par un tel opérateur correspond à un système de 
particules identiques dont on peut dire qu'elles « coïncident avec 
leurs antiparticules »: 


L'opérateur (12,1) est hermitique (h+ = +) ; en ce sens un tel 
champ a deux fois moins de « degrés de liberté » qu'un champ com- 


plexe pour lequel les opérateurs Ÿ et + ne coïncident pas. 
Cela signifie que le lagrangien de champ exprimé moyennant 


l'opérateur hermitique p doit contenir un facteur !/, en excès !) 
(par rapport à (10,9)): 
L= 5 (ou 0 — my). (12,2) 
Le tenseur énergie-impulsion correspondant s'exprime par 
av = du 09 — Leurs (423) 


si bien que l'opérateur densité d'énergie prend la forme 
a EX 2 A 4 È 2 A " A 
Too= (+) — É =+—[ (+) + (VE + ma |. (12,4) 


En portant (12,1) dans l'intégrale À Tor, on obtient l'hamiltonien 
du champ 


4 2 an 
H=-- D E(cocp + pcs). (12,5) 
p 


Cette relation montre de nouveau que la quantification doit se 
faire d'apres Bose: 


{Cr c}-= 1, (42,6) 


et que les valeurs propres de l'énergie (déduction faite, comme pré- 
cédemment, de la constante additive) ont pour expression 


E-=Y ep )- (12,7) 
P 


Quant à la quantification d’après Fermi, elle conduirait à un résultat 
dépourvu de sens physique : à une valeur de Æ indépendante de NW,. 

La « charge » Q du champ que nous considérons est nulle. Cela 
découle déjà du fait que Q doit changer de signe lorsque les particules 


1) Le cas de ce facteur est pareil à celui du facteur 1/, qui apparaît dans l’opé- 
rateur (2,10) de densité d'énergie du champ électromagnétique (exprimé moyen- 
nant les opérateurs hermitiques E et H) par rapport à la densité d'énergie du 
pote (3,2) exprimé par sa fonction d'onde complexe; cf. note au bas de la 
page 
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sont remplacées par les antiparticules, mais en l'occurrence les unes 
coïncident avec les autres. Il en résulte aussi que le quadrivecteur 
densité de courant n'existe pas. En effet, l'expression 


ju= à [bu — (64) #] (12,8) 


donnant l'opérateur j du quadrivecteur conservatif s'annule pour 


Ÿ = b+ (quant au vecteur p9,, il n’est pas conservé de lui-même). 
Cela signifie à à son tour l'absence d’une loi de conservation quelcon- 
que qui limite les variations possibles du nombre de particules. 11} 
est évident que de telles particules sont de toute façon électrique- 
ment neutres. 

De telles particules sont dites neutres vraies à la différence des 
particules électriquement neutres qui comportent des antiparticules. 
Si ces dernières ne peuvent s’annihiler (se transformer en photons) 
que par paires, les particules neutres vraies le peuvent individuelle- 
ment. 

La structure de l'opérateur w (12,1) est la même que celle des 
opérateurs (2,17 à 2,20) champ électromagnétique. On peut dire en 
ce sens que les photons eux aussi sont des particules neutres vraies. 
Dans le cas du champ électromagnétique, l'hermiticité des opéra- 
teurs était liée à la réalité des intensités de champ considérées comme 
des grandeurs physiques mesurables (à la limite classique). Dans le 
cas des opérateurs + de particules une telle liaison n'existe pas, par- 
ce qu’il n'existe en général pas de grandeurs directement mesurables 
qui leur correspondent. 

L'absence de quadrivecteur courant conservatif est une propriété 
générale des particules neutres vraies, elle n’est pas liée à la nullité 
du spin (parce qu’elle est présentée également par les photons). 
Physiquement, elle exprime l'absence d’interdictions correspondan- 
tes concernant la variation du nombre de particules. Du point de 
vue formel, il existe une liaison directe entre l'absence de courant 
conservatif et la. réalité du champ, c'est-à-dire l’hermiticité de 


l'opérateur . 
Le lagrangien du champ complexe 


— 0, +0 p— map} (12,9) 
est invariant par rapport à la multiplication de l'opérateur Ÿ par 


un facteur de phase quelconque, c'est-à-dire par rapport aux trans- 
formations 


bei, ÿ'—+e-ispt (12,10) 
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(dites de jauge). En particulier, le lagrangien reste inchangé dans 
le cas d'une transformation de jauge infinitésimale 


D + iôæ- bp, 4° — 1" i6@. (12,11) 


Une variation infiniment petite des « coordonnées généralisées » 
g entraîne une variation du lagrangien 


ôL=Y (+ 69+ 22 69, )— => es Te a L_) 5g+ 
5 (07 


(où la sommation est étendue à tous les g). Le premier terme s'annule 
en vertu des « équations du mouvement » (équations de Lagrange). 


En entendant par « coordonnées » g les opérateurs 4 et p+ et en posant 


ôb = iba- Ÿ, 6h" — — iôa-ÿ", 


on obtient 


GL = i6a (+). 
qe 0Q.u op, 


On voit que la condition d'invariance du lagrangien (ôL — 0) est 
équivalente à |l' équation de continuité (à, ,j" — 0) pour le quadrivec- 


teur 
Lai Ldrr — y 1 }: (12,12) 
a+, dŸ,u 


11 est aisé de s'assurer que pour le lagrangien (12,9) cette formule 
conduit au courant (12,8). 

Ainsi, dans le formalisme mathématique de la théorie, l'existence 
d'un courant conservatif se trouve liée à l’invariance du lagrangien 
par rapport aux transformations de jauge (W. Pauli, 1941). Quant 
au lagrangien d'un champ neutre vrai (12,2), il n'est pas pourvu 
de cette symétrie. 


$ 13. Transformations C, P. T 


A la différence de la quadri-inversion, l’inversion tridimensionnel- 
le (spatiale) ne peut pas être réduite à des rotations quelconques du 
quadrisystème de coordonnées: le déterminant de cette transforma- 
tion est égal à —1 et non à -+-1. Les propriétés de symétrie des par- 
ticules par rapport à l’inversion (à la transformation P) ne sont 
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donc pas prédéterminées par les considérations de l'invariance re- 
lativiste !). 

Appliquée à une fonction d'onde scalaire, l'opération d'inversion 
se ramène à la transformation 


Py(t, r)}= +vb(t, —r), (13,1) 


où le signe + ou — devant le second membre correspond respecti- 
vement à un scalaire vrai ou à un pseudo-scalaire. 

Cela signifie qu'on doit distinguer deux aspects du comportement 
de la fonction d'onde dans l’inversion. L'un d'eux est lié à la dépen- 
dance de la fonction d'onde envers les coordonnées. En mécanique 
quantique non relativiste on n'a considéré que cette question; 
elle conduit à la notion de parité d'un état (que nous appellerons 
maintenant parité orbitale), qui caractérise les propriétés de symétrie 
du mouvement de la particule. Si un état possède une parité orbitale 
déterminée (+1 ou —1) cela signifie que 


dE —r) = +Y( or). 


L'autre aspect est le comportement de la fonction d'onde (dans 
l'inversion des axes de coordonnées) en un point donné (qu'il est 
commode de placer à l'origine des coordonnées). I] conduit à la no- 
tion de parité intrinsèque de la particule. A la parité intrinsèque éga- 
le à +1 ou —1 correspondent (pour une particule de spin 0) deux si- 
gnes dans la relation de définition (13,1). La parité totale d'un sys- 
tème de particules est donnée par le produit de leurs parités intrin- 
sèques et de la parité orbitale du mouvement relatif. 

Les propriétés de symétrie « intrinsèques » des différentes parti- 
cules ne se manifestent certes qu’au cours de leurs transformations 
mutuelles. L’analogue de la parité intrinsèque en mécanique quanti- 
que non relativiste est la parité de l’état lié d’un système complexe 
(d’un noyau par exemple). Du point de vue de la théorie relativiste, 
pour laquelle il n’y a pas de différence de principe entre les particu- 
les composites et les particules élémentaires, une telle parité intrin- 
sèque ne diffère pas de la parité intrinsèque des particules qui sont 
considérées en théorie non relativiste comme élémentaires. Dans 
le domaine non relativiste où ces dernières se comportent comme des 
particules invariables, leurs propriétés de symétrie intrinsèques sont 
inobservables, de sorte que leur examen serait dépourvu de tout sens 
physique. 

Dans l'appareil de la seconde quantification la parité intrinsè- 
que s'exprime par le comportement des opérateurs Ÿ dans l'inversion. 


1) Le groupe de Lorentz complété d'inversion spatiale est appelé groupe 
de Lorentz élargi (à la différence du groupe de départ, dit propre, qui ne contient 
pas P). Le groupe élargi renferme toutes les transformations qui ne font pas 
sortir l’axe des ? des cavités correspondantes du cône de lumière. 
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Les lois de transformation pour les champs scalaire et pseudo-scalaire 
sont de la forme 


P: tr) +vb(t, —r). (13.2) 


Le sens lui-même de l’action de l'inversion sur l'opérateur doit 
être énoncé sous la forme d’une transformation déterminée des opé- 
rateurs d’'annihilation et de création de particules, telle que son 
résultat s'exprime par la substitution (13,2). 11 est facile de voir 
qu'une telle transformation doit être la suivante: 


P> ap —+ + Gp b, — + bp (13,3) 


(et de même pour les opérateurs adjoints). En effet, en effectuant 
cette substitution dans dure 


b (t, r)=— 2x 7 (ape toitire L béeiut- ipr) (13,4) 


et en changeant la er de la variable de sommation 
(p— — p), nous la mettons sous la forme +Ÿ ({, —r). Ainsi, en 


désignant par ÿ (£, r) l'opérateur dans lequel on a effectué la trans- 
formation (13,3), on peut écrire l'égalité 


pb, r)=—+vb(t, —r). (43,5) 


Notons que la transformation (13,3) a un caractère tout à fait naturel: 
l’inversion change le signe du vecteur polaire p, de sorte que les 
particules d'impulsion p se trouvent remplacées par celles d’im- 
pulsion —p. 


Dans (13,3), les opérateurs a et bp se transforment soit tous 
deux avec des signes supérieurs, soit tous deux avec des signes in- 
férieurs. Dans l'appareil de la seconde quantification, cela traduit 
l'identité des parités intrinsèques de la particule et de son antipar- 
ticule (de spin 0). Cette identité est d'ailleurs évidente vu que les 
particules et les antiparticules (de spin 0) sont décrites par les mêmes 
fonctions d'onde (scalaires ou pseudo-scalaires). 

En théorie relativiste apparait aussi une symétrie par rapport 
à une transformation qui n’a pas d’analogue en théorie non relativis- 
te; on l’appelle conjugaison de charge (transformation C). Si l’on 


intervertit tous les opérateurs äp et b,: 


C: ap—+bp bp @p (13.6) 
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(c'est-à-dire qu’on remplace les particules par leurs antiparticules), 
l'opérateur + se transforme en son « conjugué de charge » y, tel que 


DE, r)=Ÿ* (6, r). (13,7) 


Cette égalité exprime la symétrie avec laquelle les notions de parti- 
cules et d’antiparticules sont utilisées en théorie relativiste. 

Notons que la définition de la transformation de conjugaison 
de charge comporte un certain arbitraire formel peu important. 
Le sens de la transformation reste inchangé si l’on introduit dans 
la définition (13,6) un facteur de phase quelconque: 


A 


ia} -i& : 
hp —+ e! bp: bp — € p- 


On obtiendrait alors 


p—eitpt, pe is, 


et cette transformation effectuée deux fois de suite conduirait tou- 


jours à l'identité ( — +). Toutes ces définitions sont pourtant équi- 
valentes l'une à l’autre. Puisque la multiplication par un facteur 
de phase ne change pas les propriétés des opérateurs 4 (cf. fin du pa- 
ragraphe précédent), nous pouvons utiliser tout simplement la dé- 


signation beiz/° au lieu de b et revenir à la définition de la conjugai- 
son de charge sous la forme (13,6) et (13,7). 

Puisque la conjugaison de charge remplace une particule par une 
antiparticule qui ne lui est pas identique, elle ne conduit pas, dans 
le cas général, à l’apparition d’une nouvelle caractéristique quelcon- 
que de la particule ou du système de particules comme telles. 

I1 n'y a exception en ce sens que pour des systèmes constitués 


d'un, nombre égal de particules et d’antiparticules. L'opérateur Û 
transforme un tel système en lui-même, ce qui signifie qu'il possède 
dans ce cas des états propres répondant aux valeurs propres € = + 1 


(ces dernières découlent du fait que C* — 1). Dans ces conditions, 
pour la description de la symétrie de charge on peut considérer la 
particule et l’antiparticule comme deux «états de charge » diffé- 
rents d'une même particule qui se distinguent par la valeur du nom- 
bre quantique de charge Q = + 1. La fonction d'onde du système 
sera donnée par le produit de la fonction « de charge » par la fonc- 
tion orbitale et devra être symétrique par rapport à la permutation 
simultanée de toutes les variables (de coordonnées et de charge) de 
toute paire de particules. Quant à la symétrie de la fonction de « char- 
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ge », elle détermine la parité de charge du système (voir problème 
à la fin du paragraphe) !). 

La notion de parité de charge qui apparaît tout naturellement 
pour des systèmes « neutres vrais » doit se rapporter également aux 
particules « élémentaires » neutres vraies. Dans l'appareil de la se- 
conde quantification cette notion est décrite par l'égalité 


p°— + Ÿ; (13,8) 
où les signes + et — se rapportent respectivement aux particules 
de charge paire et de charge impaire. 

Comme il a été dit au $ 11, l’invariance relativiste doit signifier 
également l’invariance par rapport à la quadri-inversion. Relative- 
ment à l'opérateur champ scalaire (au sens des quadrirotations) 
cela signifie que dans une telle transformation on doit avoir 


dr) vp(—tr), 
toujours avec le même signe + au second membre. En termes de 


transformation des opérateurs &, et bs, la transformation de p (té, r) 


en Ÿ (—t, —r) s'obtient en intervertissant dans (13,4) les coefficients 
devant e-ir* et eïirx, c'est-à-dire en effectuant les substitutions 


ap 05, bp Gp. (13,9) 


En substituant les opérateurs b aux opérateurs a, cette transforma- 
tion implique le remplacement réciproque des particules par les an- 
tiparticules. Nous voyons qu’en théorie relativiste apparaît de façon 
naturelle l'exigence de l'’invariance par rapport à la transformation 
dans laquelle en même temps que l’inversion spatiale (P) et le ren- 
versement du temps (7) se produit aussi la conjugaison de charge (C); 
cette assertion est connue sous le nom de théorème de CPT ?). 

A ce propos il y a lieu de noter pourtant que, bien que les rai- 
sonnements développés ici et aux $$ 11 et 12 constituent un dévelop- 
pement naturel des notions de la mécanique classique ordinaire et de 
la théorie de la relativité classique, les résultats obtenus par cette 
voie sortent de leur cadre tant par la forme (opérateurs 1 contenant 
à la fois les opérateurs de création et les opérateurs d’annihilation de 
particules) que par l'essence (particules et antiparticules). Ces ré- 
sultats ne sauraient donc être considérés comme une nécessité pure- 
ment logique. Ils contiennent des principes physiques nouveaux 
dont la validité ne peut être confirmée que par l’expérience. 


1) Dans ces raisonnements nous avons en vue les particules de spin 0. Le 
procédé d'étude que nous venons de décrire se généralise directement à d’autres 
cas (voir, par exemple, problème du & 27). 

* 2) Il a été énoncé par G. Lüders (1954) et W. Pauli (1955). 
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Si l’on désigne par pCPT (t, +) l’opérateur (13,4) dans lequel est 
effectuée la transformation (13,9), on peut écrire 


DPT (Lt, r)—b(—t, —r). (13,10) 


En formulant ainsi la quadri-inversion comme la transformation 
(13,9), nous définissons par là même pour l'opérateur # la transfor- 
mation de renversement du temps: associée à la transformation CP 
(que l’on appelle inversion combinée) elle doit conduire à (13,9). 
En tenant compte des définitions (13,3) et (13,6), on obtient 


Tiar+atn bp +bp (13,11) 


(où les signes + correspondent aux mêmes signes dans (13,3)). Le 
sens de cette transformation est tout à fait naturel : le renversement 
du temps non seulement transforme le mouvement d'impulsion p 
en mouvement d’impulsion —p, mais encore intervertit les états 
initiaux et finals dans les éléments de matrice ; les opérateurs d'an- 
nihilation de particules d’impulsion p se trouvent donc remplacés 
par les opérateurs de création de particules d’impulsion —p. En 
effectuant dans (13,4) les changements (13,11) et en notant la va- 
riable de sommation —p au lieu de p, on trouve que !) 


dt, r)=+Ÿ (—4, r). (13,12) 


Cette égalité est analogue à la relation de renversement du temps 
en mécanique quantique: si un certain état se décrit par la fonction 
d'onde  (£, r), l’état « inversé dans le temps » se décrit par la fonc- 
tion p* (—t, r); le passage à la fonction complexe conjuguée est lié 
à la nécessité de rétablir le caractère « régulier » de la dépendance 
du temps troublé par le changement de signe de t (E.P. Wigner, 
1932). 

Puisque la transformation T7 (et donc CPT) intervertit les états 
initiaux et finals, les notions d’états propres et de valeurs propres 
sont pour ces états dénuées de sens physique. Elles ne conduisent 
donc pas à de nouvelles caractéristiques des particules en tant que 
telles. Quant aux conséquences qu'elles entraînent pour les processus 
de diffusion, elles seront étudiées aux 88 69 et 71. 

Examinons comment varie dans les transformations C, P et T 


le quadrivecteur opérateur courant ju (12,8). Compte tenu du change- 


1) Si l'on définissait l’opération 7 indépendamment des autres transforma- 
tions, on serait conduit au même arbitraire dans le choix du facteur de phase 
que celui qui subsiste dans l'opération C. Quant à l'exigence de symétrie de 
CPT, elle ne laisse le choix arbitraire du facteur de phase que dans l’une des 
transformations C ou T7. 
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ment (d,, d;) —+ (d», —4:), la transformation (13,2) donne 


P: (ÿ, ÿhe r — (0% — je, es (13,13) 


comme il se doit pour un quadrivecteur vrai. La transformation 
(13,7) donnerait tout simplement 


C: (j°, jh. r > (— j9, on jh, [À (13,14) 


si les opérateurs et d* commutaient l’un avec l'autre. La non- 
commutativité de ces opérateurs apparaît pourtant uniquement du 


fait de la non-commutativité de &, et 4; (ou de b, et b;) de mêmes 
p; mais en vertu des relations de commutation (11,4) la permutation 
de ces opérateurs n’a pour résultat que l'apparition de termes indé- 
pendants des nombres d'occupation, c’est-à-dire de l’état du champ. 
En rejetant (comme dans (11,5 et 11,6)) ces termes inessentiels, 
nous revenons à la relation (13,14) ayant un sens naturel : en rempla- 
çant les particules par les antiparticules, la conjugaison de charge 
change le signe de toutes les composantes du quadrivecteur courant. 

Comme l'opération de renversement du temps est liée à la trans- 
position des états initiaux et finals, son application au produit des 
opérateurs change l'ordre des facteurs. C’est ainsi que 


(p'auv) =(d,%) (p°)°- 
Dans notre cas cette circonstance est pourtant sans importance: 
du fait de la commutativité des opérateurs % (dans le sens indiqué 
plus haut), le retour à l’ordre initial des facteurs est sans effet sur 
le résultat. En remarquant également que le renversement du temps 


implique le changement (à,, d;) —+ (—0,, 4;), on trouve la règle de 
transformation du champ: 


Ti (9 jee (9 — je re (13,15) 


Le vecteur tridimensionnel j change de signe conformément au sens 
classique de cette grandeur. 
Enfin, dans la transformation CPT on a 


CPT': (j9, —ÿhe,e > (—Ÿ — ju, (13,16) 


conformément au sens de cette opération qui est une quadri-inversion. 
Soulignons à ce propos que la quadri-inversion étant réduite à la 
rotation du quadrisystème de coordonnées, par rapport à cette trans- 
formation il n'existe pas de deux types de quadritenseurs (vrais 
et pseudo) de tout rang. 

Jusqu'ici les particules ont été supposées libres. Mais les nombres 
quantiques de parité ne présentent un sens réel que lorsqu'on con- 
sidère des particules en interaction et qu'on leur lie des règles de 
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sélection déterminées qui autorisent ou interdisent tels ou tels pro- 
cessus. Pourtant, seules les caractéristiques qui se conservent peuvent 
avoir un tel sens, à savoir les valeurs propres des opérateurs qui com- 
mutent avec l’hamiltonien des particules interagissantes. 

En vertu de l’invariance relativiste c’est l'opérateur de trans- 
formation CPT qui doit certainement commuter avec l'hamilto- 
nien. Pour ce qui est des transformations C et P (et donc T) prises 
séparément, l'expérience montre que les interactions électromagne- 
tiques et les interactions fortes sont invariantes par rapport à ées 
transformations, de sorte que les nombres quantiques de parité 
correspondants sont conservés dans ces transformations. Quant 
aux interactions faibles, elles ne vérifient pas ces lois de conserva- 
tion !). 

En anticipant un peu, indiquons que l'opérateur d'interaction 
entre les particules chargées et le champ électromagnétique est donné 


par le produit des quadrivecteurs opérateurs A et j. Etant donné 


que la conjugaison de charge change le signe de j, l'invariance des 
interactions électromagnétiques par rapport à cette transformation 


signifie que l'opérateur À lui aussi doit changer de signe. Autrement 
dit, les photons sont des particules de charge impaire. 


Un tel comportement des opérateurs À est en accord avec les 


propriétés du quadripotentiel en théorie classique. En effet, des trans- 
formations 


Cr (A de (= 4, A). 
P: (40; À) —+ (49, — Abe, + 


CPT: (As, À) (— 45, — A). 
il résulle que 


T° (4, À) —+ (4, A). rs 


ce qui correspond à la règle classique de transformation des poten- 
tiels de champ électromagnétique dans le renversement du temps. 
L'exigence de l’invariance CPT n’impose aucune restriction aux 
propriétés des particules en tant que telles. Elle conduit pourtant 
a un lien déterminé entre les propriétés des particules et des anti- 
particules. C’est tout d’abord l'égalité de leurs masses qui découle 
de la liaison qui existe, comme il a été montré au $ 11, entre la 


1) L'idée de la non-conservation possible de la parité dans les interactions 
faibles a été émise pour la première fois par 7.D. Lee et C.N. Yang (1956). Enu- 
core plus tôt, l’idée générale que l’invariance P et 7 des lois physiques n'est pas 
obligatoire a été donnée par Dirac (1949). 
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quadri-inversion et l’origine elle-même de la notion de particules 
et d’antiparticules. Puis, de l’invariance CPT il s'ensuit que les 
coefficients de proportionnalité entre les vecteurs moments dipolai- 
res électrique et magnétique et le vecteur spin d’une particule et de 
son antiparticule ne diffèrent que par le signe. En effet, le moment 
magnétique change de signe dans les transformations C et T, mais 
(étant un vecteur axial) il est invariant par la transformation P. 
Aussi, en transformant la particule en antiparticule, la transfor- 
mation CPT ne change pas en même temps le signe du moment ma- 
gnétique, quant au vecteur spin, il change de signe ; il en est de même 
pour le moment électrique qui reste inchangé dans le renversement 
du temps mais change de signe dans la transformation C et (étant 
un vecteur polaire) aussi dans l’inversion spatiale. 

Quant aux exigences de l’invariance P ou T (si elles sont obser- 
vées), elles restreignent déjà les propriétés de chacune des particu- 
les: elles interdisent l’existence de moment dipolaire électrique 
pour la particule. En effet, le seul vecteur qu'on peut construire 
pour une particule élémentaire au repos à partir de ses opérateurs 
+ est le vecteur opérateur de son spin. Ce vecteur est pair en P et 
impair en 7'; il ne peut donc déterminer que le moment magnétique 
et non électrique. Soulignons que pour cette interdiction il suffit 
que soit exigée l’une des invariances P ou 7. 


Problème 


Déterminer la parité de charge et la parité spatiale d'un système composé 
d'une particule de spin 0 et de son antiparticule, de moment orbital ! du mouve- 
ment relatif. 

Solution. La permutation des coordonnées de particules est équiva- 
Jente à l'inversion (par rapport au centre d'inertie) et donc multiplie la fonc- 
tion orbitale par (—1)! ; la permutation des variables de charge est équivalente à 
la conjugaison de charge et donc multiplie par C cherché le facteur de « charge » 
apparaissant dans la fonction d'onde. De fa condition € (—1)! = 1 on déduit 


C=(—1)!. 


La parité spatiale P du système est donnée par le produit de la parité orbitale et 
des parités intrinsèques des deux particules. Les parités intrinsèques de la par- 
ticule et de l’antiparticule étant les mêmes, la parité spatiale P coïncide dans 
le cas considéré avec la parité orbitale: P — (—1)!. 


$ 14. Équation d’onde pour une particule de spin 1 


Dans son référentiel de repos, une particule de spin 1 est décrite 
par une fonction d’onde à trois composantes, vecteur tridimensionnel 
(une telle particule est souvent dite vectorielle). D'après leur origine 
quadridimensionnelle, ce sont soit trois composantes du quadrivec- 
teur Ÿ# (du genre espace) soit des composantes mixtes du quadriten- 
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seur antisymétrique du deuxième rang %4v, dont la composante 
temporelle (1°) et les composantes spatiales (p'*) s'annulent dans le 
référentiel de repos !). 

L'équation d’onde qui traduit la relation différentielle entre les 
quantités 4 et uv s'établit par des égalités que nous écrirons sous 
la forme suivante : 


A [A 
Liv = Puy — PvVus (14,1) 
im, — Pa, (14,2) 


où P — i0 (A. Proca, 1936). En appliquant aux deux membres de 


l'équation (14,2) l'opération p», on obtient (étant donné que Ÿ, 
est antisymétrique) 


puy, = 0. (14,3) 


En reportant (14,1) dans (14,2), on peut faire disparaître Ÿ,, 
dans ces équations. En tenant compte de (14,3), on obtient 


(p2— m2) p, = 0, (14,4) 


d’où il résulte de nouveau (cf. $ 10) que m est la masse de la parti- 
cule. Ainsi, une particule libre de spin 1 peut être décrite en tout par 
un seul quadrivecteur # dont les composantes satisfont à l'équation 
du deuxième ordre (14,4) et à la condition supplémentaire (14,3) 
qui exclut de 1# la partie due au spin 0. 

Dans le référentiel de repos où Ÿ, ne dépend pas des coordonnées 


spatiales, on trouve que pp, = 0. Puisqu'en même temps pp, — 
— mŸ,, on voit que dans le référentiel de repos Ÿ, = 0, comme il 
se doit. La quantité #,, s'annule en même temps que #.. 

Une particule de spin 1 peut posséder une parité différente sui- 
vant que Ÿ# est un vecteur vrai ou un pseudo-vecteur. Dans le premier 


cas 
Ph (1°, — wi), 
et dans le second 
Pyh=(— 1, W°). 
1) En anticipant un peu, indiquons qu'à l’ensemble du quadrivecteur 
Ÿ, et du quadritenseur #°Ÿ correspond l’ensemble de quadrispineurs du deuxiè- 
me rang El, N..: tab où EP et n.. sont des spineurs symétriques qui se trans- 
Le 2 


forment l’un en l'autre par opération d'inversion (8 19). 
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Les équations (14,1) et (14,2) peuvent être obtenues à l’aide du 
principe variationnel en utilisant le lagrangien 


L= À paper — À pue (ob, — 0h) — 
À pu (opt — 0,85) + mage”. (14,5) 


Le rôle des coordonnées généralisées indépendantes y est joué par 
Pas Dhs Pur Pa !). 

Dans le cas considéré, la formule (10, 11) n'est pas d'un usage très 
commode pour déterminer le tenseur d'énergie-impulsion, parce que 
son emploi conduirait à un tenseur asymétrique qui nécessiterait 
une symétrisation supplémentaire. À sa place on peut avoir recours 
a la formule 


— 92 8 —gL a V  —£gL | 
— TuvV —8= on os TT a — (14,6) 


dans laquelle on suppose que Z est exprimé sous une forme se rappor- 
tant à des coordonnées curvilignes quelconques (voir Il, $ 94). Si 
le lagrangien Z contient seulement les composantes du tenseur métri- 
que g,, lui-même (et non pas leurs dérivées par rapport aux coordon- 
nées) cette formule se simplifie 


__ 2  9dV—gL à ôL 
PTE on apr Enr 


(rappelons que d In g = — g,,dg"*). 

La dérivation dans la formule (14, 6) n'étant pas effectuée par 
rapport aux quantités 4, et #,.,, il n’est pas obligatoire de considérer 
ces quantités comme indépendantes lors de l'application de cette 
formule ; on peut utiliser tout de suite la relation (14,1) et récrire 
le lagrangien (14,5) sous la forme 


L= pu TEA EE + map bIeUT. (14,7) 
J] vient alors 
Tv — ua e — abs + m2 (EEE, + ES) + 
+ Env (+ aope"— mapipt). (14,8) 


1) Si nous ne faisions varier que par rapport à Yu (en supposant d'avance 
que Ÿ,, sont exprimés moyennant 4, suivant (14,1)), “l'équation (14,3) devrait 
etre introduite comme une condition supplémentaire non liée au principe 
variationnel. 
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En particulier, la densité d'énergie est donnée dans ce cas par une 
expression essentiellement positive 
Too = + Ven Via Vorbôit me (bot + bibi). (14,9) 
Le quadrivecteur densité de courant conservatif s’exprime par 
ju = à (pe p, — pps). (14,10) 
On peut le trouver au moyen de la formule (12,12) en dérivant le 
lagrangien (14,5) par rapport aux dérivées 9,,. Notamment, 
J9 = à (PORT ps — pp) (14,11) 
et n'est pas une quantité essentiellement positive. 


Une onde plane normalisée à une particule dans le volume V = 1 
a pour expression 


Yu = 


= uje"irx, uuht= —1, (14,12) 
où u, est le quadrivecteur unitaire polarisation satisfaisant (en 
vertu de (14,3)) la condition de transversalité quadridimensionnelle 


u, ph = 0. (14,13) 
En effet, reportant la fonction (14,12) dans (14,9) et (14,11), on 
obtient 
Too— — 2e bibl" =e, j°—1. 


La particule vectorielle de masse non nulle possède, à l'inverse 
du photon, trois directions de polarisation indépendantes. Pour les 
amplitudes qui leur correspondent, voir (16,21). 

La matrice de densité pour des particules vectorielles partielle- 
ment polarisées est définie de telle sorte qu’à l’état pur elle se ré- 
duise au produit 


Puv — u,UY 
(analogue à l'expression (8,7) pour les photons). En vertu de (14,12) 
et (14,13) elle vérifie les conditions 
PYPuv=0, pi= —1. (14,14) 


Pour des particules non polarisées la matrice p,, doit être de la 


forme ag,, + bp,p.. Après avoir déterminé les coefficients a et b 
à partir de (14,14), on trouve 


PuPv ) 
m° ° 


1 
Puv — 3 (eu (14,15) 
La quantification du champ de particules vectorielles se fait 


d'une manière tout à fait analogue au cas scalaire, si bien qu'il n’est 
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pas nécessaire de reprendre tous les raisonnements. Les opérateurs 
+ de champ vectoriel sont de la forme 


be 2h Cm um, 


: | (14,16) 
de D ph durer hu) 


où l’indice &« numérote les trois polarisations indépendantes. 

Le fait que l’expression (14,9) de 7, est définie positive, alors 
que l'expression (14,11) de j° est indéfinie, nous conduit, comme dans 
le cas scalaire, à la nécessité de quantifier d’après Bose. 

Il existe une liaison étroite entre les propriétés d’un champ vecto- 
riel neutre vrai et celles d’un champ électromagnétique. Un champ 
vectoriel neutre se décrit par un opérateur 1 hermitique : 


= 2 7= (paf 6 ir + cout)" eirs), (14,17) 


Le lagrangien de ce champ s'exprime par 


A 


te + ave Cu + pv (2,Ÿ, = 0h) a + map. (14, 18) 


Au champ électromagnétique correspond le cas de m = 0. Le 
quadrivecteur #4 devient alors le quadripotentiel A et le quadriten- 
seur Ÿ4Y, le tenseur de champ F#* lié au potentiel par la relation de 
définition (14,1). L'’équation (14,2) se transforme en 0", = 0, 
ce qui correspond au second couple des équations de Maxwell. Elle 
n'implique plus la condition (14,3), laquelle cesse donc d'être obli- 
gatoire. La condition supplémentaire n étant plus imposée, il 


n'est pas nécessaire de considérer les quantités hu et bus apparais- 
sant dans le lagrangien comme des coordonnées indépendantes, et 
le lagrangien (14,18) se réduit à 
A 1 A A 

nt 3 Pauvre (14,19) 
conformément à l'expression classique connue du lagrangien du 
champ électromagnétique. Ce lagrangieñ, de même que le tenseur 
Yuv, est invariant par rapport à une transformation de jauge arbi- 


traire des « potentiels »Ÿ On voit clairement la liaison qui existe en- 
tre cette circonstance et la masse nulle : le lagrangien (14,18) ne pre- 


sente pas cette propriété en raison du terme mp pr. 
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$ 15. Équation d’onde pour des particules 
de spins entiers supérieurs 


Vu que les équations d'onde {14,3) et (14,4) résultent directement 
de la donnée de la masse et du spin de la particule, l’utilisation 
pratique du lagrangien se ramène plutôt à l'obtention des expres- 
sions pour l’énergie, l'impulsion et la charge du champ qu’à l'éta- 
blissement de ces équations elles-mêmes. 

Comme il a déjà été indiqué, au lieu de (14,5) on peut utiliser 
à cet effet l'expression (14,7) en lui faisant subir une transformation 
ultérieure. En faisant usage de (14,1), récrivons (14,7) sous la forme 
suivante : 


= — (0,5) (0°) + (0,45) (0H) + maps = 
= — (0,5) (0p") + maps + 0, (MY) — OUI pv. 


En vertu de (14,3) le dernier terme de cette expression s’annule et 
l'avant-dernier est une dérivée totale. En omettant cette dernière, 
on obtient un lagrangien 


L'= — (9,1?) (np) + maps. (15,1) 


Sa structure est la même que celle du lagrangien (10,9) d’une parti- 
cule de spin 0 à cette différence près que le scalaire 1 est remplacé par 
le quadrivecteur +, et le signe général est inversé. Le changement de 
signe tient à ce que 4, est un vecteur du genre espace, de sorte que 
Yuÿu* << 0, alors que pour une particule scalaire ÿp* > 0. 

Si l’on construit, à l’aide du lagrangien (15,1), le quadritenseur 
energie-impulsion et le quadrivecteur courant, on obtient des ex- 
pressions ayant la même forme que les expressions (10,12) et (10,18) 
pour le champ scalaire : 


T iv = — 0,4" -0 1 — 0," -0,b1 — L'an, (15,2) 
ju = — Eli pt — (0,5) pi]. (15,3) 


Elles diffèrent elles aussi des expressions (14,8) et (14,10) par des 
dérivées totales. Mais les valeurs locales de ces quantités n'ont pas 
(comme il a déjà été dit précédemment) un sens physique profond. 
Seules sont essentielles les intégrales de volume P, (10,15) et Q 
(10,19) qui coïncident pour les deux choix de 7, et j.. 

Un tel mode de description se généralise directement au cas des 
particules de spin (entier) quelconque. La fonction d'onde d’une 
particule de spin s est un quadritenseur de rang s irréductible, c’est- 
à-dire un tenseur qui est symétrique par rapport à tous ses indices et 
qui s’annule par contraction sur toute paire d'indices: 


Ÿ.u.v.. = V..v.u..s Ÿ.::=0: (15,4) 
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Ce tenseur doit satisfaire à la condition supplémentaire de quadri- 
transversalité 


pub. un. —0, (45,5) 


et chacune de ses composantes doit vérifier l'équation du deuxième 
ordre 


(p?— m?) ÿ ... =0. (15,6) 


Dans le référentiel de repos la condition (15,5) conduit à l'annulation 
de toutes les composantes du quadritenseur si parmi leurs indices il 
y a un zéro. Autrement dit, dans le référentiel de repos (c’est-à-dire 
à la limite non relativiste) la fonction d'onde se réduit, comme il 
se doit, à un tenseur tridimensionnel irréductible de rang s dont le 
nombre de composantes indépendantes est égal à 2s + 1. 

Le lagrangien, le tenseur énergie-impulsion et le vecteur courant 
pour un champ de particules de spin s ne diffèrent des expressions 
(15,1) à (15,3) correspondantes que par le remplacement de 4, par 


Au... 
Une onde plane normalisée s'exprime par 


LM — PE uuv..-e"ipx Ujy.. UHV-.. — 1 (15,7) 
et son amplitude satisfait aux conditions 
u'-h--p,= 0. (15,8) 


Les états de polarisation indépendants sont au nombre de 2s + 1. 

La quantification du champ s'effectue par généralisation évi- 
dente des cas de spin 0 ou 1. 

Le schéma que nous venons de décrire est parfaitement suffisant 
pour résoudre le problème posé, c’est-à-dire pour décrire le champ 
de particules libres. I] n’en est plus de même si l’on se propose de 
décrire l'interaction des particules avec le champ électromagnéti- 
que. Cette interaction devrait être introduite dans le lagrangien à 
partir duquel on pourrait obtenir toutes les équations sans avoir à 
poser des conditions supplémentaires. Mais il apparaît qu’une telle 
description n’est en fait possible que pour les électrons, particules 
de spin !/, (voir $ 32). Aussi ce problème ne pourrait-il présenter 
qu'un intérêt méthodologique pour d'autres spins. 

Notons que pour tous les spins s > 1 (entiers et demi-entiers) il 
s'avère impossible de formuler le principe variationnel à l’aide d’une 
seule fonction (tensorielle ou spinorielle) dont le rang correspond 
au spin donné. Pour ce faire il devient nécessaire d'introduire des 
quantités tensorielles ou spinorielles auxiliaires de rang inférieur. 
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Le lagrangien est alors choisi de-telle sorte que ces quantités auxi- 
liaires s’annulent automatiquement en vertu des équations du champ 
de particules libres qui découlent du principe variationnel !). 


$ 16. Etats d’hélicité d’une particule*) 


En théorie relativiste, ni le moment orbital 1, ni le spin s ne se 
conservent séparément. C’est seulement le moment cinétique total 
j = 1 + s qui est conservé. Cela signifie que la projection du spin sur 
une direction donnée quelconque (axe des z) ne se conserve pas non 
plus et donc cette quantité ne peut pas servir à énumérer les états 
de polarisation (de spin) d’une particule en mouvement. 

Mais la projection du spin sur la direction de l'impulsion se 
conserve: comme 1 = frp], le produit sn coïncide avec le produit 
jn (n = p/|p |). Cette dernière quantité s'appelle hélicité $) (nous 
l’avons déjà rencontrée à propos de l'étude du photon au $ 8). Ses 
valeurs propres seront désignées par la lettre À (À = — 5, ..., +5) 
et les états de la particule avec des valeurs déterminées de À seront 
dits états d'’hélicité. 

Soit Ÿpa une fonction d’onde (onde plane) décrivant l’état d'une 
particule de p et À déterminés et u() (p), son amplitude; pour sim- 
plifier les notations nous n’écrivons pas les indices des composantes 
de cette fonction (pour un spin entier ce sont des indices quadriten- 
soriels). 

Comme nous l'avons vu au cours des paragraphes précédents, 
pour la description relativiste des particules de spin non nul (entier) 
on est amené à introduire une fonction d’onde dont le nombre de 
composantes est supérieur à 2s + 1. Mais le nombre de composantes 
indépendantes n'en reste pas moins égal à 2s + 1; les composantes 
« superflues » sont éliminées par des conditions supplémentaires im- 
posées, en vertu desquelles ces composantes s’annulent dans le ré- 
férentiel de repos (nous verrons au chapitre suivant que cela est 
également vrai pour des s demi-entiers). 

Suivant les formules de transformation du moment (voir II, $ 14), 
l’hélicité est invariante par rapport aux transformations de Lorentz 
qui laissent inchangée la direction p sur laquelle est projeté le mo- 
ment. C'est pourquoi le nombre À conserve dans de telles transforma- 
tions son sens de nombre quantique, et pour étudier les propriétés 
de symétrie des états d’hélicité on peut utiliser un référentiel dans 


1) Voir Fierz M., Pauli W. — Proc. Roy. Soc., 1939, v. À 173, p. 211. 
ee A ouvrage le programme indiqué est réalisé pour des particules de spin 
2 et . 
?) Le contenu de ce paragraphe se rapporte à des particules de tout spin 
(entier ou demi-entier). 
3) Helicity dans les ouvrages anglais et américains. 
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lequel l'impulsion | p | m (à la limite un référentiel de repos). 
Dans ce cas #1 se réduit à une fonction d'onde non relativiste à 
(2s + 1) composantes. Nous noterons son amplitude w((n) en 
indiquant comme argument la direction n — p/|p | le long de la- 
quelle est quantifié le moment. L’amplitude w(* est la fonction 


propre de l'opérateur ns: 
(ns) w4) (n) = Au (n). (16,1) 


En représentation spinorielle w% est un spineur symétrique contra- 
variant de rang 2s; conformément aux formules de correspondance 
111 (57,2), ses composantes peuvent être énumérées aussi d'après 
les valeurs de la projection du spin o sur l’axe des z fixé, qui leur 
correspondent !). 

Dans une représentation en impulsions, les fonctions d’onde des 
états considérés coïncident pour l'essentiel avec les amplitudes 
u(W(p), à savoir: 


Ÿpa. (k) = u@ (k) 8 (v — n) == u@ (p) 8% (v—n), (16,2) 


où l'impulsion, considérée comme une variable indépendante, est 
notée k à la différence de sa valeur propre p, et v = k/|k | à la 
différence de n = p/|p|?). A la limite non relativiste, 


Voa (9) = 0) (v) 8 (v—n)=w%)(n) 82 (v—n). (16,3) 


Cette expression devrait s'écrire d’une manière plus détaillée sous 
la forme 


Yna (V, 6) = wÿ" (v) 82 (v—n), 


où la variable indépendante discrète © est indiquée elle aussi sous 
forme explicite. 


L'opérateur d’hélicité sn commute avec les opérateurs Îr et j*. 
En effet, l'opérateur moment est lié à une rotation infiniment petite 


1) Les raisonnements développés (de même que l'énumération des valeurs 
possibles de À) se A pporent à des particules de masse non nulle. Pour des parti- 
cules de masse nulle le référentiel de repos n'existe pas et l'hélicité ne peut pren- 
dre que deux valeurs : À = —+s. Cela est lié à la circonstance déjà mentionnée au 
$ 8: les états d'une telle particule sont classés d'après son comportement par 
rapport au groupe de symétrie axial qui n’admet qu'une dégénérescence double 
des niveaux (du point de vue des propriétés de l'équation d'onde cela signifie 
que lorsqu'on passe à la limite m — 0, le système d'équations pour une parti- 
cule de spin s se sépare en équations indépendantes correspondant à des parti- 
cules sans masse prop’e de spin s, s — 1, ...). C'est ainsi que pour le photon 
À = +1 et le rôle de wt*) correspondants est joué par les vecteurs tridimension- 
nels e(+1 (8,2). 

2) La fonction delta 6() est définie de telle sorte que | 6(?) (v — n) do, = 


= 1. Dans (16,2) (et pue loin dans le cas analogue (16,4)) la fonction 6 assurant 
la valeur donnée de l'énergie est omise. 
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du système de coordonnées et un: produit scalaire de deux vecteurs 
est invariant par rapport à toute rotation. Il existe donc des états 
stationnaires dans lesquels la particule possède à la fois des valeurs 
bien déterminées du moment cinétique ÿ, de sa projection ÿ, = m 
et de l’hélicité À. De tels états seront appelés états d'hélicité sphéri- 
ques. 

Déterminons les fonctions d'onde de ces états dans une repré- 
sentation en impulsions. On peut le faire directement par analogie 
avec les formules obtenues dans III, $ 103 pour les fonctions d'onde 
d'une toupie symétrique. Ces formules ont été établies à partir des 
formules de transformation des fonctions d’onde dans des rotations 
finies (III, $ 58). Ces dernières sont à leur tour basées uniquement 
sur les propriétés de symétrie par rapport aux rotations; elles sont 
donc applicables aux fonctions aussi bien dans une représentation 
en impulsions que dans une représentation en coordonnées. 

En plus du système de coordonnées xyz fixe dans l’espace (dans 
Jequel sont écrites les fonctions %;»1) introduisons un système 
En£ « mobile » en orientant son axe suivant la direction de v. Ecri- 
vons, sans reprendre les raisonnements correspondants (voir établis- 
sement de la formule III, (103,8)) 


Pa (k) = YSx D$ D$}, (v), 


où Ÿ est la fonction d'onde dans le système de coordonnées « mobi- 
le » qui décrit l’état d'une particule caractérisée par une valeur 
déterminée de la projection & de son moment: j; = À; dans une 
représentation en impulsions, cette fonction coïncide évidemment 
avec l'amplitude u®. La fonction d'onde normalisée (voir plus loin) 
s'exprime par 


Pima (k) = / EE D$, (v) uw (k). (16,4) 


Toutefois ici se pose la question du choix des phases liée à la 
non-univocité suivante. La rotation du système de coordonnées 
En & par rapport au système xyz se détermine par les trois angles d’Eu- 
ler «&, B, y, alors que la direction de v, qui est la seule dont peut dé- 
pendre la fonction d'onde de la particule, ne se détermine que par 
deux angles sphériques à = @, B = 0. Il est donc nécessaire de 
convenir d’une valeur déterminée de l’angle y. Nous poserons y = 0, 


c'est-à-dire définirons D{ (v) comme suit: 
D}, (v)= D$} (p, 8, 0) = eimed{?, (6). (16,5) 
En vertu de III (58,21) les fonctions (16,5) satisfont aux condi- 
tions d'orthogonalité et de a 


I) 
\ DA (v) DL, (x) 2 = ô, on. (16,6) 


C—0596 
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(doy — sin 6d6d). L'orthogonalité des fonctions v;h1 suivant 
l'indice À est assurée par le facteur u(). Ainsi, les fonctions ,,1 
sont orthogonales sur tous les indices jmÀ, comme il se doit, et pour 
le coefficient choisi dans (16,4), elles sont normalisées par la condi- 
tion 


| [ma |? doy = 1. (16,7) 


On suppose dans ce cas que les amplitudes ut*) sont normalisées à 
l'unité: ut) ue = 1. 

Considérons le comportement des fonctions d'onde des états d’hé- 
licité par rapport à l’inversion des coordonnées. Le produit du vec- 
teur polaire v par le vecteur axial j est un pseudo-scalaire. Il est donc 
clair d'avance que par suite de l’inversion un état d'’hélicité À se 
transforme en un état d'hélicité —À; il ne s’agit que de déterminer 
les facteurs de phase dans ces transformations. 

Dans l’inversion v —> — v. Le vecteur v étant défini par deux 
angles œ@ et 6, la transformation v —+ — v est effectuée par les subs- 
titutions œ@ —> @ + x et 60 —+ x — 6. La position de l’axe & se trouve 
par là mème fixée, mais celle des axes E et n, qui dépend aussi du 
troisième angle d'Euler y, reste indéterminée. La transformation 
des seuls 6 et @ ne permet pas de distinguer en ce sens entre la réfle- 
xion du système de coordonnées et la rotation de l’axe €. En termes 
des trois angles d’Euler l’inversion est une transformation 


.a=p—p+n, P=60—+n—-06, y—r—7#. (16,8) 


C'est pourquoi, si D? (v) est défini par (16,5) (c’est-à-dire avec 
y —= 0) et la substitution v — — v est supposée comme résultat 
de l’inversion, on a 


D (—v)= Dhn(p+s, n—0, x). (16,9) 
En utilisant les formules III (58,9), (58,16) et (58,18), on trouve 
DK), (— v) = ein) (n — 0) eim(o+7) — 
= (—1)77 eme (8)=(— 1) * DEm(p, 9, 0), 
ou encore 
DÊn (— v) = (— 1) 7? Dim (V) (16,10) 
(où j — À est un entier). 


Une formule analogue peut être obtenue pour le spineur w@) si 
l'on remarque que ses composantes w() coïncident, à un facteur près, 


avec les fonctions 
wo (v) — DS (v)*. (16,11) 
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En effet, si l’on applique la formule de transformation 111 (58,7) 
aux fonctions propres du spin et si l'on pose que sa projection & a une 
valeur déterminée À (c’est-à-dire si l’on remplace 4,» par ôm"1 au 
second membre de III (58,7)), on trouve que D? (v) sont des fonc- 
tions d'onde de spin, correspondant à des valeurs déterminées de ses 
projections zet & (o et À). L'ensemble de ces fonctions (0 — —s, .. 

+ s) constitue (d'après les formules de correspondance III 
(57, .6)) un spineur Covariant de rang 2s. Pour ce qui est des compo- 
santes d’un spineur contravariant (auxquelles correspondent, d'’a- 
près les formules III (57,2), les composantes uw), elles se transfor- 
ment comme des complexes conjugués des composantes du spineur 
covariant du même rang. 

À partir de (16,10) et (16,11) on tire 


UN (—v)=(— 1)" ut-0 (v) (16,12) 


(où s — À est un entier). L'opération d'’inversion appliquée à uw) 
consiste pourtant non seulement dans la substitution v —+ — w, 
mais également dans la multiplication par le facteur de phase géné- 
ral (la « parité intrinsèque » de la particule) que nous noterons n: 


Put) (v) = qu (— v) = 9 (— 1)" "À ut -0 (v). (16,13) 


Pour l’amplitude relativiste u(% (k) cette transformation s'écrit 
sous la forme 


Put) (k)= Bu (—k)=n(—1) "À ut-N(k), (16,14) 
où B est une certaine matrice unité par rapport aux composantes 
ut) qui subsistent à la limite | p | — 0. Mais ce qui importe, c'est 
que cette matrice est indépendante des nombres quantiques d'état, 
et en ce sens la différence entre (16,13) et (16,14) est sans importan- 
ce 1). 

En appliquant (16,14) à (16,2), on obtient la loi de transforma- 
tion des fonctions d'onde des états | nÀ ): 


Paa (v) = 1 (—1) 77 D-n-x (v) (16,15) 
Pour les états d'hélicité sphériques cette loi de transformation 
s'obtient, en utilisant (16,10) et (16,12), sous la forme suivante: 


Phjmx (V) = 1 (— 1) bjm-a (V). (16,16) 

Conformément à (16,16), les états d;»0 se transforment de par 
eux-mêmes, ce qui signifie qu'ils possèdent une parité déterminée. 
1) Ainsi, pour s — 1, les amplitudes (A) sont les quadrivecteurs (16,22) ; 
alors B est une matrice ‘entièrement unité sur les indices quadrivectoriels : 


Buv = ôuv- Pour s = 1/3, u) est un bispineur (comme nous le verrons au cha- 
pitre suivant) ; dans ce cas le facteur de phase n = i et B est la matrice de Di- 
rac y° (voir (21. 10)). 


6e 
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Par contre, si À — 0, seules les superpositions d'états d’hélicité op- 
posées possèdent une parité déterminée : 


(+) 1 
Pin = ETF (Chimie Æ Ÿym-1)- (16,17) 
Lors de l’inversion ces états se transforment de par eux-mêmes suivant 
la relation 


Ph (v) = +n (— 1} pu (v). (16,18) 


On remarquera que dans ce paragraphe nous avons classé les états 
d'une particule libre de moment donné en opérant uniquement sur 
des quantités qui se conservent et sans avoir recours à la notion de 
moment orbital (utilisée par exemple aux $$ 6 et 7 pour la classifi- 
cation des états du photon). 

Considérons, à titre d'exemple, le cas de spin 1. Dans le réfé- 
rentiel de repos les amplitudes u) (les quadrivecteurs) se réduisent 
aux vecteurs tridimensionnels et), lesquels jouent dans ce cas le 
rôle des amplitudes wt*). L'action de l'opérateur de spin 1 sur la fonc- 
tion vectorielle e est définie par la formule 


(Si€}x = —iermes (16,19) 
(111, $ 57, problème 2). L'équation (16,1) prend donc la forme 
i [neQ)] — Ae). (16,20) 


Ses solutions (dans le système de coordonnées En& dont l'axe & est 
orienté le long de n) coïncident avec les vecteurs unitaires circulaires 
(7,14) ?): 

e—i(0, 0,1), e+1)— F7 U +i, 0). (16,21) 
Dans un référentiel où la particule possède une impulsion p, les am- 
plitudes des états d'hélicité sont des quadrivecteurs 


utom = [el Een), un (0, et). (16,22) 


Si e est un vecteur polaire, n — — 1. Alors les fonctions (16,17) 
(qui sont des vecteurs tridimensionnels pour s = 1) ont les parités 
suivantes : 

Pimp: P=(—1), 
Vimia: P = (—1)"*1, 
Ÿ mo :P=— (— 1). 


1) Le choix des facteurs de phase est fixé par l'exigence que les éléments 
de matrice des opérateurs de spin calculés à l’aide des fonctions propres (16,21) 
répondent aux définitions générales données dans 111, 88 27, 107. 
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La comparaison avec la définition. (7,4) des vecteurs sphériques mon- 
tre que ces fonctions sont identiques (à des facteurs de phase près) 
respectivement à Y{, Ym, YS. Après avoir déterminé les facteurs 
de phase (par exemple, en comparant les valeurs pour 8 — 0), on 


obtient les égalités suivantes: 
V9 = 5-4 77 DEL (et) D) + et DD mn), 
Yom = ii”! V LE (et'DY),+e-1"DV,,), (16,23) 
VD 54 J/ EEE 0 D, 


(où j est un entier!); e)” — [ne] sont les vecteurs unitaires cir- 
culaires en coordonnées E’n’&’ tournées de 90° par rapport à Enë 
autour de l'axe £. 

La dernière des formules (16,23) est équivalente à l'expression 
donnée dans 111, (58,23) pour dÿ, (8). En partant de la première 
(ou de la deuxième) Des on peut obtenir une expression simple 
pour les fonctions d?,,. On a 


is 2j+1 ht (e) . 1 
i? 1/2 nv, — Ye — et) UY 
8e VjG+ 1) L 
Développons le produit scalaire au second membre de l'égalité dans 
le système Enê, ayant en vue que 
ô ô û 1 ô 
(+ : D Do (= : 5 30) 
En tenant compte de la définition (7,2) de la fonction Y ;, et de 
Ja définition (16,5), on obtient finalement 


dim (8) = (— 1) VTT (++ 


— ] PT (cos 8), m>0. (16,24) 


sin 6 


CHAPITRE III 


FERMIONS 


$ 17. Spineurs quadridimensionnels 


En théorie non relativiste, une particule de spin s quelconque 
est décrite par une quantité à (2s + 1) composantes, qui est un spi- 
neur symétrique de rang 2s. Au point de vue mathématique ce 
sont des quantités qui réalisent des représentations irréductibles du 
groupe des rotations spatiales. 

En théorie relativiste, ce groupe n'intervient que comme un sous- 
groupe d'un groupe plus large des rotations quadridimensionnelles 
que l'on appelle groupe de Lorentz. Cela explique la nécessité de 
construire une théorie des spineurs quadridimensionnels (quadri- 
spineurs), c’est-à-dire des quantités réalisant les représentations ir- 
réductibles du groupe de Lorentz. Cette théorie est exposée aux $$ 17 
à 19, les deux premiers étant consacrés au groupe de Lorentz pro- 
prement dit, sans comporter l’inversion spatiale, laquelle est exa- 
minée au $ 19. 

La théorie des quadrispineurs est construite de la même manière 
que celle des spineurs tridimensionnels (B.L. van der Waerden, 
1929 ; G.E. Uhlenbeck, O. Laporte, 1931). 

: Un spineur E% est une quantité à deux composantes (&œ — 1, 2); 
considérées comme des composantes de la fonction d'onde d'une 
particule de spin !/,, les quantités £E! et £? répondent aux valeurs pro- 
pres de la projection du spin sur l'axe des z égales respectivement 
à <+1/, et —1/,. Dans toute transformation du groupe ‘de Lorentz 
(propre) les deux quantités E! et £? se transforment l’une par l'inter- 
médiaire de l'autre: 


E' —aft+ fe, 
E° = yEt + E. 
Les coefficients &, B, y, Ô sont des fonctions déterminées des angles 


de rotation du quadrisystème de coordonnées qui satisfont à la con- 
dition 


(17,1) 


aô — By = 1, (17,2) 
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c'est-à-dire que le déterminant de la transformation binaire (17,1) 
est égal à l'unité de même que les déterminants des transformations 
de coordonnées dans le groupe de Lorentz. 

En vertu de la condition (17,2) la forme bilinéaire E'E*° — E?Et 
(où Et et E sont deux spineurs) est invariante par rapport à la 
transformation (17,1) (elle répond à une particule de spin 0 « com- 
posée » de deux particules de spin !/,). Pour que l'écriture de telles 
expressions invariantes soit naturelle, on introduit en plus des com- 
posantes « contravariantes » E% du spineur encore des composantes 
« covariantes » £.. Le passage des unes aux autres se fait à l’aide du 
spineur « métrique » gag ‘): 


Le 7 BarËr, (17,3) 
où 
0 1 

Eur — _1A 0) (17,4) 
si bien que 

1 = E°, 8 = —E. (17,5) 
L'invariant EE? — EE s'écrit alors sous la forme d'un produit 
scalaire E& =,. Dans ces conditions, ÈSE, — —E, Xe. 


Les propriétés des quadrispineurs énumérées jusqu'ici coïncident 
formellement avec celles des spineurs tridimensionnels. Une diffé- 
rence apparaît pourtant lorsqu'on passe aux spineurs complexes con- 
Jugués. 

En théorie non relativiste, la somme 


pp + pah*, (17,6) 


qui détermine la densité de probabilité de présence des particules 
dans l'espace doit être un scalaire et à cet effet les composantes #%* 
doivent se transformer comme des composantes covariantes du spi- 
neur ; en d'autres termes, la transformation (17,1) doit être unitaire 
(æ — 6%, B — —7y*). Or, en théorie relativiste, la densité de parti- 
cules n’est pas un scalaire; elle représente la composante temporelle 
d’un quadrivecteur. Cela signifie que l’exigence sus-indiquée dispa- 
raît et qu'aucune condition supplémentaire (sauf (17,2)) n'est main- 
tenant imposée aux coefficients de transformation. Les quatre quan- 
tités complexes a, B, y, Ô sont équivalentes, à la seule condition 
(17,2), à 8 — 2 = 6 paramètres réels, conformément au nombre des 
angles qui déterminent la rotation d'un quadrisystème de coordon- 
nées (rotations dans six plans de coordonnées). 


1) Nous désignerons les indices spinoriels par des premières lJetres de 
l'alphabet grec: &, B, y, ... 
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Ainsi, les transformations binaires complexes conjuguées se 
trouvent nettement différentes, de sorte que dans la théorie relati- 
viste il existe deux types de spineurs. Pour distinguer ces types on 
a adopté des notations spéciales: les indices des spineurs qui se 
transforment suivant les formules complexes conjuguées des formules 
(47,1) sont désignés par des chiffres surmontés d'un point (indices 
pointés). Ainsi, par définition 


ne — E* (17.7) 


où le signe — signifie « se transforme comme ». Autrement dit, les 
formules de transformation d'un spineur « pointé » s écrivent sous 
la forme 


ni'=atni+ pére, nf = ytn!+ 6*n2. (17,8) 


Les opérations de montée et de descente des indices pointés s'ef- 
fectuent de la même façon que pour les indices non pointés: 


1. — nf, 1, = — nf. (17,9) 


Dans les rotations spatiales, les spineurs quadridimensionnels 
se comportent comme les spineurs tridimensionnels. On sait que pour 
ces derniers #6 = #%. En vertu de la définition (17,7) le quadrispi- 
neur m. se comporte donc dans les rotations comme un spineur tri- 


dimensionnel contravariant 4%. Considérées comme les composantes 
de la fonction d'onde d'une particule de spin !/,, les composantes 
covariantes n; et n; correspondent donc aux valeurs propres de la 
projection du spin !/, et —!/,. 

Les spineurs de rangs supérieurs sont définis comme des ensem- 
bles de quantités qui se transforment comme les produits des compo- 
santes de plusieurs spineurs du premier rang. Les indices d’un spi- 
neur de rang supérieur peuvent être aussi bien pointés que non. Par 
exemple, il existe trois types de spineurs du deuxième rang: 


ER CUS çap LL Etné, nel re ncHP. 


En ce sens l'indication du seul rang total d’un spineur est insuffi- 
sante pour une définition univoque de cette notion; aussi indi- 
querons-nous au besoin le rang par deux nombres (k, !) dont un est 
Je nombre d'indices pointés et l’autre celui d'indices non pointés. 

Les transformations (17,1) et (17,8) étant algébriquement in- 
dépendantes l’une de l’autre, il n'est pas nécessaire de fixer l’ordre 


des indices pointés et non pointés (en ce sens les spineurs Cab et 
C«B par exemple sont identiques). 
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Pour qu'elle ait un caractère invariant, toute égalité spinorielle 
doit comporter dans ses deux membres un même nombre d'indices 
non pointés et d'indices pointés; sinon elle serait nécessairement 
troublée par suite du passage d’un référentiel à un autre. On ne devra 
pas oublier dans ce cas que la conjugaison complexe implique le 
remplacement des indices pointés par les indices non pointés et vice 


versa. Aussi la relation n°6 — (E28)* entre deux spineurs a-t-elle un 
caractère invariant. 

La contraction de spineurs ou de leurs produits ne peut se faire 
que sur des couples d'indices de même espèce : sur deux indices poin- 
tés ou sur deux indices non pointés. Quant à la sommation sur deux 
indices d'espèces différentes, ce n'est pas une opération invariante. 
Cela signifie qu'à partir d'un spineur 

LIL ‘ -aRB,8,- : LE (47,10) 
symétrique sur tous les À indices non pointés et sur tous les L indices 
pointés, il est impossible de construire un spineur de rang infé- 
rieur (rappelons que la contraction sur une paire d'indices par rap- 
port auxquels le spineur est symétrique donne zéro). Cela veut dire 
qu’à partir des quantités (17,10) il est impossible de composer un 
nombre moindre de leurs combinaisons linéaires quelconques qui 
puissent se transformer l’une par l'intermédiaire de l’autre dans tou- 
tes les transformations du groupe. En d'autres termes, les quadri- 
spineurs symétriques réalisent les représentations irréductibles du 
groupe de Lorentz propre. Chaque représentation irréductible est 
donnée par une paire de nombres (k, L). 

Comme chacun des indices spinoriels parcourt deux valeurs, il 
existe (k + 1) ensembles essentiellement différents de nombres 
Ga: - . - Gx dans (17,10) (contenant 0, 1, 2, ..., 4 fois l'indice 
4 et k, k — 1, ..., O fois l'indice 2) et L + 1 ensembles de nombres 


B1B2 - - . Br. Un spineur symétrique de rang (4, L) comporte donc 
au total (4 + 1) (2 + 1) composantes indépendantes; c’est précisé- 
ment ce nombre de composantes qui exprime la dimension de la re- 
présentation irréductible réalisée par ce spineur. 


$ 18. Relations entre les spineurs et les quadrivecteurs 


Un spineur &c$ affecté d'un indice pointé et d'un indice non 
pointé a 2-2 — 4 composantes indépendantes, c'est-à-dire exacte- 
ment autant qu'en comporte un quadrivecteur. Il est donc clair que 
l'un et l’autre réalisent une même représentation irréductible du 
groupe de Lorentz propre, de sorte qu'une correspondance détermi- 
née doit exister entre leurs composantes. 
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Pour établir cette correspondance, considérons d'abord une cor- 
respondance analogue qui existe dans le cas tridimensionnel en te- 
nant compte du fait que par rapport aux rotations purement spa- 
tiales le comportement des quadrispineurs doit être le même que ce- 
lui des spineurs tridimensionnels. 


Un spineur tridimensionnel #°% vérifie les formules de correspon- 
dance (voir III, $ 57) que nous écrirons ici sous la forme 


Ge (PP) = HI + Hi), 
ay = — (VE + pt) = (hi — bi). 
a = + (pe pet) = (pi — vi) 


où a, a,, a, sont les composantes d'un certain vecteur tridimension- 
nel a. Pour passer au cas quadridimensionnel, il faut remplacer les 


composantes 4$ par EP et entendre par @.. a,, a, des composantes 
contravariantes a!, a°, a du quadrivecteur. Quant à la quatrième 
composante a° du vecteur, sa forme devient évidente si l'on tient 
compte de la circonstance mentionnée au $ 17: la quantité (17,6) 


doit se transformer comme a°. Cela signifie que a° — gui + Ce, 
le coefficient de proportionnalité devant étre déterminé de telle 
sorte que le scalaire Là CB coïncide avec le scalaire 2a,au = 2a:. 


Nous sommes ainsi conduits aux formules de correspondance 
suivantes: 


at= (btp), ati ti), 


12° 

2 Lip), oo (ps 2 (18,1) 
PDA DES 

Les formules inverses sont 


E=E,=a+0, CE .=0— 05, 


ti2 — —%,;=a— ic, tu— Et 


= ai + ia?. (18,2) 


On a dans ce cas 


q LeS — 202. (18,3) 


ap 
Notons également que 


+ = Ôa?. (18,4) 
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La dernière égalité résulte du fait que le spineur du deuxième rang 


Lai CP est antisymétrique par rapport aux indices æy et donc pro- 
portionnel au spineur métrique. 


Ea correspondance entre le spineur &% et un quadrivecteur est 
un cas particulier de la règle générale: tout spineur symétrique 
de rang (k, k) est équivalent à un quadritenseur de rang k, symétri- 
que et irréductible (c’est-à-dire qui s’annule dans le cas de la con- 
traction sur toute paire d'indices). 

La relation entre un spineur et un quadrivecteur peut être ex- 
primée sous une forme compacte à l’aide des matrices de Pauli à deux 
rangées !): 


0 1 0 —i ( 0 _ 
a (, o) s= (, o) ‘7 \o _4) Se 


Si nous désignons symboliquement par & la matrice des quantités 


Le affectées des indices supérieurs (dont le premier est non pointé), 
nous pouvons écrire les formules (18,2) sous la forme suivante: 


C— ao + a° (18,6) 


(en sous-entendant certes que le deuxième terme est le produit de 
a° par une matrice unité). Les formules inverses sont alors 


a = + Tr(Ëo), a Tr £. (18,7) 


En se servant des formules (18,6) et (18,7), on peut établir la 
relation entre les lois de transformation d'un quadrivecteur et 
d’un spineur et donc trouver la loi de transformation du spineur en 
fonction des paramètres des rotations du quadrisystème de coor- 
données. 

Ecrivons la transformation du spineur Et sous la forme 


E* — (Bt), B=(° 1 (18,8) 


où B est une matrice à deux rangées composée des coefficients de la 


transformation binaire. Alors la transformation du spineur pointé 
s'écrit sous la forme 


nô = (B*n)5 = (8, (18,9) 


1) Pour simplifier les notations, les opérateurs (les matrices) qui s'appli- 
quent aux variables de spin seront désignés par des lettres non chapeautées. 
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et la transformation du spineur du deuxième rang EP — Etnf sera 
écrite symboliquement sous la forme ©’ — BÜB+ 71). Pour une trans- 
formation infinitésimale, B — 1 + À, où À est une petite matrice. 
et on a, à des petits du premier ordre près, 


L'=c+(AM +). (18,10) 


Considérons d'abord une transformation de Lorentz qui fait passer 
à un référentiel qui se meut avec une vitesse infiniment petite ÔV 
(les directions des axes spatiaux restant inchangées). Dans ce cas le 
quadrivecteur ak -- (a°, a) se transforme suivant les relations 


a” =- a — aÔV, a°’ — a° — aôV. (18,11) 


Usons maintenant des formules (18,7). La transformation de a° 
peut être représentée d'un côté sous la forme 


a” — a — aôV =- a — À Tr (ÉoôV), 
et d'un autre côté sous la forme 
a Trt 004 Tr(AG+ LA) = a+ Tr(A A). 


Les deux expressions doivent coïncider identiquement (c’est-à-dire 
pour tout €). On en déduit l'égalité suivante: 


À + Àt = — oôv. 
De façon analogue, en eXaminant la transformation de a, on obtient 
OÀ + Àto — — ÔV. 


Ces égalités, considérées comme des équations pour À, ont la solution 
suivante : 


= à = L oôV. 


Ainsi, une transformation de Lorentz infinilésimale du spineur 
EG est réalisée par la matrice 


B—1—+ (on) 6V, (18,12) 


où nest le vecteur unitaire de la direction de la vitesse 6V. Il est faci- 
Je d'en déduire la transformation pour une vitesse finie V. Rappelons 


1) Pour les composantes covariantes : 


Es = (B-1E)o = (EB-t)ar n. = (8%). (18,8a) 


(de telle sorte que le produit de deux spineurs £, © reste invariant). 
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à cet effet que la transformation de Lorentz signifie (géométrique- 
ment) la rotation du quadrisystème de coordonnées dans le plan !#, 
n d'un angle œ lié à la vitesse V par l'égalité th @ -- V ‘). A une 
transformation infinitésimale correspond l'angle ôg — ôV et la 
rotation d’un angle fini @ s'obtient en itérant /ôœ fois la rotation 
de l'angle 6. En élevant l’opérateur (18,12) à la puissance @/ôg et 
en passant à la limite 6 —+ 0, on obtient 


(1 

B=e 2”. (18,13) 
Le sens mathématique de l'application de cet opérateur devient 
clair si l'on remarque que suivant les propriétés des matrices de 
Pauli, toutes les puissances paires de no sont égales à 1 et toutes les 
puissances impaires à no. En tenant compte du fait que ch est dé- 
veloppé en série de puissances paires de son argument et sh l’est en 
série de puissances impaires, on obtient finalement 


B=ch+—nosh+, thp=V. (18,14) 


Signalons que les matrices B réalisant les transformations de Lorentz 
sont des matrices hermitiennes: B — B+. 

Considérons maintenant une rotation infinitésimale du système 
de coordonnées spatiales. Le vecteur tridimensionnel a se transforme 
dans ce cas comme suit 


a’ — a — [69 al, (18,15) 


où 68 est le vecteur d'un angle de rotation infiniment petit. La 
transformation correspondante du spineur pourrait être établie par 
un procédé analogue. Mais il n’en est pas besoin parce que le com- 
portement des quadrispineurs dans les rotations spatiales coïncide 
avec celui des spineurs tridimensionnels et la transformation de ces 
derniers est connue d'avance à partir de la relation générale entre 
l'opérateur de spin et l'opérateur de rotation infiniment petite: 


B—1+-- 060. (18,16) 
Le passage à la rotation d’un angle fini 6 se fait de la même manière 
que le passage de (18,12) à (18,14): 


B — exp (+ no) = COS + ino £in + , (18,17) 


où n est le vecteur unitaire de l’axe de rotation. Cette matrice est 
unitaire (B+ = Bt) comme il se doit pour une rotation spatiale. 


1) Rappelons que dans des plans contenant l'axe des temps la métrique 
est pseudo-euclidienne. 
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$ 19. Inversion des spineurs 


En exposant (dans le tome III) la théorie des spineurs tridimen- 
sionnels, nous n'avons pas examiné leur comportement par rapport 
à l'opération d’inversion spatiale parce qu'en théorie non relativiste 
ceci n’aboutirait à aucun résultat physique nouveau. Toutefois nous 
nous y arrêterons maintenant pour mieux comprendre l'étude des 
propriétés d'inversion des quadrispineurs. 

L'opération d’inversion ne change pas le signe d'un vecteur axial 
et donc du vecteur spin qui est axial. Ceci étant, la valeur de sa pro- 
jection s, reste elle aussi inchangée. Il s'ensuit que dans l'inversion 
chacune des composantes d'un spineur 4% ne peut se transformer 
que par elle-même, c'est-à-dire que 


4e — Pr, (19,1) 


où P est un coefficient constant. Si l’on effectue l’inversion deux fois, 
on revient au système de coordonnées initial. Mais dans Île cas des 
spineurs le retour à la position initiale peut s'interpréter soit comme 
la rotation du système de 0°, soit comme celle de 360°. Il existe donc 
deux conceptions différentes de l’inversion: dans un cas 


P° =1, P—+1, (19,2) 
et dans l’autre 
PF = —1, P—=+i. (19,3) 


Jl importe ici que la notion d’inversion soit définie de la même 
façon pour tous les spineurs. Il est inadmissible que les divers spi- 
neurs se comportent dans l'inversion de façon différente (suivant 
(19,2) ou (19,3)), sinon on ne pourrait pas construire un scalaire (ou 
un pseudo-scalaire) à partir de deux spineurs quelconques: si le 
spineur 4% se transformait suivant (19,2) et le spineur gf suivant 
(19,3), la quantité #2, serait multipliée dans l'inversion par +i 
au lieu de rester inchangée (ou changée de signe seulement). 

11 convient de souligner que l'attribution à un spineur d’une 
parité déterminée quelconque P (pour toute définition de l'inver- 
sion) n'a pas un sens absolu, car les spineurs changent de signe dans 
une rotation de 2x qu'on peut toujours effectuer simultanément avec 
l'inversion. Par contre, la « parité relative » de deux spineurs définie 
comme la parité du scalaire #%œ, composée par ces spineurs a un 
caractère absolu: puisque par la rotation de 2x tous les spineurs 
changent de signe à la fois, l'indétermination qui en résulte n’a 
pas d'effet sur la parité de ce scalaire. 

Passons maintenant aux spineurs quadridimensionnels. 

Notons tout d'abord que puisque l’inversion ne change le signe 
que de trois (x, y, z) des quatre coordonnées ({, x, y, z), elle commu- 
te avec les rotations spatiales mais ne commute pas avec les transfor- 
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mations qui font tourner l'axe des t. Si L est une transformation de 
Lorentz assurant le passage à un référentiel en mouvement avec la 


vitesse V, alors PL = L' B, où L' est la transformation de passage 
à un référentiel en mouvement avec la vitesse —V. 

On en conclut que par inversion les composantes d’un quadri- 
spineur Et ne peuvent pas se transformer par elles-mêmes. Si l'in- 
version du spineur Ë@ se réduisait toujours à la transformation (19,1) 
(c'est-à-dire était représentée par une matrice proportionnelle à la 
matrice unité), elle commuterait en général avec toutes les transfor- 
mations de Lorentz, ce qui est a priori impossible (parce que les 


opérateurs L et L’ appliquées à Et sont a priori différentes). 

Ainsi, l’inversion doit transformer les composantes du spineur 
ta par l'intermédiaire d’autres quantités. Ces dernières ne peuvent 
être constituées que par les composantes d'un certain autre spineur 


n dont les propriétés de transformation sont différentes de celles 
du spineur Et. Puisque l’inversion ne change pas le signe (comme 
nous l’avons vu plus haut) de la projection z du spin, les composantes 
El et E? ne peuvent se transformer par inversion qu’en composantes 
n; et n; répondant aux mêmes valeurs s, = 1/, et s, = —1/,. En 


entendant par inversion une opération qui donne 1 lorsqu'elle est 
appliquée deux fois, on peut définir son action par les formules 


E” ui 1. 1. 2. ë (19,4) 


(pour les composantes covariantes de E, et contravariantes de n° 
ces transformations sont de signe négatif: 


Er —m%, ne —E, (19,4a) 


parce que la descente et la montée d'un même indice se font avec 
des signes opposés, voir (17,5) et (17,9) ?). Si l’inversion est comprise 


en ce sens que P? — —1, son action est définie par les formules 
Ein, n. ii (19,5) 
œ a 
ou, ce qui revient au même, 
En —ine, ne —iE. (19,5a) 


1) La définition (19,4) est certes conventionnelle dans un certain sens parce 
que les quantités E® et ne sont indépendantes. Ainsi, en introduisant au lieu de 


LE un nouveau spineur ne = e! ne , On obtient au lieu de (19,4) une définition 


équivalente : 
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l'ne certaine différence entre ces deux définitions de l'inversion 
tient à ce que dans la seconde définition les spineurs complexes con- 


jugués se transforment de la même manière: si =, — n°, He -- Ec*, 
Le 2 

la définition (19,5) donne €, —+ iH®, H°— — i=,, c'est-à-dire la 

mème règle que pour E,, n%. Quant à la définition (19,4), elle don- 

nerail la transformation £, —+ H°, H° + =, de signe inverse de 


la transformation des spineurs E,, n%. Nous reviendrons au $ 27 
sur les aspects physiques possibles de cette différence. 

Dans ce qui suit, nous supposons, pour fixer les idées, que c'est 
la définition (19,5) qui est adoptée. 

On sait que par rapport au sous-groupe des rotations les spineurs 
ea el n. se transforment de la même façon. En construisant à partir 


de leurs composantes les combinaisons 
É+n., (19,6) 
œ 


nous obliendrions des quantités qui se transforment dans l'inver- 
sion suivant (19,1) avec P = + i. Toutefois ces combinaisons ne 
se comportent pas comme des spineurs par rapport à toutes les trans- 
formations du groupe de Lorentz. 

Ainsi, l'inclusion de l'inversion dans le groupe de symétrie exige 
que l'on considère à la fois une paire de spineurs (Ec, n.); une telle 


paire est appelée bispineur (de rang 1). Les quatre composantes d'un 
bispineur réalisent une des représentations irréductibles du groupe 
de Lorentz élargi. 

Le produit scalaire de deux bispineurs (Es, n.) et (=, H..) peut 


être composé par deux procédés différents. La quantité 
PE, +1n.H° (19,7) 
[e 
reste en général inchangée par inversion, c'est-à-dire est un scalaire 
vrai. La quantité 
PE ne n .H° (19,8) 
œ 
est elle aussi invariante par rapport aux rotations du quadrisystème 


de coordonnées mais elle change de signe lors de l'inversion; en 
d'autres termes, elle est un pseudo-scalaire. 


Un spineur du deuxième rang taf peut ètre lui aussi défini par 
deux procédés. En le définissant par la loi de transformation 


ab | ECHP + En, (19,9) 
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nous obtenons des quantités qui se transforment dans l’inversion 
comme suil 


Pt 9,1 
Er Re (19,10) 
Dans ce cas le quadrivecteur a“ auquel est équivalent un tel spineur, 
se transforme (conformément aux formules (18,1)) comme (a°, a) — 
— (a°, —a), c'est-à-dire est un quadrivecteur vrai (alors que le vec- 
teur tridimensionnel a est un vecteur polaire). 


Mais le spineur tas peut aussi être défini par 


Lab Le ECHEC né (19,11) 
Dans ce cas!) 


+ —L, (19,12) 


A un tel spineur correspond un quadrivecteur pour lequel l’inversion 
signifie la transformation (a°, a) —+ (—a°, a), c'est-à-dire un pseudo- 
quadrivecteur (alors que le vecteur tridimensionnel a est axial). 

Les spineurs symétriques de rang 2 d'indices de même type sont 
définis par les lois de transformations suivantes: 


EPUEEP LEE, 0. n.H.+n.H.. (19,13) 
ap a $ B « 
Par inversion ils se transforment l’un en l’autre 
En. (19,14) 
ap 


La paire (Ea, n::) forme un bispineur de rang 2. Le nombre de 


ses composantes indépendantes est égal à 3 + 3 — 6. Un quadriten- 
seur antisymétrique de rang 2 a“Y possède autant de composantes in- 
dépendantes. Cela signifie qu'il doit exister une correspondance entre 
l'un et l’autre (tous les deux réalisent les représentations irréducti- 
bles du groupe de Lorentz élargi). 

Etant donné que par rapport au groupe de Lorentz propre les 
spineurs EGB et n.. se transforment indépendamment l’un de l’autre, 


' œ 
les composantes du quadritenseur av peuvent constituer deux grou- 
pes de quantités qui ne se transforment que l'une par l'intermédiaire 
de l’autre dans toutes les rotations du quadrisystème de coordonnées. 
Cette division en deux groupes se fait de la façon suivante. 


1) Soulignons que les lois de transformation (19,10) et (19,12), dont les si- 

es des seconds membres sont opposés, ne sont nullement équivalentes, car 

eurs deux membres font intervenir les composantes d'un même spineur (voir 
note au bas de la page 95). 


71-0596 
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Introduisons un vecteur polaire tridimensionnel p et un vecteur 
axial tridimensionnel a liés aux composantes du quadritenseur auY 
par la relation 


0 Px  Py  Pz 


— D. O0 — 
auv — s : * ne = (p, a). (19,15) 
} z x 
— Pr —@y &y 0 


où (p, a) est une notation abrégée que nous utiliserons pour énumérer 
les composantes d'un tel tenseur. Dans ces conditions, a,, = (—p, a) 
et de deux quantités 


1 1 
— p* — 7 Au ,ahv et ap—-e,,,,ç4l"Vaps, 


la première est un scalaire et la seconde un pseudo-scalaire; l'un 
et l’autre sont également invariants par rapport au groupe de Lo- 
rentz propre. De même qu'eux, sont aussi invariants les carrés des 


vecteurs tridimensionnels f* — p + ia. Cela signifie que pour les 


vecteurs f* toute rotation dans l’espace quadridimensionnel est 
équivalente à une « rotation » dans l’espace tridimensionnel, dans 
Je cas général, d’angles complexes (à six angles de rotation dans l’es- 
pace quadridimensionnel correspondent trois « angles de rotation » 
complexes dans le système tridimensionnel). Quant à l'opération 
d’inversion spatiale, en changeant le signe de p (mais non de a), 
elle transforme les vecteurs f* et —f- l’un en l’autre. Ce sont les com- 
posantes de ces vecteurs qui constituent précisément les deux grou- 
pes de quantités réalisées à partir des composantes du tenseur ah“. 

Cela rend évidente aussi la correspondance entre les composantes 
du quadritenseur av et celles des spineurs EG, LEP Les rotations 


spatiales étant un sous-groupe du groupe de Lorentz, les relations 
entre les composantes du spineur et les composantes du vecteur tri- 
dimensionnel doivent être les mêmes que pour les spineurs tridimen- 
sionnels : 


fR=E-E), = (ERHEN) (SE, 
: À (19,16) 
=) =; +n:) fans. 


Problème 


Etablir la correspondance générale entre les spineurs de rang pair et les 
quadritenseurs. 
Solution. Tous les spineurs de rang pair À + ! réalisent des représen- 
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tations irréductibles univoques du groupe de Lorentz élargi et de ce fait sont équi- 
valents aux quadritenseurs qui réalisent les mêmes représentations !). 
Le spineur de rang (k, k) se transforme par inversion suivant 
PERS, (1) 
ap...yô... 


Un tel spineur est équivalent à un quadritenseur irréductible symétrique de 
rang k qui est un tenseur vrai ou un pseudo-tenseur suivant le signe de (1). 

Les spineurs de rangs (k, L) et (4, k) constituant le bispineur se transforment 
par inversion comme suit 


k l 
Sig ri HE 
rab-..v8... ss (—1) 2 L: . (2) 
ap...v0... 
y yes 
R l 


Pour ! = k + 2 le bispineur est équivalent au quadritenseur irréductible 
auvps… de rang k + 2quiest antisymétrique par rapport aux indices [uv] et 
symétrique qe rapport à tous les autres indices. L'irréductibilité de ce tenseur 
signifie qu'il donne zéro par suite de la contraction sur toute paire d'indices ain- 
si lors de la formation du tenseur dual sur n’importe quels trois indices (c'est- 
à-dire que MVP a vlpo...= 0); la dernière condition signifie que le tenseur 
donne zero par suite de la sommation cyclique sur trois indices : uv et un (quel- 
conque) des autres. 

Pour ! = k + 4, le bispineur est équivalent au quadritenseur irréductible 
a[au]{vplor… de rang k + 4 qui possède les propriétés suivantes : il est antisy- 
métrique par rapport aux paires d'indices [Au] et [vp], symétrique par rapport à 
tous les autres indices, il est symétrique par rapport à la permutation de la pai- 
re [Au] avec la paire [vel, donne zéro par suite de la contraction sur toute paire 
d'indices et donne zero en cas de formation du dual pour tout triplet d'indices. 

En général, pour 4 = k + 2n, le bispineur est equivalent à un quadriten- 
seur irréductible de rang k + 2n, antisymétrique par rapport à nr paires d'indi- 
ces et symétrique par rapport aux autres k indices. Les quadritenseurs antisymé- 
triques sur un plus grand nombre d'indices (trois, quatre, etc.) n'apparaissent 
pas dans cette Classi ication pour une cause évidente : un tenseur antisymétrique 
de rang 3 est équivalent (dual) à un pseudo-vecteur et un tenseur antisymétrique 
de rang 4 se réduit à un scalaire (proportionnel à un pseudo-tenseur unité 
eMHYP). quant à l’antisymétrie par LE à un nombre encore plus grand d'in- 
dices, elle est en général impossible dans un espace quadridimensionnel. 


$ 20. Équation de Dirac en représentation spinorielle 


Une particule de spin !/, est décrite dans son référentiel de repos 
par une fonction d'onde à deux composantes qui est un spineur 
tridimensionnel. D'après son «origine quadridimensionnelle » cela 
peut être un quadrispineur tant non pointé que pointé. La descrip- 


1) Quant aux spineurs de M impair, les représentations du groupe qu'ils 
réalisent ne sont pas univoques: la rotation spatiale de 360 ° change le signe 
du spineur, de sorte qu'à chacun des éléments du groupe correspondent” depx. 
matrices de signes contraires. Fe 4 
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tion de la particule dans un référentiel quelconque fait intervenir 
les deux quadrispineurs de ce genre; nous les noterons Et et n: DA 


Pour une particule libre, le seul opérateur apparaissant dans 
l'équation d'onde ne peut être (comme il a été indiqué au $ 10) que 


l'opérateur quadri-impulsion p, = i0,. En notations spinorielles, 
à ce quadrivecteur correspond un spineur opératoriel Pi tel que 


PÉ=P,; =PrtPo P*=P,; = Po— P: 


A A 


PÈ= —p,;=Px—iPy P#= —P,;=PztiPy (20,1) 
L'équation d'onde représente une relation différentielle linéaire 


entre les composantes des spineurs réalisée à l’aide de l’opérateur pas. 
L'exigence d’invariance relativiste conduit au système d'équations 
suivant : 


pon: = me, pie (20,2) 


où m est une constante douée de dimensions. L'introduction dans 
ces deux équations des constantes m, et m, différentes (ou change- 
ment de signe devant m) n'aurait pas de sens parce qu’en changeant 
convenablement la définition de Et ou n:, on pourrait ramener ces 


équations à leur forme initiale. 
Faisons disparaître dans les équations (20,2) l’un des spineurs, 
en portant 1; de la seconde équation dans la première : 


Mais d’après (18,4) PP = p°6%, si bien que 


(p?— m?)Ev = 0. (20,3) 


ce qui montre clairement que m est la masse de la particule. 
Notons que l'introduction de la masse dans l'équation d'onde 
exige que l’on considère deux spineurs à la fois (È« et n-): avec un 


seul de ces spineurs il est impossible d'établir une équation invariante 
relativiste qui fasse intervenir un paramètre quelconque doué de 
dimensions. Cela signifie que par là même l'équation d’onde devient 


1) Un spineur tridimensionnel de rang 1 peut aussi « tenir son origine » 
d'un des quadrispineurs de rangs impairs plus élevés qui deviennent, dans le 
référentiel de repos, antisymétriques par rapport à une ou plusieurs paires d’in- 
dices. Toutefois de telles variantes conduiraient à des équations d’ordres plus 
élevés (voir note au bas de la page 53). 
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automatiquement invariante par-inversion spatiale si la transforma- 
tion de la fonction d'onde est définie comme suit : 


P : E%—+ in, 1. > IE. (20.4) 


Il est facile de voir que par suite de ces substitutions (et de la subs- 


titution simultanée pa —+ p,5 évidente en vertu des formules (20,1)) 
les deux équations (20,2) se transforment l’une en l’autre. Deux 
spineurs, qui se transforment par inversion l’un en l’autre, consti- 
tuent une quantité à quatre composantes que l’on appelle bispineur. 

L'équation d'onde relativiste représentée par le système (20,2) 
est connue sous le nom d'équation de Dirac (elle a été établie par Dirac 
en 1928). Pour une étude ultérieure de cette équation et ses applica- 
tiorts, considérons les différentes formes sous lesquelles elle peut 
être représentée. 

En utilisant les formules (18,6), récrivons les équations (20,2) 
sous la forme 


(Po+po)n=mE, (Po—Po)E= mn. (20.5) 


Ici, les symboles E et n désignent les quantités à deux composantes, 


les spineurs 
(5) (ni) (20.6) 


(le premier est affecté d'indices supérieurs et le second d'indices 
inférieurs) et on entend ici et plus loin que la multiplication des 
matrices © par toute quantité f à deux composantes se fait suivant 
la règle ordinaire de multiplication des matrices 


(Of)a = Casfs (20,7) 


L'écriture de f sous la forme d’une colonne verticale (2 ] correspond 


à ce que chaque ligne de © est multipliée par la colonne de f. 


Pour la commodité des références ultérieurs, nous écrivons ici 
encore une fois les matrices de Pauli 


(° 1 CR: 1 0 
x (4 4! oy= |; o): 2 U0o _4) (20,8) 


et rappelons leurs propriétés principales : 
OjOh + OnOi — LOins  OiOn = lein1O1 + Oin (20,9) 
(voir III, $ 55). 
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Ecrivons également l'équation d'onde que vérifie la fonction 
d'onde complexe conjuguée composée de spineurs 


“—(tis, E2s), n° (n?, ne). (20,10) 


Puisque tous les opérateurs p, contiennent le facteur i, p* =. Pa. 
En prenant les complexes conjugués des deux membres des équations 
(20,5), on doit également tenir compte du fait que, les matrices © 


étant hermitiennes (0* = 6), on a 
(of)a = Ocpf8 Su T80 ha = (f*o), 


si bien qu'on obtient les équations sous la forme 
n*(Po+ pO)= —mE*. E*(po—po)=- mn*. (20.11) 


En utilisant cette forme d'’ecriture on sous-entend conventionnelle- 


ment que Jes opérateurs p" agissent sur la fonction placée à leur 
gauche. L'écriture de E* et n* sous forme de lignes horizontales 
correspond à la multiplication matricielle dans ces équations: la li- 
gne de f est multipliée par les colonnes dans les matrices 0: 


(F*0)a = 180 ha (20,12) 


La transformation d'inversion de E* et n* est définie comme la 
complexe conjuguée de la transformation (20,4): 


P : EE — — in=, nr iEa*. (20,13) 


$ 21. Forme symétrique de l’équation de Dirac 


La forme spinorielle d'écriture de l'équation de Dirac est la 
plus naturelle en ce sens qu'elle exprime directement son invariance 
relativiste. Toutefois pour les applications il peut être plus com- 
mode d'utiliser d'autres représentations de l'équation d'onde qui 
s'obtiennent par un autre choix des quatre composantes indépendan- 
tes de la fonction d'onde. 

Nous désignerons la fonction d'onde à quatre composantes par 
le symbole + (à composantes 4;, i = 1, 2, 3, 4) En écriture spino- 
rielle, c'est un bispineur 


Mais on pourrait tout aussi bien choisir comme composantes inde- 
pendantes de 1 n'importe quelles combinaisons linéairement indé- 
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pendantes des composantes des spineurs Ë et n '). Ce faisant nous 
n'imposerons aux transformations linéaires admissibles que la 
condition d'être unitaires: de telles transformations laissent inchan- 
cées les formes bilinéaires construites à partir de ÿ et p* ($ 28). 

Dans le cas général d’un choix arbitraire des composantes de 
l'équation de Dirac peut s’écrire sous la forme 


FU 
PuYir ri = MY;, 


où y“ (u = 0. 1, 2, 3) sont certaines matrices à quatre rangées (rmna- 
trices de Dirac). Nous écrirons cette équation ordinairement sous forme 
symbolique en omettant les indices matriciels : 


(yp— m)ÿ=0 (21.2) 
avec 


2 s à “à ë (e) 5 : s 
VPÆ=Y" Pu = PoY— PV ÈV EE HV. V5 (y, y, v°). 


C'est ainsi qu'à la forme spinorielle de l'équation dont les com- 


posantes de 1 sont définies par (21,1) correspondent les matrices 
suivantes ©) : 


: (° 1° 0 ne 21 3 
Ÿ— | 0/° r={, O /? (21,5) 


\ 


comme il est facile de le voir en mettant les équations (20,5) sous 


la forme 
Ce 6) en 
Po — PS 0 in, 1 ;- 
et en les comparant avec (21,2). 
Dans le cas général les matrices y ne doivent satisfaire qu'aux 


conditions assurant l'égalité p° — m°. Pour déterminer ces condi- 
tions, multiplions à gauche l’équation (21,2) par yP. Il vient 


(ve pu) (VS PS) À = m (pv) b = my. 


l) Pour simplifier l'exposé, la quantité à quatre composantes wŸ sera dite 
bispineur même dans le cas où ses représentations ne sont pas spinorielles. 

*) Iciet par la suite, nous utilisons la forme abrégée de l'écriture des matri- 
ces à quatre rangées par des matrices à deux rangées : chaque symbole apparais- 
sant dans les expressions (21,3) représente une matrice à deux rangées. 
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Le tenseur PuPv étant symétrique (tous les opérateurs Pu sont com- 
mutatifs), cette égalité peut être récrite sous la forme 


Â = A 
5 PuPs (VE V + 796) D = m°Y, 
qui montre que doit être vérifiée l'égalité 
VV + vVvé = 28h). (21,4) 


Ainsi, tous les couples de matrices y" différentes sont anticommuta- 
tifs et les carrés de chacune d'elles ont pour valeur: 


== GE 1, (= 1. (21,5) 


Dans une transformation unitaire quelconque des composantes 
de ÿ (+ = Uw où U est une matrice unitaire à quatre rangées) les 
matrices y se transforment comme suit 


y = U,U” = U,U* (21,6) 


(si bien que l'équation (yp — m)Ÿ =0 se transforme en 


(y p — m)Ÿ' = 0). Les relations de permutation (21,4) restent 
bien entendu inchangées. 

La matrice y° de (21,3) est hermitienne et les matrices y sont an- 
tihermitiennes. Ces propriétés se conservent aussi dans toute trans- 
formation unitaire (21,6) de sorte que nous aurons toujours ) 


v = —v, v°* = y. (21,7) 


Ecrivons aussi l'équation pour la fonction complexe conjuguée 
d*. En prenant la complexe conjuguée de l'équation (21,2) et en 
tenant compte des propriétés (21,7), on obtient 


(— PoŸo — PY — m) p* = 0. 


Permutons #* suivant vhp* = ÿ*y# et multiplions ensuite à droite 


toutes les équations par y‘; en remarquant que ÿy° = — y°y et en 
introduisant un nouveau bispineur 
p= pp, pt pv, (21,8) 


nous obtenons 
P(vp+m)= 0. (21,9) 


De même que dans (20,11), on suppose ici que l'opérateur p agit sur 
la fonction se trouvant à sa gauche. La fonction w est appelée con 


1) Ces égalités peuvent également être écrites sous la forme 


= y. (21,7a) 
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juguée de Dirac (ou conjuguée relativiste) de la fonction ÿ. Le sens 
du facteur y° apparaissant dans sa définition consiste en ce qu’il 
permute (en représentation spinorielle) les spineurs E* et n* si bien 
que dans #—(n*, Ë*) le spineur non pointé est le premier (de même 
que dans %) et le spineur pointé est le second; c’est précisément 
pour cette raison que Ÿ est un « partenaire » plus naturel (que 1:*) 
de + lorsqu'ils figurent par exemple tous les deux à la fois dans les 
différentes combinaisons bilinéaires (voir $ 28). 

La transformation d'inversion pour la fonction d'onde peut 
s'écrire sous la forme 


Phi, p——ipy. (21.10) 


Lorsque est donné en représentation spinorielle, la matrice y° 
permute les composantes de Ë et n, comme il se doit dans l’inversion. 
Dans le cas général, l’invariance de l'équation de Dirac par rapport 
à la transformation (21,10) est évidente et directe: si l’on effectue 


dans l’équation (21,2) les substitutions p —+ — p et en même temps 
vd —> iy*y, on obtient 


(PoY° + py — m) v°ÿ = 0. 
En multipliant à gauche cette équation par y° et en tenant compte 
de l’anticommutativité de y° et y, on revient à l’équation initiale. 
En multipliant l'équation (yp — m)ÿ —0 à gauche par Ÿ, 


l'équation Ÿ (yp + m) = 0 à droite par Ÿ et en additionnant les 
équations ainsi obtenues, on trouve l'équation 


Pre (Pat) + (Pub) vb = p, (Et) = 0. 


dans laquelle les parenthèses indiquent la fonction sur laquelle agit 


l'opérateur P. L'égalité ainsi obtenue a la forme de l'équation de 
continuité 0,j" = 0, si bien que la quantité 


jh = pvp = (F4, p*y/vv) (21,11) 


est un quadrivecteur densité de courant de particules. Notons que 
sa composante temporelle j° — #*# est définie positive. 

L'équation de Dirac peut ètre mise sous une forme résolue par 
rapport à la dérivée par rapport au temps: 


i-Ÿ — Av, (21,12) 
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où À est l'hamiltonien de la particule '). A cet effet il suffit de multi- 


plier à gauche l'équation (21,2) par y°. L'expression de l’hamiltonien 
devient 


A = op+fm. (21,13) 


où on a utilisé pour les matrices qui y figurent les désignations com- 
munément adoptées : 


a—yy. B—=Y. (21,14) 
Notons que 


on + Quai = 20p, Bac + aB = 0, B° — , (21,19) 


c'est-à-dire que toutes les matrices &, B anticommutent l’une avec 
l'autre et leurs carrés sont égaux à 1 ; toutes ces matrices sont hermi- 
tiennes. En représentation spinorielle, 


a=(5 sl: p-(. ei (21,16) 


Dans le cas limite des faibles vitesses, la particule ne doit être 
décrite, de mème qu’en théorie non relativiste, que par un seul spi- 
neur à deux composantes. En effet, si l’on passe dans les équations 
(20,5) à la limite p — 0, e —+ m, on obtient E — n, c'est-à-dire que 
les deux spineurs composant le bispineur coïncident l’un avec l’autre. 
Mais il se manifeste ici un défaut inhérent à l'écriture spinorielle 
de l'équation de Dirac: au passage à la limite toutes les quatre 
composantes de w restent différentes de zéro bien qu'en réalité seules 
deux d’entre elles soient indépendantes. Une représentation plus 
commode de la fonction d'onde + est celle où deux de ses composan- 
tes s’annulent à la limite. 

Aussi au lieu de Ë et n convient-il d'introduire leurs combinai- 
sons linéaires œ et 7: 


(9), een 1-4 6m @147 


Alors, pour une particule au repos y — 0. Une telle représentation 
de 1 sera dite standard. Par inversion les combinaisons @ et # se 
transforment par elles-mêmes comme suit 


P:p—ip, Y— —iy. (21,18) 


1) Pour une particule de spin 0 l'équation d'onde n'a pas pu être mise sous 
cette forme: l'équation (10,5) pour le scalaire 4 est du second ordre par rapport 
au temps, alors que le système (10,4) d'équations du premier ordre pour la quan- 
tité à cinq composantes (1, ÿ,) ne fait pas intervenir les dérivées par rapport au 
lumps de toutes les composantes. 
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Les équations pour q et x s'obtiennent en additionnant et retran- 
chant les équations (20,5): 


Po9 — POX= MP,  PoX + POP = MX. (21,19) 


Ces équations montrent qu’à la représentation standard répondent 
les matrices 


0 0 © 0 
pont 2). ne 225). e0(9 5). era 


Vu que dans (21,17) s'ajoutent séparément les premières et les 
deuxièmes composantes de Ë et n, les composantes 1, et Ÿ, répondent 
en représentation standard, de même qu’en représentation spinorielle, 
aux valeurs propres de la projection du spin +!/, et les composan- 
tes ÿ. et #4, à celles de la projection du spin —!/,. Cela signifie que 
dans ces deux représentations la matrice 5 2, où 


z-(9 °) 21.21 
T\0 o/? (21,21) 


, 4 


est un opérateur de spin tridimensionnel : lorsque + Z. s'applique à 


un bispineur qui ne contient que les composantes 4,, Ÿ: ou 42, ÿ, 
le bispineur est multiplié par +!/, ou par —!/,. Dans une représen- 
tation arbitraire, cette matrice peut s'écrire sous la forme 


(pour la définition de y°, voir plus loin (22.14)). 


Problèmes 


1. Trouver les formules de transformation de la fonction d'onde dans une 
se de Lorentz infinitésimale et dans une rotation spatiale infini- 
tesimale. 


Solution. En représentation spinorielle de +. une transformation de 
Lorentz infinitésimale donne 


= (1——+ o6v)E, n'= (14 06v) 1 


(voir (18,8), (18,8a), (18,10)). Les deux formules peuvent se réunir en une seule 
de la forme 


v'= (1 06v ) v. (1) 
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D'une manière analogue, la loi de transformation dans une rotation infinitési- 
male s'écrit 


v'=(1+—+ 260) v. (2) 


Sous cette forme les formules sont valables pour toute représentation de + si 
on entend par « et £ les matrices dans la même représentation. 

Il est aisé de s'assurer que les matrices & et Z sont des composantes d’un 
« quadritenseur matriciel » antisymétrique 


"= + (ÉV—v 7") = (œ, 52) 


(les composantes étant énumérées suivant la règle (19,15)). Introduisons auss 
un tenseur antisymétrique infinitésimal 6e" — (6V, 68). Alors 


oMVGe,y = 21268 — 2&6V, 


et les deux formules (1) et (2) peuvent être réunies en une seule de la forme 
1 
v'= (14 0HVôeus ) +. (8) 


2. Ecrire l'équation de Dirac dans une représentation telle qu'elle ne con- 
tienne pas de coefficients imaginaires (£. Majorana, 1937). 

Solution. En représentation standard, les seules quantités imaginai- 
res entrant dans l'équation 


d d , 9 4) à _ 
(+ = Lo TT rl imp ) p= 0, 


sont les matrices à,, et iB. Pour les rendre réelles, on peut effectuer une transfor- 
mation ÿ” — U telle que la matrice imaginaire &,, permute avec la matrice réel- 
le B. A cet effet, il faut poser 


1 


U = 2 


(ay +B)=U"1. 
Alors il vient 


a. =UaU = —ax, a, =, a —@z, P'—ay, 


et l'équation de Dirac prend la forme 
9 4 , , 9 0: r— 
(3 th time) Se 


dans laquelle tous les coefficients sont réels. 


$ 22. Algèbre des matrices de Dirac 


Pour les calculs liés à l’équation de Dirac on est amené à faire 
un large usage des matrices y sans avoir recours à leur forme concrè- 
te dans une représentation ou dans une autre. Les règles de manipu- 
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lation de ces matrices sont entièrement déterminées par les relations 
de permutation 


VV + vive 28 (nu, v=0, 1, 2, 3), (22,1) 


qui expriment toutes leurs propriétés générales. 

Le présent paragraphe est destiné à fournir quelques formules et 
règles de l’algèbre des matrices y, qui sont utiles pour les divers cal- 
culs. 

Le « produit scalaire » des matrices y par elles-mêmes a pour va- 
leur: g,.,y#y* = 4. Pour abréger l'écriture, introduisons, par analo- 
gie avec les composantes covariantes des quadrivecteurs, la désigna- 
tion y, = gu,y'. Alors 


YA Y# = 4. (22,2) 
Si les matrices y, et y" sont séparées par un ou plusieurs facteurs y, 
on peut, en effectuant une ou plusieurs permutations (à l’aide de la 
règle (22,1)), ramener y, et y" dans des positions voisines et sommer 


ensuite (sur u) d'après (22,2). Les formules obtenues par ce procédé 
sont les suivantes: 


VV = — 27", 
av v vi = 48%, 


22,3 
Va VV PV — 2 VV, SE 
Pa VV PP VIVE = 2 (POP VE CE VV PAVO). 

D'ordinaire, les facteurs y“, . .. figurent en combinaison avec 
divers quadrivecteurs sous forme de « produits scalaires » !) 
ya = ya... (22,4) 
Pour de tels produits les formules (22,1) prennent la forme 
(ay) (by) + (by) (ay) = 2 (ab), (22,5) 
(ay) (ay) — a, 
et les formules (22,3) deviennent 
Y, (ay) v* = — 2 (ay), 
a b u — 4 (ab), 
Vu (ay) (by) v* = 4 (ab) (22,6) 


Yu (av) (by) (cv) v4= — 2 (cy) (by) (av), 
Yu (ay) (by) (cv) (dy) v4 = 21(dY) (ay) (bv) (cv) + (cv) (by) (av) (dv)]. 


1) Dans cette édition du livre nous n’employons aucune désignation spé- 
ciale pour un tel produit. Dans des ouvrages on rencontre souvent des notations 
par des lettres chapeautées ou barrées. 
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Une opération très fréquente est celle qui consiste à prendre la 
trace du produit d’un certain nombre de matrices y. Considérons les 
quantités 


TH: Un — _ Tr (ymye: + vun). (22,7) 


En vertu de la propriété connue que présente la trace d’un produit 
de matrices, ce tenseur est symétrique par rapport aux permutations 
circulaires des indices Lil: ...U,. 

Comme les matrices y ont la même forme dans tout référentiel, 
les quantités T sont elles aussi indépendantes du choix du référentiel. 
Cela explique pourquoi elles forment un tenseur qui ne s'exprime 
que par le tenseur métrique g,, jouissant de cette propriété. 

Mais à partir du tenseur du deuxième rang g,,on ne peut con- 
struire que des tenseurs de rang impair. Il s'ensuit tout de suite que 
la trace du produit de tout nombre impair de facteurs y est nulle. En 
particulier, la trace de chaque y !) est nulle: 


Tr yu = 0. (22.8) 


La trace de la matrice unité à quatre rangées (supposée placée 
au second membre de la relation de commutation (22,1)) est égale 
à 4. Aussi, en calculant en vertu de (22,1) la trace des deux membres 
de l'égalité, trouve-t-on 


TN = gr", (22.9) 
La trace du produit de quatre matrices s'exprime par 
TAYP 2 gAU pP — pAV UP À ghPgu. (22,10) 


Cette formule peut être obtenue par exemple en faisant « passer» 
dans Tryky#y"y" le facteur y} à droite à l’aide de la relation de com- 
mutation (22,1); après chaque permutation il apparaïit un des ter- 
mes figurant dans (22,10): 


TAuvP = UTP . Tue Ne 9 gun g*? . THE: 


etc. Après toutes les permutations il reste à droite —7THr — 

— —Thuvp que nous faisons passer à gauche. Par ce même procédé, 
le calcul de la trace du produit de six matrices y se ramène à celui 
de la trace des produits de quatre facteurs, etc. C'est ainsi que 


TAuYPoT D raue Hlais _ LNTUPOX + 
“e OT = PA HMAbEr e DST IPS. (22, 11) 
1) La trace de la matrice est invariante per rapport aux transformations 
e 


y = UyU”!. Aussi l'égalité (22,8) découle-t-elle donc des expressions concrètes 
des matrices (21,3). 
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Notons que toutes les traces de T4. sont réelles et qu’elles ne 
sont différentes de zéro que si chacune des matrices y°, y!, ... fi- 
gure dans le produit un nombre pair de fois; ces deux affirmations 
sont évidentes en vertu des formules obtenues. Il est facile d’en con- 
clure que la trace reste inchangée lorsqu'on inverse l’ordre de tous 
les facteurs : 


TM: PO __ TP: : HA (22,12) 


Comme nous l’avons déjà dit, les facteurs y figurent d'ordinaire 
sous forme de produits scalaires par divers quadrivecteurs. Dans de 
tels cas, les formules (22,9) et (22,10) par exemple signifient que 


_. Tr (ay) (by) = ab. 
; (22,13) 
7 Tr (ay) (by) (cv) (dy) = (ab) (cd) — (ac) (bd) + (ad) (bc). 


Un rôle particulier est joué par le produit y°*y!y°y5. On lui a ré- 
servé une notation spéciale 


= —ivy y". (22,14) 
Il est facile de voir que 
VvE + pe 0, (75) = 1, (22,15) 


c'est-a-dire que la matrice y° anticommute avec toutes les matrices 
vH. Quant aux matrices «& et B, elles sont liées à y par les relations 
suivantes : 


ayi—yia—=0, py°+y$—=0 (22,16) 


(la commutativité avec & résulte du fait que &æ = y‘y est le produit 
de deux matrices y). 
La matrice y° est hermitienne; en effet, 


à Ad Ge Mo à 5e pu 
et comme la suite 3210 se ramène à la suite 0123 moyennant un 
nombre pair de permutations, il vient 
y = vs. (22,17) 
Indiquons aussi la forme de cette matrice dans deux représenta- 
tions concrètes : 


LU e 5 __ ° 
spinorielle y = | 0 : ; 
(22,18) 


7. 0 —1 
| EE 
standard m=(_, 4! 
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La trace de la matrice y” est nulle: 
Try* = 0 22,19) 


(ce qui résulte directement de (22,18)). Les traces des produits 
y°y#y" sont elles aussi nulles. Quant aux produits de y° par quatre 
facteurs y“, on a 


+ Tr ysyhyhyvp - jekuv, (22,20) 


Indiquons encore une formule 


VAN = ivé (va) (vb) (vo), N° = ea bc, (22,21) 


qui est valable pour des quadrivecteurs a, b, c perpendiculaires entre 
eux: ab = ac = bc = 0. 

Dans certains cas (problèmes faisant intervenir les particules 
non relativistes) il peut devenir nécessaire de calculer les traces des 
produits dans lesquels entrent séparément y° et le « vecteur » tridi- 
mensionnel y. Seules les traces des produits comportant un nombre 
impair de facteurs y° et y sont différentes de zéro. Dans de tels cas 
tous les facteurs y° se réduisent à 1 et les traces des produits compor- 
tant deux et quatre facteurs y sont données par les formules 


_ Tr (ay) (by) — — ab, (22,22) 


+ Tr (ay) (by) (ey) (dy) = (ab) (ed) — (ae) (bd) + (ad) (be). 


$ 23. Ondes planes 


L'état d'une particule libre d'impulsion et d'énergie détermi- 
nées se décrit par une onde plane que nous écrirons sous la forme 


1 Se 
y Upe (23,1) 


L'indice p indique la valeur de la quadri-impulsion; l’amplitude 
u, de l'onde est un bispineur normalisé de façon déterminée. 
Pour pouvoir effectuer par la suite une seconde quantification, 
nous aurons à utiliser, en plus des fonctions d'onde (23, 1), aussi des 
fonctions « de fréquence négative » qui apparaissent en théorie rela- 
tiviste du fait que la racine + V p° + m° comporte deux signes, 
comme il a été expliqué au $ 11. De même qu'au $ 11, nous enten- 
drons partout par € une quantité positive e — + V p° + m°, et alors 


$ 23] ONDES PLANES 113 


—æ est la « fréquence négative » en changeant aussi le signe de p, 
nous obtenons une fonction qu’il est naturel de noter 4_, : 
| ‘ 
Ÿ_ — VS u_ EP. (23,2) 

Le sens de ces fonctions sera expliqué au $ 26. Plus loin nous écrirons 
parallèlement les formules pour 1, et Ÿ_,. 

Les composantes des amplitudes bispinorielles u, et u_, véri- 
fient les systèmes d'équations algébriques 


(p—mu, =0, (yp +mju_-, =0 (23,3) 


qu'on obtient en portant (23,1) et (23,2) dans l’équation de Dirac 
(ce qui se ramène au remplacement dans cette dernière de l’opérateur 


A 


p par + p)'). La relation p° — m° constitue dans ce cas la condi- 
tion de compatibilité de chacun de ces systèmes. Les amplitudes bi- 
spinorielles seront partout normalisées par les conditions invariantes 


Uplh= 2m, U_plp= — 2m (23,4) 
(où la barre surmontant une lettre signifie, comme partout, la con- 
jugaison de Dirac : u = u*y°). En multipliant à gauche les équa- 


tions (23,3) par u,,, on obtient (u:,yu+,) p—2m2=—2p? d'où il 
résulte que 


UYUp =U_ ,YU_, = 2p. (23,5) 


Notons que le passage des formules pour uw, aux formules pour u_, 
se fait par changement de signe de m. 
Le quadrivecteur densité de courant s'exprime par 


LR 1 — 
1 = ŸapYŸip — Ze U+pŸUtp— + ; (23,6) 


c'est-à-dire que j# = (1, v), où v = p/e est la vitesse de la particu- 
le. On voit que les fonctions +, sont normalisées « à une particule 
dans le volume V = 1 ». _ 

En vertu des équations (23,3) les composantes de l’amplitude de 
l’onde sont liées l’une à l’autre par certaines relations dont la forme 
concrète dépend certes de la représentation concrète de %. Cherchons 
ces relations en représentation standard. 

À partir des équations (21,19) on obtient pour une onde plane 


(@—m)p—pox—0, (e+m)yx— poy=0. (23,7) 


. +) Indiquons aussi des systèmes analogues qui s'obtiennent à partir de 
l'équation de Dirac (21,9) pour la fonction complexe conjuguée : 
up(Yp—m)=0, u_Lh(Yp+m)=0. (23, 3a) 
8—0596 
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Ces égalités permettent de trouver la relation entre et y sous deux 
formes équivalentes : 


=, = (23,8) 


(l’équivalence de ces formules est évidente : si l’on multiplie à gauche 
la première d'elles par po/(e + m) et tient compte de ce que (po)? — 
— p? et e° — m° — p°, on obtient la seconde). Quant au facteur 
commun dansæet y, on le choisit de façon à satisfaire la condition de 
normalisation (23,4). On obtient finalement pour u, (et d'une ma- 
nière analogue pour u_,) les expressions suivantes: 


Vetmuw V’e— m (no) w' 
(ou) (Vu ] tu 


(la seconde formule se déduit de la première par changement de si- 
gne devant m et par changement de notation w— (n, ©) w'). Ici,n 
est le vecteur unitaire de p et w, une quantité à deux composantes 
arbitraire ne satisfaisant qu'à la condition de normalisation 


ww = 1. (23,10) 
Pour u = u*y° (y° étant défini par (21,20)), on a 


u,=(Vet+mu*, —Ve-—mu*(no)), 
u_)=(Ve—-muw'*(no), —Ve+muw'*), 


et on s'assure par multiplication que réellement u:)u+, = + 2m. 
Dans le référentiel de repos, c’est-à-dire pour € = m, on a 


= Vin(S), Vi). (23,12) 


c'est-à-dire que w représente précisément le spineur tridimensionnel 
auquel se réduisent les amplitudes de chacune des ondes à la limite 
non relativiste. Notons que dans le référentiel de repos ce sont les 
deux premières composantes du bispineur u-, qui s’annulent et non 
les deux secondes. Cette propriété dont jouissent les solutions des 
équations de Dirac de « fréquences négatives » est évidente a priori: 
en posant dans (23,7) p—0 et en remplaçant e par —m, on obtient 
1 


(23,11) 


L’amplitude de l’onde plane comporte une quantité à deux com- 
posantes arbitraire. Autrement dit, pour une impulsion donnée il 
existe deux états indépendants différents qui répondent à deux va- 


1) Mais en représentation spinorielle on a £ — —n au lieu de la relation 
= 1 Valable dans le référentiel de repos pour les solutions de « fréquences po- 
sitives ». 
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leurs possibles de la projection du spin. Dans ces conditions la pro- 
jection du spin sur un axe z arbitraire ne peut cependant avoir une 
valeur déterminée. Cela résulte du fait que l’hamiltonien de la par- 
ticule de p déterminée (c’est-à-dire la matrice À = ap + fm) ne 
commute pas avec la matrice Z, — —ia,a,. Toutefois, conformé- 
ment aux affirmations générales énoncées au $ 16, l’hélicité À, pro- 
jection du spin sur la direction de p, se conserve : l'hamiltonien com- 
mute avec la matrice n£. 

Aux états d’hélicité correspondent des ondes planes pour lesquel- 
les le spineur tridimensionnel w = w{A (n) est la fonction propre 
de l'opérateur no: 


+ (n0) w0 = Auf). (23,13) 
Sous la forme explicite ces spineurs s'expriment par 
e-\9/2 cos + 
uXA=1/2) — . 
eiv/2 sin © 
2 
| 1-0 
._—e7is2 sin = N 

uXè=- 1/2) — 8 ; (23,14) 

eiv/2 COS 


où 6 et œ sont respectivement l'angle polaire et l'azimut de la direc- 
tion de n par rapport aux axes fixes zyz !). 

Un autre choix possible de deux états indépendants d’une parti- 
cule libre possédant un p donné (procédé plus simple mais moins sug- 
gestif) correspond à deux valeurs de la projection z du spin dans le 
référentiel de repos; nous noterons cette projection o. Les spineurs 
correspondants s'écrivent alors: 


uxo=1/2) — à | .  u{o=-1/2) — : | ; (23,15) 


Comme deux solutions linéairement indépendantes de « fréquences 
négatives » nous choisirons des ondes planes dont les spineurs tridi- 
mensionnels sont 


uio) = — ojut-0) = 2oiut0) (23,16) 


(le sens d’un tel choix sera expliqué au $ 26). 
On peut également trouver une représentation telle que dans tout 
référentiel (et non seulement dans celui de repos) l’onde plane ne 


1) La solution des équations (23,13) admet la multiplication par un facteur 
de phase arbitraire, ce qui est lié à la possibilité d'effectuer une rotation quelcon- 
que autour de la direction de n. 


ge 
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comporte que deux composantes répondant à des valeurs déterminées 
de la même caractéristique physique qui est la projection du spin 
dans le référentiel de repos (L. Foldy, S.A. Wouthuysen, 1950). 

En partant de l'amplitude u, dans la représentation standard 
(23,9), cherchons une transformation unitaire aboutissant à une telle 
représentation sous la forme 


où W est une quantité réelle; comme y* = —, on a automatique- 
ment U* — U”!. En développant en série et en tenant compte que 
(yn)* = —1, mettons U sous la forme 


U = cos W + ÿn sin W 


{cf. le passage de (18,13) à (18,14)). La condition que les deux secon- 
des composantes de l’amplitude transformée u;, doivent s’annuler 
permet de trouver 

te W — \pl 


m—+e ? 
si bien que 
y À "te (vo) pl 


V 2(e+m) 
Dans la nouvelle représentation 
—/{w 
u, = V 2e | 0 | . (23,17) 


Dans cette représentation, l’hamiltonien de la particule prend la 
forme 
H' =U (œp+ Bm) U-1 = pe (23,18) 


(toutes les matrices B, æ&, y étant en représentation standard). Cet 
hämiltonien commute avec la matrice 


Day (0 .) 
0 os 


qui est dans la nouvelle représentation l'opérateur de quantité 
conservatrice, de spin dans le référentiel de repos. 


$ 24. Ondes sphériques 


Les fonctions d’onde des états d’une particule libre (de spin !/,) 
dont le moment cinétique a des valeurs déterminées j sont des ondes 
sphériques spinorielles. Déterminons leur forme. Commençons par 
rappeler des formules analogues établies en théorie non relativiste. 
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La fonction d'onde non relativiste est un spineur tridimension- 
nel = (Ÿ) Pour un état caractérisé par des valeurs déterminées 


de l'énergie e (et donc de l’impulsion p')), du moment orbital L, 
du moment cinétique total ; et de sa projection m, la fonction d’onde 
est de la forme 


P= Ru (r) Gyrm (8, P): (24,1) 


Sa partie angulaire Q@;,, sont des spineurs tridimensionnels dont les 
composantes (pour deux valeurs j = L + !/, possibles pour un L 
donné) sont données par les formules 


( VE Fi | 


Qiyae, 1, m — 9 
LV Yan ) 


Ve 
7 2j+2 


Qu, 1, m = 
VE im | 


(voir III, $ 106, problème). Les spineurs Q,,,, seront dits sphériques. 
Ils sont normalisés par la condition 


( imQ tem d0 = 6j 6 Ôômme (24,3) 


(24.2) 
Yi, m-—1/2 


Pour ce qui est des fonctions radiales R,:, elles représentent le fac- 
teur général dans les deux composantes du spineur + et sont don- 
nées par la formule III (33,10): 


21p 
Ryi= VER is, (pr). (24,4) 


Elles sont normalisées par la condition 
\ T'R1R n dr = 2nô (p°— p). (24,5) 
0 
En revenant au cas relativiste, rappelons tout d’abord que pour 


une particule en mouvement les lois de conservation du spin et du 
moment orbital n'existent pas séparément: chacun des opérateurs 


set] pris séparément ne commute pas avec l’hamiltonien. Toutefois, 
la parité de l’état (pour une particule libre) se conserve toujours. De 
ce fait, le nombre quantique / perd son sens en tant qu’un nombre in- 


1) Au cours de ce paragraphe p désigne | p |. 
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diquant une valeur déterminée du moment orbital, mais il détermine 
(voir plus loin) la parité de l’état. 
Convenons de considérer la fonction d'onde cherchée (le bispi- 


neur) en représentation standard : Ÿ =| 2) Par rapport aux rotations 


@ et x se comportent comme des spineurs tridimensionnels. Cela 
signifie que leur dépendance angulaire s'exprime par les mêmes spi- 
neurs sphériques Q,,,. Soit ® «© Q,im, où / a une de deux valeurs 
(et une seule bien déterminée): j + !/, ou j — 1/,. Par inversion 
@(r)—æip(—r) (voir (21,18) et puisque Q;rm (—n) = 
= (—1)!" G;,, (n), il vient 


pr) —æi(—1) p(r). 

Quant aux composantes de #, elles se comportent dans l’inversion 
comme suit % (r) —> —ix (—r). Pour que l'état possède une parité 
déterminée (c’est-à-dire pour que toutes les composantes soient multi- 
pliées dans l’inversion par un même facteur) il est donc nécessaire 
que la dépendance angulaire de # soit donnée par le spineur sphéri- 
que @;,., ayant l’autre valeur (de deux possibles) de /: comme ces 
valeurs diffèrent par À, on a (—1)!" — —(—1)!. 

Puis, la dépendance radiale de et x sera déterminée par les mê- 
mes fonctions R,, et R,,- (avec des valeurs de / et L’ répondant à l'or- 
dre des fonctions sphériques qui entrent dans Q,,,). Cela résulte de 
ce que chacune des composantes de # vérifie l'équation du deuxième 


ordre (p° — m°) 7% = 0 qui a, pour une valeur donnée de |p{|,la 
forme 


(A+ p°) y=0, 


coincidant de façon formelle avec l’équation de Schrôdinger non rela- 
tiviste pour une particule libre. 
Ainsi, 
P — AR 1 jims X = BR 1Qjrems (24,6) 


et il ne reste qu’à déterminer les coefficients constants À et B. A cet 
effet, considérons une région éloignée où l'onde sphérique peut être 


assimilée ‘à une onde plane. D'après la formule asymptotique Ill 
(33,12) 


(or ZE EN LS 
Ru & + {e (pr > à (pr 1)} (24,7) 


de sorte que représente la différence de deux ondes planes qui se 
propagent dans les directions de + n (n = r/r). Pour chacune d'elles 
on a en vertu de (23,8) 


À 
X = tm (+ no) P. 
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De ce qui précède (formule (24,6)) il est clair que (no) Q,:n — 

= aQ jm, où a est une constante. Cette constante est facile à déter- 
miner si l’on compare les valeurs des deux membres de l'égalité pour 
m = !/, et la direction de n le long de l’axe des z. En faisant usage de 
(7, 2a), on trouve 


(no) jm = & 7 1Q jy (24,8) 
En comparant les deux dernières formules avec (24,6), on obtient 
e P 
B= — = À. 


Enfin, le coefficient À se détermine par la normalisation générale 
de 1. En normalisant 1 par la condition 


À Bimbo d2 = 2267 6urômmn 5 (p— p' (24,9) 
on trouve finalement 


1 | V'e+mRhQ;im 


TE ENT a , l'—2j—1 (24,10 
Vpjtm V2 = V'e . R 1 Qjim | ( ) 

Ainsi, pour des valeurs données de j et m (et de l'énergie e), il 
existe deux états qui se distinguent par leur parité. Cette dernière 
se détermine univoquement par le nombre / qui prend les valeurs 
j + !/,: l’inversion fait multiplier le bispineur (24,10) par i (—1)!. 
Mais les composantes de ce bispineur contiennent les fonctions sphé- 
riques des deux ordres L et L”, ce qui exprime que le moment orbital 
n’a pas de valeur déterminée. 

Lorsque r —+ , les ondes sphériques (24,7) peuvent être considé- 
rées dans toute petite région de l’espace comme des ondes planes 
d’impulsion p = + pn. Il est donc clair qu’en représentation impul- 
sionnelle les fonctions d’onde ne diffèrent de (24,10) pour l'essentiel 
que par l’absence de facteurs radiaux et par l'attribution à n du 
sens de direction de l'impulsion. 

Pour pouvoir passer directement à une représentation impulsion- 
nelle, il faut effectuer le développement de Fourier 


p(p')= À (nr) e-ivr dir. (24,11) 


Cette intégrale se calcule à l’aide de la formule exprimant le déve- 
loppement d’une onde plane suivant les ondes sphériques: 


co l 
D D Run Yim(2)Yim(T). (24,12) 


l=0 me! 


eipr — 
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Si l’on représente le facteur e-iPr de (24,11) sous la forme d'un tel 
développement et qu’on tient compte de (24,5) pour les composantes 
de Fourier de la fonction 


pr) = Rp (r) Qjm (=), 
on obtient 
vp)= PE 6 (D — p)E Yi (E-) | Qyum (2) Vin: (E) do. 


L'intégrale intervenant dans cette expression est égale aux coeffi- 
cients des fonctions sphériques apparaissant dans la relation de dé- 
finition (24,2) des spineurs sphériques; en combinaison avec le fac- 
teur Ym(p /p') elle forme de nouveau le même bispineur sphé- 
rique mais, cette fois-ci, de l’argument p'/p': 


p(p)= 6 (p° — p) iQ jm (L) - 


Si l’on applique ce Le à la fonction d'onde spinorielle (24,10), 
on obtient cette fonction en représentation impulsionnelle 


(2x)? Ve+mi-Qum(p'/p') 


s , = Ô ER — ——— 
Vpsim(p)=0(p — p) pV2z \Ve-—mi-"Q,.,,(p'/p') 


Les états |pjim) coïncident avec les états examinés au 8 16 
|pim |A |) (où IA | =’/,): les uns et les autres sont définis 
par des valeurs déterminées de pjm et de la parité. C’est pour cette 
raison que les spineurs peau Q;1m Sont liés de façon bien déter- 
minée aux fonctions D{? (tous les deux ont pour argument p/p). 
Lorsque p —+ 0, les none d'onde (24, 13) se réduisent aux spineurs 
tridimensionnels 2; dont la parité P =n (—1) (où n = à est 
la « parité intrinsèque » du spineur). La comparaison avec les résul- 
tats du $ 16 donne la formule suivante: 


Op = EVE (ut) on Æ W Dm) (24,14) 


). eus 


(pour ! = j + !/,), où wŸ sont les spineurs tridimensionnels (23,14). 


$ 25. Lien entre spin et statistique 


La seconde quantification du champ de particules de spin !/, 
(du champ spinoriel) s'effectue de la même manière que cela a été 
fait au $ 11 pour un champ scalaire. 

Sans reprendre tous les raisonnements qui y ont été développés, 
nous écrirons tout de suite les expressions pour les opérateurs de 
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champ qui sont parfaitement analogues aux formules (11,2): 


n 1 ; -ipx 2+ ipx 
p= » 2e (apoupoe "+ bpou-p_0€ 7"), 
po 


. RS | (25,1) 
Pa pv 2 7 (Go no8 Pt + boot po 9) 
po 


où la sommation est étendue à toutes les valeurs de l'impulsion 
p et à o — + !/,. Les opérateurs by d'annihilation d’antiparticu- 


les (de même que les opérateurs a, d'’annihilation de particules) 
figurent sous forme de coefficients des fonctions qui correspondent 
d’après leur dépendance des coordonnées (ef) à un état d'impulsion 
p')- 
Pour pouvoir calculer l’hamiltonien d’un champ spinoriel on n’a 
pas besoin de déterminer son tenseur d’impulsion-énergie (comme 
nous l’avons fait pour un champ scalaire) parce qu’il existe l’hamilto- 
nien de la particule à l’aide duquel on peut écrire l’équation d'onde 
(équation de Dirac) (21,12). L'énergie moyenne de la particule dans 
l’état défini par la fonction d'onde # est donnée par l'intégrale 


; Fe) A fe) 
| p* AH dir —i À pe ri \ vy° az. (25,2) 


Il est à noter que la « densité d'énergie » (l'expression sous le signe 
d'intégration) n'est pas ici une quantité définie positive. 

En remplaçant dans (25,2) les fonctions w et par les opérateurs 
Ÿ, en tenant compte de l'’orthogonalité des fonctions d'onde ayant 


p ou o différents l’une à l’autre, ainsi que de la relation u4p9Y°Uipo = 
— 2e pour les amplitudes d'onde, on obtient l’hamiltonien du 
champ sous la forme 


À = D e (055059 — bpob ao) (25,3) 
po 


Cette expression montre que dans le cas considéré la quantifica- 
tion doit se faire d’après Fermi: 


(apor 230} = 1, {bpor Bo} = 1: (25,4) 


1) Les unes et les autres fonctions répondent également aux mêmes va- 
leurs © de la projection du spin dans le référentiel de repos ; pour les fonctions 


Ÿ-p-0 Cela sera montré au & 26 (voir (26,10). 
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et que tous les autres couples d'opérateurs a, a +, b, b* anticommutent 
(voir III, $ 65). En effet, l’hamiltonien (25,3) se récrit alors sous la 
forme 


À = 5 e (aicape + bjobpo — 1). 


et les valeurs propres de l'énergie (déduction faite, comme toujours, 
de la constante additive infinie) sont égales à 


E =2 e (N 0 + Npo) (25,5) 


c'est-à-dire sont, comme il se doit, définies positives. Si la quantifi- 
cation était effectuée d’après Bose, on obtiendrait à partir de (25,3) 
des valeurs propres non définies positives, dénuées de sens 


D e (No — Np0)- 


Une expression, analogue à (25,5), 
P= 2 p (Woo + Npo) (25,6) 


s'obtient aussi pour l'impulsion du système, valeurs propres de 
l'opérateur | 'phez. 
L'opérateur de quadricourant est 


j" = pyep (25,7) 


et on obtient pour l'opérateur de « charge » du champ l'expression 
suivante 


0 — \ by bdir — ÿ (aÿoapo + bpobo) = D (Gp — bobos + 1), 
d 7 (25,8) 


« 


ses valeurs propres étant égales à 
Q— 2 (No — Np0)- (25,9) 


Ainsi, nous sommes de nouveau conduits au concept de particules 
et d’antiparticules auxquelles s'applique intégralement tout ce qui 
a été dit à ce sujet au $ 11. 

Mais si les particules de spin 0 sont des bosons, les particules de 
spin ‘/, sont des fermions. Si l’on examine l'origine formelle de cette 
différence, on constate qu'elle est due à la différence de caractère des 
expressions de la « densité d'énergie » pour des champs scalaire et 
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spinoriel. Pour un champ scalaire cette expression est définie posi- 
tive, si bien que dans l’hamiltonien (11,3) les deux termes (a*a et 
bb+) sont affectés de signe « + ». Pour que les valeurs propres de 


l'énergie soient positives, le remplacement de bb+ par b+b doit se 
faire dans ce cas sans changement de signe, c'est-à-dire d’après la 
règle de commutation de Bose. Par contre, dans le cas d’un champ 
spinoriel la « densité d'énergie » n’est pas une quantité définie posi- 


tive, de sorte que dans l’hamiltonien (25,3) le terme bb* se trouve af- 
fecté de signe « — » et donc pour obtenir des _valeurs propres positi- 


ves de l’énergie le remplacement de bb+ par b+b doit s’ accompagner 
de changement de signe, c'est-à-dire doit respecter la règle de commu- 
tation de Fermi. 

D'un autre côté, la forme de l'expression de la densité d'énergie 
est directement liée aux propriétés de transformation de la fonction 
d’onde et à la condition d'’invariance relativiste. On peut dire en ce 
sens que le lien entre le spin et la statistique qui gouverne les particu- 
les est, lui aussi, une conséquence directe de ces exigences. 

Du fait que les particules de spin !/, sont des fermions il résulte 
aussi une affirmation générale : toutes les particules de spin demi- 
entier sont des fermions et toutes les particules de spin entier sont 
des bosons (y compris l’assertion démontrée au $ 11 pour des parti- 
cules de spin O0) t). 

Ceci devient évident si l’on remarque qu'une particule de spin 
s peut être représentée comme « étant constituée » de 2s particules de 
spin !/,. Le nombre 2s est impair lorsque s est demi-entier et pair 
lorsque s est entier. Or, une particule « composite » est un boson si 
elle contient un nombre pair de fermions et un fermion si elle en com- 
porte un nombre impair *). 

Si un système est constitué de particules de différentes espèces, 
les opérateurs de création et d’annihilation doivent être introduits 
pour chacune de ces espèces. Dans ce cas les opérateurs associés à 
des bosons différents ou des bosons et fermions commutent l’un avec 
l'autre. Quant aux opérateurs relatifs aux fermions différents, dans 
le cadre de la théorie non relativiste, on pourrait considérer qu'ils 
commutent ou anticommutent (voir III, $ 65). Mais en théorie rela- 


1) L'origine du lien entre le pue d'une particule et la statistique à laquelle 

elle obéit a été établie par Pauli (194 
3) Dans ces raisonnements on entend dt e toutes les particules de même 
spin doivent obéir à la même statistique (quel que soit le procédé par lequel elles 
sont « formées »). Cela est confirmé par des raisonnements analogues. Par exem- 
ple, s'il existait des fermions de spin 0, on pourrait constituer à artir d'un fer- 
mion de spin 0 et un fermion de spin 1, une particule de spin 1/, qui serait un 
. n, ce qui est en contradiction avec le résultat général d montré pour le spin 
2° 
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tiviste qui admet des transformations réciproques des particules, il 
convient de considérer que les opérateurs de création et d'annihila- 
tion de divers fermions anticommutent de même que les opérateurs 
relatifs à divers états des mêmes fermions. 


Problème 


Trouver le lagrangien d'un champ spinoriel.  . | 
Solution. La fonction de Lagrange correspondant à l'équation de Di- 
rac, est donnée par une expression scalaire réelle 


L= + (you —2p-v bp) mp. (1) 


En considérant les composantes 4 et 1 comme des « coordonnées généralisées » 
qg, il est aisé de s'assurer que les équations de Lagrange (10,10) correspondantes 


coïncident avec les équations de Dirac pourpety. Le signe général du lagran- 
gien (de même que le coefficient général apparaissant dans son expression) est 
dans ce cas conventionnel. Puisque L contient linéairement les dérivées de 


yet de Ÿ, l'action S = | Ldiz ne peut pas présenter un minimum ou un Mmaxi- 
mum. La condition 6S = 0 ne détermine dans ce cas qu'un point stationnaire 


et non pas un extrémum de l'intégrale. 
On obtient le lagrangien du champ spinoriel en remplaçant dans (1) Ÿ 


Hs l'opérateur +. Si l'on applique à ce lagrangien la formule (12,12), on trouve 
‘opérateur de courant (25,7). 


$ 26. Conjugaison de charge 
et inversion des spineurs par rapport au temps 


Les facteurs Ÿ,, — upge * figurant dans (25,1) devant les 


opérateurs a sont des fonctions d'onde des particules libres (nous 
dirons des électrons) d’impuisions p et de polarisation oc: 


(ce) 
po — Ÿpo- 


Quant aux facteurs ÿ_,_, placés devant les opérateurs b,,, ils doi- 
vent être considérés comme des fonctions d'onde des positrons de 
mêmes p et 6. Mais il se trouve alors que les fonctions d'onde des élec- 
trons et des positrons sont exprimées en représentations bispinoriel- 
les différentes. Cela est clair parce que les fonctions w et ÿ présentent 
des propriétés de transformation différentes et leurs composantes vé- 
rifient des systèmes d'équations différentes. Pour remédier à cet 
inconvénient, il convient d'effectuer une transformation unitaire 


des composantes de ., -, telle que la nouvelle fonction à quatre com- 
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posantes satisfasse à la même équation que la fonction %,, !). 
C'est précisément une telle fonction que nous appellerons fonction 
d’onde du positron (d’impulsion p et de polarisation 0). En dési- 
gnant par U. la matrice de la transformation unitaire requise, écri- 
vons 


Vo = Uc-p-0. (26,1) 
L'opérateur C à l’aide de laquelle cette fonction s'obtient à partir 
de w-,»-, est appelée conjugaison de charge de la fonction d'onde 
(H.A. Kramers, 1937). Cette notion ne se limite certes pas à son appli- 
cation aux ondes planes. Pour toute fonction ÿ en général il existe 
sa «conjuguée de charge » 
Cyr) =Uc(t, r), (26,2) 
qui se transforme comme et satisfait à la mème équation. 
Les propriétés de la matrice Ue découlent de cette définition. Si 
+ est solution de l'équation de Dirac (yp — m)1 = 0,la fonction 
satisfait à l'équation 
p(ÿp+m)=0 ou (yp+m)p=0. 
En multipliant à gauche cette équation par U.: 


Ueypb+ mUcŸ=0, 


exigeons que la fonction U. satisfasse à la même équation que y: 


(vp — m) UC = 0. 


Le rapprochement entre ces équations donne la « relation de commu- 
tation » suivante entre U. et les matrices y“!): 


UC = — WU. (26,3) 


Puis, nous supposerons que les fonctions d'onde sont données en 
représentations spinorielle ou standard (nous ne reviendrons au cas 
général d’une représentation arbitraire qu’à la fin de ce paragraphe). 
En ces représentations 


2 1,3— __ 1,3 
SE pt — — y2. 


1) Pour des particules de spin 0 cette question ne se posait en général pas 
parce que les fonctions scalaires Ÿ et * sont gouvernées par une même équation 
et > coïncide tout simplement avec 4,. 

À Indiquons également l'égalité suivante qui en résulte : 


Uct=YUc. (26,3) 
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Alors les conditions (26,3) sont satisfaites par la matrice 
Uc = ncy*y° où nc est une constante arbitraire. De l'exigence 


C? = 1 il résulte que | nc |? = 1, de sorte que la matrice UV: 
se trouve définie au facteur de phase près. Dans ce qui suit nous choi- 
sirons Nc = 1, si bien que 


Uc= yy = —a,. (26,5) 
En remarquant aussi que 4 = p*y° — pap* = yt*, on peut écrire 
l'action de l’opérateur C sous la forme suivante: 

Che pp = v2p*. (26,6) 


Sous une forme explicite, la transformation (26,6) pour une repré- 
sentation spinorielle s'exprime par 


C:Et+— ins, ne > — ils, (26,7a) 

ou, ce qui revient au même, par 
C:E—in!, mer — ie". (26,7b) 
Pour les ondes planes ÿ:,, la transformation de conjugaison de 


charge est facile à effectuer si l’on utilise les expressions explicites 
(23,9) de ces ondes et la matrice U, en représentation standard: 


0 —5o 
UL = da? À 
e=(_, 76) (26,8) 
En remarquant que 
0ÿ0*= — 00; 


et en définissant u{0)’ suivant (23,16), on obtient 
Uou_p-0 =Upor Ucü-p-5 = Upo- (26,9) 
Ainsi, il vient 
Cb- pro = Ÿpo: (26,10) 
ce qui montre que les fonctions +-,-, figurant dans les opérateurs 


+ (25,1) avec les opérateurs b Pa répondent réellement aux états de la 
particule d’impulsion p et de polarisation ©. On voit également que 
les états électroniques et positroniques sont décrits par les mêmes 
fonctions : 

pa = Ÿpo — Ppo- 
Cela est tout à fait naturel, car les fonctions ,, ne portent l’infor- 
mation que sur l'impulsion et la polarisation de la particule. 
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On peut procéder de la même façon pour examiner l'opération 
d'inversion du temps. Le changement du signe du temps doit s’accom- 
pagner de la conjugaison de charge de la fonction d'onde. Pour 
qu’il en résulte une fonction d'onde « inversée par rapport au temps » 


(T) dans la même représentation que la représentation initiale de 


+, il faut encore soumettre les composantes de ÿ* (ou de %) à une 
certaine transformation unitaire. Ainsi, en procédant de la même 


façon que pour (26,2), représentons l’action de l’opérateur T sur Ÿ 
sous la forme 


T(tr)=Urp(—t,r), (26,11) 


où ÜU} est une matrice unitaire. 
Ecrivons de nouveau l’équation de Dirac vérifiée par vw: 


(iv ++iyv-m) v(t, r)=0, 
et l'équation pour : 
(iv +4v+m) ve, r) = 0. 


Effectuons dans la dernière équation la substitution {—> —t 
et multiplions à gauche par —U,, il vient 


(UT UV) PC 7) mUrŸ(— 1, = 0. 


Nous désirons que la fonction Uz 4 ( — t, r) obéisse à la même équa- 
tion que + (£,r): 


(ave + iv) Urb(— 2, 7) mU 7 P(— 1, r) = 0. 


Le rapprochement entre les deux équations montre que la matrice 
U}r doit satisfaire aux conditions 


Ur = YUr, Urÿ= —YUr. (26,12) 


Dans les représentations spinorielle et standard ces conditions sont 
satisfaites par la matrice !) 


Ur = iysyty. (26,13) 
Ainsi, l’action de l'opérateur T est donnée par la formule 
Dpt, r)= ip (— tr) = ivytpe(— tr). (26,14) 


1) Le choix du facteur de phase dans (26,13) est lié à celui dans (26,5) par 
des considérations indiquées dans la note au bas de la page 131. 
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Sous une forme explicite, cette transformation en représentation spi- 
norielle s'exprime par 


TEE, n.— ine* (26,15a) 
ou 
T':E, it", n— — in: . (26,15b) 
En représentation standard on a 
o, 0 
— À 16 
u=(s _,) (26,16) 


Cherchons le résultat de l’action sur Ÿ de toutes les trois opérations 
P, Tet C. A cet effet, écrivons successivement 


PRET ip (en), 
PTE = ip (PE) = Pre (4, 0), 
CPTY Er) = PPT = PPT VAE (— 4, — 7), 
ou 
CPT(t, r)= iySp(—t, —r). (26,17) 
En représentation spinorielle on a 
CPT :Et + — it, N. + in. (26,18) 
(il est facile de s’en assurer directement en considérant les règles 
de transformation (20,4), (26,7) et (26,15)) !). 
Les expressions écrites plus haut pour les matrices UL et Ur 
supposaient la représentation spinorielle ou standard de #. Propo- 
sons-nous de déterminer enfin celles des propriétés de ces expressions 


qui se conservent en représentation arbitraire de Ÿ. 
Si la fonction # subit une transformation untaire: 


p'=Ur, v'=UypU1, = 1Wp#p0"- pU* HU, (26,19) 
on obtient dans une nouvelle representation 


(Cv) -- U (Cp) = UV = UUc (VU) = UV ÜY". 


1) L'écriture CPT suppose que les opérateurs s'appliquent dans l'ordre de 
droite à gauche. Le signe général dans (26,17) et (26,18) dépend de cet ordre 


du fait que 7 ne commute pas avec C'et P (lorsqu'ils agissent sur un bispineur). 
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La comparaison avec la définition de la matrice UC dans la nouvel- 
le représentation ((C+)’ = Ucb') donne 


Us = UU, Ù. (26,20 


La transformation (26,20) ne coïncide avec la transformation des 
matrices y que pour des U réels. Cela signifie que l'expression (26,5) 
n'est valable que dans des représentations qui s’obtiennent à partir 
de la représentation spinorielle ou standard par une transformation 
réelle. 


La matrice (26,5) est unitaire et la transposition change son si- 
gne : 


UUi 1, Üc= —Ue (26,21) 


Ces propriétés sont invariantes par rapport à la transformation 
(26,20) et donc se manifestent dans toute représentation. La matri- 
ce (26,5) est aussi hermitienne (VU, = U6), mais cette propriété est 
dans le cas général troublée par la transformation (26,20). 

Ce que nous venons de dire (y compris (26,21)) s'applique inte- 
gralement aussi aux propriétés de la matrice U-. 

Dans l'appareil de la seconde quantification, les transformations 
C, P, T doivent être formulées pour les opérateurs 1 comme des rè- 
gles de transformation des opérateurs de création et d’annihilation 
de particules. Ces règles peuvent être établies en partant de ia con- 


dition que les opérateurs + transformés puissent être représentés 
sous la forme 


D (4, r)=Ucb(t, r), 
Pr) ipb(E, —r), (26,22) 
D r)=Urb(—t,r) 


(de même que cela a été fait au $ 13 pour des particules de spin O). 


Problème 


Trouver l'opérateur de NEA de charge en représentation de Majora- 
na (voir problème 2 du $ 21). 


olution. En représentation de Majorana la matrice UE s'obtient à 
partir de la matrice Uc = — «y en représentation standard par la transforma- 
tion (26,20) avec U — (a,+ B)/V 2 et est égale à VU. = a, (a, et B désignent les 
matrices de la représentation standard). En affectant d' in prime les quantités 
9—0596 
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en représentation de Majorana, on obtient CY' = U£(#'°8") et puisque B° = a, 
on a 


Ch'= ay (Ÿ'*ay)= ayayt =", 


ce qui montre que la conjugaison de charge est équivalente à la conjugaison 
complexe. 


$ 27. Symétrie intrinsèque des particules 
et des antiparticules 


La fonction d'onde d'une particule de spin !/, dans son référen- 
tiel de repos se réduit à un seul spineur tridimensionnel (nous le no- 


terons D). A l'attitude de ce spineur par rapport à l’inversion est 
liée la notion de parité intrinsèque de la particule. Toutefois (com- 
me il a été déjà montré au $ 19), bien que deux lois possibles de 
transformation des spineurs tridimensionnels (®°-—+> + i®*) ne 
soient pas équivalentes l'une à l’autre, l'attribution d’une parité 
déterminée au spineur n'a pas de sens absolu. Donc, demander quelle 
est la parité intrinsèque d'une particule de spin {/, prise séparément 
n’a pas de sens. Mais on peut parler de la parité intrinsèque relative 
de deux telles particules. 

A partir de deux spineurs (tridimensionnels) ® et (2) on peut 
composer un scalaire DOUX. Si c’est un scalaire vrai, on dit que 
les particules décrites par les spineurs donnés ont une même parité; 
si c’est un pseudo-scalaire, on dit que les parités intrinsèques des 
particules sont opposées. 

Montrons que les parités intrinsèques d'une particule et de son 
antiparticule (de spin !/, sont égales et de signes contraires (V. Be- 
restetski, 1948). 

A cet effet, remarquons que si l’on applique aux deux membres 
de la transformation P (19,5) (en représentation spinorielle) 


P:Ë—in, n. — it (27,1) 
. œ (e à 
l'opération C (26,7), on obtient 
netite, EC inc, 

c Q 
&) qui 
est le conjugué de charge du bispineur — ( : ] . Si l’on effectue une 
onjugaison complexe et déplace les indices, on trouve 


Pin: it", Ein. (27,2) 


où l'indice c désigne les composantes du bispineur 4° — ( 
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On voit que les bispineurs conjugués de charge se transforment par 
inversion suivant une même loi. 


Soient #° la fonction d'onde d’une particule (électron) et 
4°, la fonction d'onde de son antiparticule (positron). Cette derniè- 
re est un bispineur conjugué de charge d’une certaine solution de 
« fréquence négative » de l'équation de Dirac. Dans le référentiel de 
repos, chacune d'elles se réduit à un certain spineur tridimensionnel: 


g(ox ne ne _ tx. EtPie es no” — prx 


D'après (27,1) et (27,2), ces spineurs se transforment par inversion 
suivant la loi 


DT + iD°, (27,3) 


qui est la même pour ®* et @P). Quant au produit Œ? p), 
il change de signe, ce qui démontre l’assertion faite. 
Une particule est dite neutre vraie si elle coïncide avec son anti- 


particule ($ 12). L'opérateur champ de telles particules satisfait 
à la condition 


+ (é, r) sa ÿ° (4, r). 


Pour des particules de spin ?/, cela signifie les conditions (en repré- 
sentation spinorielle) ) suivantes: 


Et im, on. = — ils. (27,4) 


De même que toutes relations qui expriment des propriétés physi- 
ques quelconques, ces conditions sont invariantes par rapport à la 
transformation CPT ?). Il est facile de vérifier qu'elles sont en fait 
invariantes non seulement par rapport à la transformation CTP 
mais également dans chacune de ces trois transformations prises 
séparément. 


Nous avons convenu au 8 19 de définir l’inversion des spineurs 


comme une transformation pour laquelle P? — —-1 et nous nous som- 
mes conformés jusqu'ici à cette définition. Il est facile de voir que 
le résultat obtenu plus haut pour la parité relative des particules et 


antiparticules ne dépend pas, comme il se doit, du mode de définition 
de l’inversion. 


1) Dans la représentation de Majorana, la neutralité vraie signifie tout sim- 
plement l'hermiticité de l'opérateur Ÿ’ (voir problème du $ 26). 

2) Plus exactement, la transformation CPT doit être définie dans ce cas 
de telle sorte qu'elle laisse invariantes les relations de la forme (27,4). On y 
arrive par un choix convenable du facteur de phase dans la détermination de 
la matrice Ur (voir note au bas de la page 127). 


9e 
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Si l’inversion est définie par la condition ?* — 1, les expressions 
(27,1) seront remplacées par 


P:EÉ—- Mo > ET. (27,5) 


La fonction conjuguée de charge se transforme dans ce cas suivant 
la loi 


ca c (4 
> —1}s. ne ——ET, 
œ œ 


qui ne diffère de (27,5) que par le signe. D'une manière corrélative, 
les spineurs tridimensionnels ® se transformeront suivant 


qex Lis pt prx RUE pPxa 


de sorte que le produit D @? sera de nouveau un pseudo-scalaire. 

La seule différence possible entre les conséquences physiques des 
deux conceptions d'’inversion consiste en ce qu'avec la définition 
(27,5) la condition de neutralité vraie du champ ne serait pas inva- 
riante par rapport à cette transformation (ou à la transformation 
CP); elle changerait le signe relatif des deux membres de l'égalité 
(27,4). En fait, on ne connaît pas de particules de spin !/, neutres 
vraies et on ne peut pas dire à présent si la différence sus-indiquée 
entre les deux définitions de l'inversion a une signification physique 
réelle !). 


Problème 


Trouver la parité de charge du positronium (ensemble hydrogénoïde formé 
d’un électron et d’un positron). 

Solution. La fonction d'onde de deux fermions doit être antisymétri- 
que par rapport à une permutation simultanée des coordonnées des spins et des 
variables de charge des particules (cf. problème du $ 13). La permutation des pre- 
mières multiplie la fonction par (—1)!, des secondes, par (—1)'*S (où S—0 
ou 1 est le spin total du système) et des troisièmes, par C cherché. De la condi- 
tion (—1)! (—1) *$C = —41 on déduit 


C=(—1)+sS. 


Les parités intrinsèques de l'électron et du positron étant de signes contraires, 
la parité spatiale du système P = (—1)!*! et la parité combinée CP = (—1)$#. 


1) L'équivalence incomplète des deux définitions de l’inversion a été in- 
diquée par G. Racah eu 1937. 
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$ 28. Formes bilinéaires 


Considérons les propriétés de transformation de diverses formes 
bilinéaires qu'on peut constituer à partir des composantes des fonc- 
tions + et w*. De telles formes et notamment le quadrivecteur den- 
sité de courant (21,11) ont en général une grande importance en mé- 
canique quantique. 

Etant donné que les fonctions + et p* comportent chacune quatre 
composantes, on peut construire à partir d'elles 4-4 — 16 combinai- 
sons bilinéaires indépendantes. La classification de ces quantités 
d'après leurs propriétés de transformation résulte a priori des modes 
de multiplication, indiqués au $ 19, de deux bispineurs quelconques 
(qui sont représentés dans ce cas par des fonctions + et #*). À savoir, 
on peut composer un scalaire (nous le noterons S), un pseudo-scalai- 
re (P). un spineur mixte du deuxième rang équivalent à un quadri- 
vecteur vrai VF (4 quantités indépendantes), un spineur mixte de 
rang 2 équivalent à un pseudo-quadrivecteur A (4 quantités) et 
un bispineur de rang 2 équivalent à un quadritenseur antisymétri- 
que 7° (6 quantités). 

Sous la forme symétrique (pour toute représentation de ) 
ces combinaisons s'écrivent 


S=vt, P=ibyy, 
VA = y, A = pyéysp, TE = iponv, (28,1) 


HV = (y — pv) = (a, iE) (28,2) 


(les composantes étant énumérées dans (28,2) d'après (19,15)) !). 
Toutes les expressions écrites ci-dessus sont réelles. 

La nature scalaire de S et pseudo-scalaire de P est montrée par 
leur représentation spinorielle : 


S—E*n+n*é, P—i(E*n-nfEe), 


ce qui correspond précisément aux expressions (19,7) et (19 8). Le 
caractère vectoriel des quantités V4 devient évident après cela à 
partir de l'équation de Dirac; en multipliant à gauche l'égalité 


PuY"Ÿ = my par Ÿ, on obtient 
(Pa ve )= mp: 


1) Pour une transformation unitaire de (changement de représentation) 
on a 


Ÿ — Uyÿ, y — UyUr1, Ÿ— pU-1 
et l’invariance des formes bilinéaires par rapport à de telles transformations 
est évidente. 
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puisque le second membre de cette égalité est un scalaire, le premier 
membre doit l'être lui aussi. 

La règle à suivre pour former les quantités (28,1) est évidente: 
elles se forment comme si les matrices y constituaient un quadrivec- 


teur, y5 était un pseudo-scalaire et + et + placés de part et d'autre 
des matrices constituaient un scalaire !). L’absence de formes bili- 
néaires présentant le caractère d'un quadritenseur symétrique, qui 
résulte clairement de la représentation spinorielle, découle égale- 
ment de cette règle: la combinaison symétrique de matrices étant 
vHyY + yvyk = 2g#v, une telle forme se réduirait à un scalaire. 

Les formes bilinéaires en seconde quantification s’obtiennent en 
remplaçant par les opérateurs ÿ les fonctions 14 apparaissant dans 
(28,1). Pour plus de généralité, nous supposerons que deux opéra- 
teurs + sont relatifs à des champs de particules différentes ; pour les 
distinguer, nous les assortirons des indices a et b. Déterminons com- 
ment de telles formes opératorielles se transforment par conjugaison 
de charge. En remarquant que *) 


PUY, = UE, (28,3) 


on obtient par application de (26,3) et (26,21) 


=c A C A Ras EN 7 en A — 
Va Do — PaUEU ce = — PU UC = — Yi, 
=c °C A 2 A ” = a m2 
Ya Y'YŸb — YaUC PUcŸs DEEE YaUc PU ce = Yo v"Ÿe: 
En vertu de la règle de commutation de Fermi, la remise des opé- 
rateurs dans l ordre initial (pb) à gauche de Ÿ aura pour résultat le 
changement du signe du produit (et en outre, l’apparition de termes 
indépendants de l’état du champ, que nous omettons de même qu'aus 
$ 13). Ainsi il vient 
cic. =. =C ,2C Pr 
Va Vo = Pros Va Pb = — VE Va: 
1) La « psoudo-scalarité » de y’ correspond elle-même à ces règles puisque 
i 
= exuvoY VV 
3) Pour déduire la seconde égalité de la première, écrivons 


Ce. À 


PLUS (be) = PUS = — DU EP = PU ED = Ut 


(on a utilisé (26,3), (26,21) et l'hermiticité de y°). 
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Eu transformant d'une manière analogue toutes les autres formes, on 
trouve pour la conjugaison de charge !) 


a Æ 


PS ES Eu En 
Sir + Spa Po —+ Pa: Vo —+ — Via 


C: (28,4) 
Am AU, TH TV, 


On procède de la mème façon pour établir le comportement des 
mêmes formes dans l'inversion du temps. Ce faisant, on ne devra pas 
oublier (voir $ 13) que cette opération est liée au changement de 
l'ordre des opérateurs. si bien que par exemple 


= ST  °T-T 
(Ye) en Vo V'a . 
En \ introduisant 


EU = Ur. (28,9) 
on obtient 


(Lube)? DOS pÜrUr Va — bUrUT Ÿa + Vobs- 


En traitant de la mème façon les autres formes, on obtient 


CRETE Pay —+ — Pyar (po, Vu — (P°, — Vos 
T - (28,6) 


(40. Abu (40. — Abons TE = (p, ak > (P, — au 


(où p. a sont des vecteurs tridimensionnels équivalents aux composan- 
tes de THY suivant (19,15)). 

Pour l’inversion spatiale, compte tenu du caractère tensoriel 
des quantites *), on obtient 
Sub Ed Sub PA Éd Po: (yo, Vhub Fe (Vo, LE Vhabs 
1: (28,7) 

(A9, Aip — (— A9, Ah, ab == (p, a), —(—p, a)us- 
1) On remarquera que pour des formes bilinéaires composées à partir des 


fonctions 1: (et non des opérateurs +), les transformations (28,4) seraient de signe 


contraire parce que le retour à l'ordre initial des facteurs 1 et 4 ne serait pas 
accompagne du changement de signe. 

:) Pour éviter tout malentendu, rappelons que les transformations 7 et P 
exigent aussi le changement des arguments de la fonction ; les seconds membres 
(formes transformées dans (28,6) et (28,7)) sont des fonctions respectivement de 


aT —(—1+, r). rPa=(t, — Fr) 


si Jes premiers membres sont des fonctions de r = ({, r). 
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Enfin. l'application simultanée de toutes les trois opérations laisse 


A A 


inchangés tous les S,4,, Pas. TH mais change le signe de tous les 


Vh,. Ah,, ce qui correspond précisément au sens de cette transforma- 
tion en tant que quadri-inversion: comme la quadri-inversion est 
équivalente à une rotation du quadrisystème de coordonnées, il 
n'existe aucune différence par rapport à cette inversion entre les 
tenseurs vrais et les pseudo-tenseurs de tout rang. 

Considérons les produits deux à deux des formes bilinéaires cons- 
tituées de quatre fonctions différentes #%, 4". #°, p“. Le résultat 
obtenu sera différent selon les paires de ces fonctions, qui sont multi- 
pliées l’une par l'autre. Il se trouve pourtant que chacun de tels pro- 
duits peut être ramené à des produits de formes bilinéaires avec des 
paires fixes de facteurs (W. Pauli, M. Fierz. 1936). Proposons-nous 
d'établir la relation qui sert de base pour une telle réduction. 

Envisageons un ensemble de matrices à quatre rangées 


1, y5, yh, iyy, ion (28.8) 
(où 1 est une matrice unité).En numérotant ces 16 ( — 1 + 1 -;. 4 -- 
+ 4 -- 6) matrices dans un ordre déterminé quelconque, désignons- 
les par y4 (4 = 1, ..., 16), et les mêmes matrices avec des indices 
quadritensoriels (u, v) inférieurs par ÿ,. Ces matrices présentent les 
propriétés suivantes: 


Try4=— 0 (y4 % 1). 
Viva = 1, . Trytys = 68. (28.9) 


En vertu de la dernière de ces propriétés les matrices y“ sont 
linéairement indépendantes. Comme leur nombre est égal au 
nombre (4-4) d'éléments d'une matrice à quatre rangées, les matri- 
ces y4 constituent un système complet suivant lequel on peut 
décomposer toute matrice à quatre rangées l': 


Te Dicuyt, ca Tryal, (28,10) 
A 


ou encore, sous forme développée avec des indices matriciels (é. 
k = 1,2,3,4): 


] 


1 
Paz + D TimVA Vie 


A 
En supposant, en particulier, que la matrice F n’a qu’un seul élé- 
ment non nul (F,,), on obtient la relation cherchée (« condition de 
complétude ») 


1 
6i10xm = 4% > Vin Vr (28,11) 
A 
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En multipliant les deux membres de cette égalité par FT, 
on obtient 


Ge) GE) = LD rad) Cv). (28,12) 
A 


C'est une des égalités du type indiqué plus haut : elle réduit un pro- 
duit de deux formes bilinéaires scalaires à des produits des formes 
constituées d’autres paires de facteurs !). 

D'autres égalités de ce type peuvent s'obtenir à partir de 
(28, 12) si l’on effectue les substitutions 


| net 24 US Line à 2 
et utilise le développement 


VAE = DicRvr, CR=- + Tr yÉvEyr 
R 


(voir problème à la fin du paragraphe). 

Indiquons encore, en vue des références ultérieures, une relation 
pour les matrices à deux rangées, analogue à (28,11). Le système 
complet de matrices à deux rangées, linéairement indépendantes, 
O4 (A — 1, ..., 4) est constitué par 


1; 0:::0:: 02: (28,13) 
Pour ces matrices on a 
Troi=0 (011), 


1 28,14 
3 IrooP = Os ) 
La condition de complétude s'écrit sous la forme 
Î ; { 1 
OcÔ8e 9 > OapOËY = Op + T7 (OP 07 EN (28, 19) 
A 
(où &, B, ...—1, 2) ou encore 
1 3 ’ 
CcBO y — — ZT OrvOor + ci OnÔ88: (28,16) 


1) Rappelons pour éviter tout malentendu qu'on a ici en vue des formes 
composées des fonctions * Pour des formes constituées des opérateurs , qui 
anticommutent, le signe de la transformation serait inversé. 
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Problème 


Etablir les formules, analogues à (28.12), pour les produits scalaires de deux 
jormes bilinéaires P, V, À, T. 
Solution. Désignons 


Js=(papt) (Ecyd),  Jp= (payé pt) (hey), 
Je (ay) (vatd). Ja (Div) (F'rirépd), 
Jr = (Y'a "b) (P''ouvtd), 


et par les mêmes lettres avec prime les mêmes produits avec ft ety4 permutés. 
En appliquant le procédé décrit dans le texte, on obtient 


4Js =Js +Jv + Jr +Ja + JP, 


AJ —4Js—2Jv L2J 4 —4Jp. 
AJ =60JSs —2Jr -- GJ p. 
4J4=4Js- Jr — 2J 1 — 4J p. 


4J5=Js —Jv : Jr --JA +JP 


la première ligne s'obtient par la formule {28.12)). 


$ 29. Matrice de densité de polarisation 


La dépendance de la fonction d onde + qui décril un mouvement 
libre d'impulsion p (une onde plane) vis-à-vis des coordonnées se 
réduit au facteur général e'Pr, alors que l'amplitude u,, joue le rôle 
de la fonction d'onde de spin. Dans un tel état (pur) la particule est 
totalement polarisée (voir 111, $ 59). En théorie non relativiste, ce- 
la signifie que le spin de la particule a une direction déterminée dans 
l'espace (ou plus exactement, qu il existe une direction le long de 
laquelle la projection du spin a une valeur déterminée égale à 
-- 1). En théorie relativiste, une telle caractéristique de l'état 
dans un système de référence arbitraire est impossible par suite de la 
non-conservation du vecteur spin (mentionnée déjà au $ 23). La pu- 
reté de l’état signifie seulement que le spin a une direction détermi- 
née dans le référentiel de repos de la particule. 

Dans un état de polarisation partielle il n'existe pas d'amplitude 
déterminée : un tel état se caractérise seulement par une matrice de 
densité de polarisation par (i, # = 1, 2, 3, 4 sont des indices bispino- 
riels). Nous définirons cette matrice de telle sorte qu'à l'état pur 
elle se réduise aux produits 


Ceci étant, la matrice p est normalisée par la condition 
Trop = 2m (29,2) 


(cf. (23,4)). 
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A l'état pur la valeur moyenne du spin se détermine par la quan- 
tité 


- 4 1 1 — 
s—+ | DZ pr ULEÈU,— Up ZUp- (29,3) 


L'expression correspondante pour un état de polarisation partielle 
est la suivante: 


“ 1 1 
s—— Tr (ov° x) = — Tr(pysy). (29,4) 


Les amplitude Ups Up satisfont aux systèmes d'équations algé - 
briques 


(yp— mur ==0, u»(yp —m) = 0. 
Par conséquent, la matrice (29,1) obéit aux équations 
Gp —m)p = p(vr —m)= 0. (29,5) 


La matrice de densité doit obéir à «e telles équations linéaires aussi 
dans le cas général d’un état mixte {par rapport au spin) (cf. conclu- 
sion analogue dans III, $ 14). 

Si une particule libre est considérée dans son référentiel de repos, 
la théorie non relativiste lui est applicable. Mais dans cette théorie 
l’état de polarisation partielle est entièrement déterminé par trois 
paramètres qui sont les composantes du vecteur valeur moyenne 


du spin 8 (voir III, $ 59). Il est donc clair que les mêmes paramètres 
définiront aussi l’état de polarisation après toute transformation de 
Lorentz, c’est-à-dire l’état d'une particule en mouvement. 

Désignons par & le double de la valeur moyenne du vecteur spin 
dans le référentiel de repos (à l’état pur | & | — 1 et à l’état mixte 
| G|1<<1). Pour une description quadridimensionnelle de l’état 
de polarisation il est commode d'introduire un quadrivecteur ah 
qui coïncide dans le référentiel de repos avec le vecteur tridimension- 
nel &; puisque & est un vecteur axial, a“ est un pseudo-quadrivec- 
teur. Ce quadrivecteur est orthogonal à une quadri-impulsion dans 
le référentiel de repos (où a“ — (0, &), p# — (m, 0)), de sorte qu'on 
a pour un système de référence quelconque 


ahp,, = (0. (29,6) 
Dans un référentiel quelconque on aura également 
a,ah= — C2. (29,7) 


Dans un référentiel où la particule se déplace à la vitesse v — 
— p/e, les composantes du quadrivecteur ak peuvent être déterminées 
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en effectuant la transformation de Lorentz à partir du référentiel de 
repos. Elles ont pour valeur 


a 1Plt, ati, a=<t (29,8) 


où les indices || et | désignent les composantes des vecteurs 6 et a 
parallèles et perpendiculaires à la direction de p !). Ces formules peu- 
vent s'écrire sous forme vectorielle 


2 
a+, cn, aeg+E (09 
Considérons d'abord l’état non polarisé (£ — 0). Dans ce cas la ma- 
trice de densité ne peut contenir comme paramètres que la quadri- 


impulsion p. La seule forme d'une telle matrice obéissant aux équa- 
tions (29,5) est la suivante: 


+ (yp+m) (29,10) 


(].E. Tamm, 1930, H.B.G. Casimir, 1933). Le coefficient constant 
est choisi conformément à la condition de normalisation (29,2). 

Dans le cas général de polarisation partielle (à & 0), cherchons 
la matrice de densité de la forme 


zx (WP+m)p' (vr+m), (29,11) 


qui vérifie automatiquement les équations (29,5). Pour & = 0, la 
matrice auxiliaire p” doit se réduire à la matrice unité; comme 


(vp + m)° = 2m (yp + m), 


(29,11) coïncide avec l'expression (29,10). Puis, cette matrice doit 
contenir linéairement le quadrivecteur a comme paramètre, c'est- 
à-dire être de la forme 


— 1 — Aÿ (ya), (29,12) 


1) En mécanique relativiste, les com ntes du vecteur spin moyen s (de 
même que celles de tout moment) sont, d’après leurs propriétés de transforma- 


tion, les composantes spatiales d'un tenseur antisymétrique SH. Le quadrivec- 
teur a est lié à ce tenseur par la relation 


SAu — _ eMVPo,,p "a a — + eÀUVP SioPs: 


Soulignons que dans un référentiel arbitraire la partie spatiale a du quadrivec- 
teur a ne coïncide pas avec le vecteur 2s. Il est facile de voir que 


Be Qe—é PDG ina. 
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où dans le second terme figure le produit scalaire du pseudo-vecteur 
a par le « pseudo-quadrivecteur matriciel » y*y. Pour déterminer le 


coefficient À, écrivons la matrice de densité dans le référentiel de 
repos : 


p= + (1+ v9) (14 Ave) (1 + 79) = 5 (1 + 79) (1 + Av) 


et calculons à l’aide de (29,4) la valeur moyenne du spin. En appli- 
quant les règles énumérées au $ 22, on trouve sans peine que le seul 
terme non nul apparaissant dans la trace cherchée est le suivant: 


28 — Tr (PYY) = — L Tr ((v6) v) = AS. 


En égalant cette expression à £, on obtient À — 1. L'expression dé- 
finitive pour p est établie en introduisant (29,12) dans (29,11) et en 


permutant les facteurs p” et (Yp + m); a et p étant orthogonaux, le 
produit Yÿp anticommute avec ya: 


(va) (vp) = 2ap — (yp) (ya) = — (vp) (va) 


et donc commute avec y° (ya). 


Ainsi, la matrice de densité d'un électron partiellement polarisé 
a pour expression 


p=+(vp+m) [1 — y (ya)] (29,13) 


(L. Michel, AS. Wightman, 1955). Si la matrice p est connue, le 
quadrivecteur a qui caractérise l’état (et avec lui le vecteur &) peut 
être calculé au moyen de la formule 


ah — _ Tr (py°y#). (29,14) 


Les formules exprimant la matrice de densité du positron sont 
tout à fait analogues aux formules pour l'électron. Si nous décri- 
vions le positron (de quadri-impulsion p) par son amplitude up°s) et 
Ja matrice de densité p{Pos) définie conformément à cette amplitude, 
il n’y aurait en général aucune différence entre le cas du positron et 
celui de l'électron et la matrice p(P°5) serait donnée par la même for- 
mule (29, 13). Mais en pratique, en calculant les sections efficaces 
des processus de diffusion avec participation des positrons, on est 
amené à considérer (comme nous le verrons plus loin) non les u(pos) 
mais des amplitudes de « fréquence négative » u_,. Par voie de con- 
séquence, la matrice de polarisation (nous la noterons pl)) doit 


être définie de telle sorte que pour l’état pur elle se réduise à u_,;u_r- 
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Suivant (26,1), l'amplitude positronique uP®) — Ucu.». Inverse- 
ment, 
u_, = UçuP”), 


(cf. (28,3)). Si 


U_) = Us (POS) _ UP 


( 
p (pos) — u pos}, (pos) 


(—) _ TA 
Dir = U_p;lph) Upk ? 


on obtient à l’aide de ces formules 


po) = U proUs. (29,15) 


En y portant au lieu de ptros) l'expression (29, 13) et en effectuant 
quelques transformations simples (à l’aide de (26,3) et (26,21)), on 
obtient 


p= + (yp— m) 11 — ÿ (va)]. (29,16) 
En particulier, pour un état non polarisé on a 
1 
pO=-(vp-m). (29,17) 


Par la suite, en parlant des matrices de densité positroniques, nous 
aurons en vue les matrices p{”}, mais leur indice (—) sera omis (quant 
aux matrices p(P°%), elles ne seront pratiquement pas utilisées). 

Souvent, en faisant divers calculs, nous aurons à moyenner sur 


les états de spin les expressions de la forme uFu (= u;Fyu,), où 
F est une certaine matrice (à quatre rangées) et u, l'amplitude bispi- 
norielle d’un état de quadri-impulsion p déterminée. Un tel moyen- 
nage est équivalent au remplacement des produits w,u, par la matri- 
ce de densité p,; d'un état partiellement polarisé. 

En particulier, un moyennage complet sur deux états de spin 
indépendants est équivalent au passage à un état non polarisé; 
dans ce cas on a en vertu de (29,10) 


LD uFup=+(vp+m)F. (29,18) 
polar 


D'une manière analogue, pour les fonctions d'onde de fréquence né- 
gative on a 


LD upFup=s Tr(vp-m)F. (29,19) 


polar 


Si, au lieu du moyennage, on effectue la sommation sur les états de 
spin, le résultat obtenu sera deux fois plus grand. 

Regardons comment la matrice de densité (29,13) prend à la li- 
mite son expression non relativiste. A cet effet, passons au référen- 
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tiel de repos de l’électron. En représentation standard des fonctions 
d’onde, dans ce référentiel les amplitudes u, deviennent des quanti- 
tés à deux composantes; la matrice de densité doit donc elle aussi 
comporter deux composantes. En effet, dans le référentiel de repos 
on a 


p= + (p+ 1) (1 — viv8), 


et, en faisant usage des expressions (21,20) et (22,18) pour les matri- 
ces y, on trouve 


P 1 0 
p= Een" Ë o) 5  Pnonra—m (1 + 0) (29,20) 
(où les zéros désignent les matrices nulles à deux rangées). Si au lieu 
de la normalisation de la matrice de densité à 2m on adopte la nor- 
malisation à l'unité (Trp,on re = 1) qui est d'usage en théorie non re- 
lativiste, cette expression doit être divisée par 2m, ce qui donne 


+ (1+ 0) 


conforme à III (59,4), (59,5). 
On obtient de même pour la limite non relativiste de la matrice 
de densité positronique : 


0 0 
p = (  _. ) *  Pnonre! = — M (1 + 0$). 


Enfin cherchons une expression simplifiée pour la matrice de 
densité dans le cas ultrarelativiste. En posant dans (29,8) |p | = 
= € (en négligeant par là même les quantités de petitesse relative 
(m/e) ©), en introduisant ces expressions dans (29,13) ou (29,16) et 
en prenant la direction de p pour l’axe des x, on peut écrire 


p=+ le(y— y) + mm] 1-5 (V9 Gt Bavi) |, 


où le signe supérieur se rapporte au cas de l’électron et le signe infé- 
rieur à celui du proton. Lorsqu'on développe le produit, ses termes 
principaux disparaissent et les termes d'ordre suivant donnent 


1 
p=Ze(y — Y!) [1 — y (+ bu + 61V1)l 
ou, en revenant à l'écriture de € (y° — y!) sous forme de yp: 
1 
p=(vp)l1— SE Lu +61%1)]. (29,21) 


Telle est l'expression cherchée de la matrice de densité dans le 
cas ultrarelativiste. On notera que toutes les composantes du vecteur 
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polarisation & y interviennent sur un pied d'égalité comme des ter- 
mes d’un même ordre de grandeur. Rappelons que &, est la compo- 
sante de ce vecteur, parallèle (pour &, => 0) ou antiparallèle (pour 
&n < 0) à l'impulsion de la particule. En particulier, pour un état 
d'hélicité de la particule &y = 2ÀA = + 1; dans ce cas la matrice 
de densité prend une forme particulièrement simple: 


p= + (vp) (4 + 2Ay), (29,22) 


qui coïncide, comme il se doit, avec la forme de la matrice de densité 
du neutrino ou de l’antineutrino — particule de masse propre nulle 
et d'hélicité déterminée (voir ci-dessous $ 30). 


$ 30. Fermions à deux composantes 


Nous avons vu au $ 20 que la nécessité de décrire une particule 
de spin ?/, par deux spineurs (E et n) est liée à la masse de la particu- 
le. Cette cause disparaît si la masse propre de la particule est nulle. 
L'équation d'onde décrivant une telle particule peut être établie à 
l’aide d'un seul spineur, par exemple, du spineur d'indice pointé 
1: 


psên, —=0, (30,1) 
ou, ce qui revient au même, 
(Po+ po) n= 0. (30,2) 


Au $ 20 il a été également indiqué qu'une équation d'onde que 
contient la masse m se trouve automatiquement symétrique par rap- 
port à l'inversion (transformation (20,4)). Or, lorsque la particule 
est décrite par un seul spineur, cette symétrie ne se conserve pas. 
D'ailleurs, cette symétrie par rapport à l'inversion n’est pas néces- 
saire parce qu'elle n’est pas une propriété universelle de la nature. 

L'énergie et l'impulsion d'une particule de masse m = 0 sont 


liées par la relation € — | p |. Aussi, pour une onde plane (n, — 
= e7"?*) l'équation (30,2) donne-t-elle 
(no)Np= — Up (30,3) 


où nest le vecteur unitaire porté par le vecteur p. Une équation de 
même forme 


(n6) np = —1-p (30,4) 


est aussi valable pour une onde de « fréquence négative » (n-, — 
me 7 iPz). 
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En seconde quantification l'opérateur a pour expression 


n— > (npap+1-bt), 1'— D (nSaÿ+n°,b,). (80,5) 


11 en résulte comme à l'ordinaire que n°, sont les fonctions d'onde 
de l'antiparticule. 


De la définition (20,1) des opérateurs peb il résulte que pai* = 
= — p@. Cela signifie que le spineur complexe conjugué n° satis- 
fait l'équation psôn; = 0 ou, ce qui revient au même | 


p. nb* — 0. 
LP qu 


Désignons n° — ES, en exprimant ainsi le fait que la conjugaison 
complexe transforme un spineur pointé en un spineur non pointé. 
Ainsi, les fonctions d'onde de l’antiparticule sont gouvernées par 
l'équation 


PE =0, (30,6) 
ou 
(Po — PO) E = 0. (30,7) 
On en tire pour une onde plane 
(no) Ep = Ep (30,8) 


Mais !/, no est l'opérateur de projection du spin sur la direction 
de mouvement. De ce fait, les équations (30,3) et (30,8) signifient que 
les états d'une particule d’impulsion déterminée sont automatique- 
ment des états d'hélicité : la projection du spin le long de la direc- 
tion de mouvement a pour ces états une valeur déterminée. Dans ces 
conditions, si le spin de la particule est opposé à l'impulsion (héli- 
cité — !/,), le spin de l'antiparticule est dirigé le long de l’impul- 
sion (hélicité + 1/,). 

Les particules présentant de telles propriétés sont représentées 
vraisemblablement par des neutrinos existant dans la nature. On 
convient de dénommer neutrinos les particules d'hélicité —!/, 
et antineutrinos les particules d'’hélicité +1/, *). 


1) L'existence du neutrino a été prédite pour des raisons théoriques par 
Pauli pour expliquer les propriétés de la désintégration bêta (1931). L'équation 
(30,1) a été obtenue pour la première fois par #. Weyl (1929). La théorie du 
neutrino fondée sur ces équations a été mise sur pied par L. D. Landau, T. D. Lee 


et C. N. Yang, À. Salam (1957). Jusqu'à présent il n'est pas encore clair si la 
masse du neutrino est nulle ou non. 


10—0596 
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Rappelons à propos de la non-dégénérescence des états du neutri- 
no par rapport aux directions du spin la remarque faite au $ 8 qu'une 
particule de masse propre nulle présente seulement la symétrie axia- 
le par rapport à la direction de l’impulsion. Dans le cas d'une parti- 
cule neutre vraie, du photon, cette symétrie comprend tant les rota- 
tions autour de l’axe que les réflexions dans des plans passant par 
l’axe. Mais dans le cas du neutrino la symétrie par rapport aux ré- 
flexions n'existe pas et nous n'avons affaire qu’à un groupe de rota- 
tions autour de l’axe qui conserve la projection du moment sur l’axe, 
et ne change pas son signe. La symétrie par rapport aux réflexions 
n'existe que si la particule est simultanément remplacée par son 
antiparticule. 

I] est aussi à noter que la polarisation longitudinale obligatoire 
signifie que pour le neutrino le spin est en général inséparable du 
moment cinétique orbital (de même que pour le photon en cas de 
transversalité obligatoire des champs, voir $ 6). 

À l'aide d'un seul spineur n (ou E) on peut former au total quatre 
combinaisons bilinéaires qui constituent avec le quadrivecteur 


j = (n*n, n*on). (30,9) 


On s’assure aisément qu'en vertu des équations 


(Po—+ po) n=0, n° (Po — po) =0 


on a une équation de continuité 0,,j" = 0, c'est-à-dire que j“ joue 
le rôle du quadrivecteur densité de courant de particules. 

Il est commode de normaliser les ondes planes de neutrino par 
un procédé analogue à celui qui a été utilisé au $ 23 pour des parti- 
cules douées de masse : | 


1 


4 | 
Herr = U_peirx 30,10 

P N-p Va Po ( ) 
les amplitudes spinorielles étant normalisées par la condition inva- 
riante 


UT Dh (1, O)uip = 2(E, p). (30,11) 


Dans ces conditions la densité de particules et celle de leur courant 
ont pour valeurs: j° — 1, j — p/e = n. 

Puisqu'un neutrino libre d'’'impulsion donnée est toujours 
totalement polarisé, la notion d'état mixte (suivant le spin) dans ce 
cas n'existe pas. Néanmoins, il peut être commode d'introduire une 
« matrice de densité » de polarisation à deux rangées en la définis- 
sant simplement comme un spineur du deuxième rang 

à 
Pos ap (30,12) 


œ 
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(avec Tr p — 2e). L'expression de cette matrice peut s'écrire si l’on 
remarque qu'elle doit satisfaire les équations 


(€ + po) p = p (e + po) = 0. 
Jl en résulte que 


p = € — po. (30,13) 


Dans l’étude de divers processus d'interaction, les neutrinos peu- 
vent figurer à côté d’autres particules (de spin !/,) douées de masse et 
donc décrites par des fonctions d'onde à quatre composantes. Dans 
de tels cas il est commode d'uniformiser les désignations en intro- 
duisant pour les neutrinos, de façon formelle, une fonction d'onde 
« bispinorielle » dont deux composantes sont pourtant nulles: #ÿ — 


= ne Mais une telle forme de ÿ sera en général altérée lorsqu'on 


passe à une autre représentation (non spinorielle). Cette difficulté 
peut être surmontée si l’on remarque qu'en représentation spinoriel- 
le on a identiquement 


Le (=). (n*E*) ST = (n*0), 


n 


où E est un spineur « ballast » arbitraire qui disparaît dans la répon- 
se (la matrice y° étant définie par (22,18)). Aussi la condition imposée 
au neutrino d'être réellement à « deux composantes » sera-t-elle 
satisfaite lors de sa description par pb à quatre composantes dans toute 


représentation si l’on entend par 1 la solution de l'équation de Dirac 
avec m — 0 


(yp) ÿ = 0 (30,14) 
soumise à la condition supplémentaire ?/, (4 + y‘) D — ÿ ou 
vp = Ÿ. (30,15) 


On peut tenir compte de cette condition en convenant de rempla- 
cer 4 et ÿ partout où ils devraient apparaître par 
1+ = —1— 
DE pr. (80,16) 
C'est ainsi que le quadrivecteur densité de courant s’écrira sous la 
forme (la substitution (30,16) dans l'expression de y“): 


D 


= TVA) p (A+) per Pr (A+ vi) d. (80,17) 


Conformément à la même règle, la matrice de densité de neutrinos à 
quatre rangées doit s'écrire sous la forme 


= 7 (+) (PA —Y)=5+ (A+ v)(vp). (80,18) 


10% 
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En représentation spinorielle elle se réduit, comme il se doit, à la 
matrice à deux rangées (30,13) 


-( 0 0 
s E — OP 0): 


Des formules analogues pour les antineutrinos ne diffèrent des 
formules écrites ci-dessus que par le changement du signe devant 

Le neutrino est une particule électriquement neutre. Mais le 
neutrino présentant des propriétés que nous venons de décrire n'est 
pas une particule neutre vraie. Notons que d'après le nombre d'états 
des particules (et non, bien entendu, d'après ses autres propriétés 
physiques) le « champ de neutrinos » décrit par un spineur à deux 
composantes est équivalent à un champ neutre vrai décrit par un 
spineur à quatre composantes. Au lieu des états des particules et des 
antiparticules d’hélicités déterminées on aurait ici autant d'états 
d'une seule particule à deux valeurs possibles de l’hélicité et la sy- 
métrie par rapport à l'inversion serait réalisée automatiquement. 
Signalons toutefois que la nullité de la masse d'un neutrino à « qua- 
tre composantes » aurait pour ainsi dire un caractère « aléatoire », 
parce qu’elle ne serait pas liée aux propriétés de symétrie de l’équa- 
tion d'onde qui la décrit (qui admet également une masse non nulle). 
C'est la raison pour laquelle la prise en compte de diverses interac- 
tions d'une telle particule aurait conduit automatiquement à l'ap- 
parition d'une masse au repos, très petite mais non rigoureusement 
nulle. 


$ 31. Equation d’onde pour une particule de spin °/> 


Une particule de spin */, est décrite dans son référentiel de repos 
par un spineur tridimensionnel symétrique de rang 3 (comportant 
2s + 1 — 4 composantes indépendantes). Quant à sa description 
dans un référentiel quelconque, elle peut faire intervenir respective- 


ment les quadrispineurs EsBv' "4, et teBv' 55 dont chacun est 
symétrique par rapport à tous les indices identiques (pointés ou non 
pointés) ; les spineurs des premier et second groupes se transforment 
par inversion les uns en les autres. 


Pour que dans le référentiel de repos les quadrispineurs EafY et 
Lo se transforment en spineurs tridimensionnels symétriques par 
Le 4 


rapport à tous les trois indices il faut qu’ils satisfassent aux condi- 
tions 


=0, p;E=0. (31,1) 


6 31] ÉQUATION D'ONDE POUR UNE PARTICULE DE SPIN 3}, 149 


En effet, dans le référentiel de repos, on a 
pb QE Por — môf 


(comme il résulte de (20,1)). Aussi, les conditions (31,1) conduisent- 
elles aux égalités 


ng—0, GE —0, 


où les lettres accentuées désignent des spineurs tridimensionnels cor- 
respondants ; en d'autres termes, ces spineurs donnent zéro par con- 
traction sur les indices af, ce qui signifie précisément qu'ils sont sy- 
métriques par rapport à ces indices et donc par rapport à tous les 
trois indices. 

La relation différentielle entre les spineurs E et n est établie 
par les relations 


A ee e 


pénis = me,  p,-Ee = mis. (31,2) 


La symétrie des premiers membres de ces équations (par rapport aux 


indices f, y ou «, ô) est assurée par les conditions (31,1) en vertu des- 
quelles ils s’annulent par contraction sur tous les indices. Dans le 
référentiel de repos, les spineurs tridimensionnels E” et n’ coïncident 
en vertu des équations (31,2). Si l'on fait disparaître n ou E dans les 
équations (31,2), on trouve que chacune des composantes des spineurs 
E et n satisfait à l'équation du deuxième ordre 


(2 — m2) EÂ = 0. (31,3) 


L'ensemble des équations (31,1) et (31,2) constitue un système 
complet d'équations pour une particule de spin /, !). L’adjonction des 
spineurs &, 4 ne donnerait rien de nouveau. Ils sont construits sui- 
vant les relations 

BY — Loënêr = p. £° 
mer — . My... = p. E... 
ip ne Kio = Po bis 

Les équations pour les particules de spin °/, peuvent également 
être formulées sous une autre forme utilisant les aspects vectoriels 
des propriétés des spineurs (W. Rarita, J. Schwinger, 1941 ; A.C. Da- 
vydov, I.E. Tamm, 1942). A une paire d'indices spinoriels &f on 
fait correspondre un seul indice quadrivectoriel u. Ceci étant, aux 


composantes du spineur de rang 3E28Y on peut faire correspondre les 
composantes des quantités « mixtes » 1v affectées d'un indice vec- 


toriel et d'un indice spinoriel. D'une manière analogue, au spineur 


1) Pour la forme lagrangienne de ces équations, voir l'article de Fierz et 
Pauli indiqué à la page 79. 
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nécY on fait correspondre les quantités #} et à l’ensemble des deux 
spineurs, un bispineur « vectoriel » #, (l'indice bispinoriel étant 
omis). L'équation d'onde s'écrit alors comme une « équation de 
Dirac » pour chacune des composantes vectorielles , : 


(vr—m) y, =0 (31,4) 
avec une condition supplémentaire 
pu = 0. (31,5) 


En utilisant les expressions des matrices y“ en représentation spino- 
rielle et les formules qui relient les composantes d'un spineur à celle 
d'un vecteur (18,6) et (18,7), on s'assure aisément que les équations 
(31,2) sont contenues dans (31,4) et que la condition (31,5) est équi- 


valente à la condition de symétrie des spineurs Eañy et n°28 par rap- 


port aux indices By ou By. En multipliant l'équation (31,4) par y", 
on obtient compte tenu de (31,5) 


VÉV" PvŸu = 0 
ou encore, en utilisant les règles de commutation des matrices y", 


20 V pu — Y' PSV bu = 0. (31,6) 


Le second terme s'annule comme précédemment en vertu de (31,5), 
alors que le premier terme donne 


php, = 0. (31,7) 


J1 est facile de voir que cette condition, qui résulte automatique- 
ment de (31,4) et (31,5), est équivalente aux conditions (31,1). 

Enfin, il existe encore un procédé de formulation de l'équation 
d'onde, qui consiste à introduire des quantités win (à, k, L = 1, 2,3, 
4) affectées de trois indices bispinoriels par rapport auxquels ces 
quantités sont symétriques (V. Bargmann, E.P. Wigner, 1948). 
L'ensemble de ces quantités est équivalent à l’ensemble des compo- 
santes de tous les quatre spineurs E, n, &, %. Dans ce cas l’équation 
d'onde s’écrit sous la forme d’un système d’« équations de Dirac » 


Pa VEn bre = Mint (31,8) 


Il est facile de voir que ces équations conduisent déjà au nombre re- 
quis (quatre) de composantes indépendantes de v;,1, de sorte qu'il 
n'est pas nécessaire d’imposer des conditions supplémentaires. En 
effet, dans le référentiel de repos, les équations (31,8) se réduisent 
aux égalités 


Vim mai = int 
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en vertu desquelles toutes les composantes de à, k. ! — 3, 4 s'annu- 
lent (en représentation standard), c'est-à-dire que les quantités 
bin Se réduisent aux composantes d’un spineur tridimensionnel de 
rang 3. 

Les résultats obtenus se généralisent d'une manière évidente au 
cas de particules de tout spin s demi-entier. Dans une description à 
l’aide des équations de la forme (31,4), (31,5) la fonction d'onde sera 
un quadritenseur symétrique de rang (2s — 1)/2 avec un seul indice 
bispinoriel. Si l'on utilise pour la description les équations de Ja 
forme (31,8), la fonction d'onde sera affectée de 2s indices bispinoriels 
par rapport auxquels elle est symétrique. 


CHAPITRE IV 


PARTICULE DANS UN CHAMP EXTÉRIEUR 


$ 32. Equation de Dirac pour l’électron 
dans un champ extérieur 


Les équations d'onde des particules libres n expriment en fait 
que celles des propriétés qui sont liées aux exigences générales de 
symétrie spatio-temporelle. Or, les processus physiques auxquels 
participent les particules dépendent des propriétés de leurs interac- 
tions. 

La description des interactions électromagnétiques des particu- 
les en théorie quantique relativiste est rendue possible par la géné- 
ralisation du procédé utilisé à cette fin en théorie classique et en 
théorie quantique non relativiste. 

Cette méthode est pourtant applicable à la description des interac- 
tions électromagnétiques des seules particules non soumises aux 
interactions fortes. Cette catégorie comprend les électrons (et les 
positrons), si bien que la théorie existante embrasse tout l’immense 
domaine de l'électrodynamique quantique des électrons. Les mu- 
ons, particules instables, ne peuvent, eux non plus, subir des interac- 
tions fortes; ils sont décrits par la même électrodynamique quanti- 
que également dans le domaine des phénomènes dont la durée est 
petite par rapport à leur durée de vie (liée aux interactions faibles). 

Dans ce chapitre nous étudierons les problèmes de l’électrodyna- 
mique quantique dans le cadre de la théorie d'une seule particule. Ce 
sont des problèmes dans lesquels le nombre de particules ne varie pas 
et l'interaction peut être introduite à l’aide de la notion de champ 
électromagnétique extérieur. En plus des conditions qui permettent 
de considérer un champ extérieur comme donné, le domaine de vali- 
dité d'une telle théorie est également limité par des conditions liées 
à des corrections dites radiatives. 

L'équation d'onde de l’électron dans un champ extérieur donné 
peut être obtenue de la même façon qu'en théorie non relativiste 
(III, $ 111). Soit Au — (®, A) le quadripotentiel du champ élec- 
tromagnétique extérieur (où A est le potentiel vecteur et ®, le poten- 
tiel scalaire). On obtient l'équation cherchée si on remplace dans 


l'équation de Dirac l'opérateur quadri-impulsion P par la différence 
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P — eA,oùe est la charge de la particule !): 


L'hamiltonien correspondant à cette équation s'obtient à partir de 
(21,13) par la même substitution: 


À = a (p — eA) + Bm + ed. (32,2) 


L’invariance de l'équation de Dirac par rapport à une transfor- 
mation de jauge des potentiels du champ électromagnétique s'expri- 
me par le fait que sa forme reste inchangée si simultanément avec la 


transformation À —+ À + ip} (où x est une fonction arbitraire) on 
fait subir à Ja fonction d'onde une transformation suivante ?): 


p— peix (32,3) 


(cf. une transformalion analogue pour l'équation de Schrôdinger, 
IT, $ 111). | 

La densité de courant exprimée moyennant la fonction d'onde 
est donnée par la même formule (21,11) j = 1byŸ qu'en l’absence de 
champ extérieur. Il est facile de voir que si l’on effectue sur l’équa- 
tion (32,1) (et l'équation (32,4) écrite plus loin) les mêmes opérations 
que lors de l'établissement de (21,11), le champ extérieur cessera de 
figurer et l'équation de continuité sera obtenue pour l’ancienne ex- 
pression du courant. 

Effectuons sur l'équation (32,1) l'opération de conjugaison de 
charge. A cet effet, écrivons l'équation 


Yly(P+eA)+m]=0, (32,4) 


qui s'obtient à partir de (32,1) par conjugaison complexe de la mèé- 
me manière qu'on avait obtenu l'équation (21,9) (il ne faudra pas ou- 
blier alors que le quadrivecteur À est réel). Si l’on récrit cette équa- 
tion sous la forme 


[y(P+e4)+m]Ÿ=0, 


qu'on la multiplie à gauche par la matrice U, et qu'on utilise la re- 
lation (26,3), on obtient 


[y (p+ €4) — m] (C+) = 0. (32,5) 


1) On sous-entend la charge avec son signe, si bien que pour l'électron 
= "— le. 
2) La transformation (32,3) faisant intervenir la fonction % (ft, r) est parfois 
appelée « transformation de jauge locale » à la différence de la « transformativu 
de jauge globale » (12,10) avec la constante de phase «. 
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Ainsi, une fonction d'onde conjuguée de charge obéit à une équa- 
tion qui ne diffère de l'équation initiale que par le signe de la char- 
ge. D'un autre côté, l'opération de conjugaison de charge implique 
le passage des particules aux antiparticules. On voit que si les parti- 
cules portent une charge électrique, les signes de la charge de l’élec- 
tron et du positron deviennent automatiquement opposés. 

L'équation du premier ordre (32,1) peut être transformée en une 
équation du deuxième ordre en faisant agir sur (32,1) l'opérateur 


Y (p — A) + m: 
[véy" (pu — eAy) (y — eA,) — m°] ÿ = 0. 
Remplaçons le produit y“yY par 
1 : , 1 , , 
PV OPEN PIE SE ET — VV) = 8 + 0, 


où o4 est le « quadritenseur matriciel » antisymétrique (28,2). En 
multipliant par o4", on peut effectuer l'antisymétrisation, c’est-à-di- 
re le remplacement 


A = 1 & a 
(pu — eAy) (Ps — es) + + {(Pu — EAu) (Py — €A,)} = 
4 A A A A 
F2 e(— AP, + PvAy — PuAv+ À ,Py) Ed 


1: L 
= ie (0,44 — 84) = —+ Fu 


{où F,, = 0,4, — 9,4, est le tenseur champ électromagnétique). 
On obtient finalement une équation de deuxième ordre sous la forme 


[(p—eA}—m?— er, 04] ÿ= 0. (32,6) 


Le produit F,,04Y peut s’écrire sous forme tridimensionnelle, si 
on l’exprime par les composantes 
ouY—(@œ, iZ), F*""=(—E, H). 
Alors 
[(p— e4)? — m°+ eZH — iexE] p—0, (32,7) 
ou, en unités classiques, 


[(LS-< )-(iñv+< A) -me+#sm it GE | ÿ=0. 
(32,7a) 


L'apparition dans ces équations des termes contenant les champs 
E et H est liée au fait que les particules sont douées de spin; nous 
reviendrons à ce phénomène au paragraphe suivant. 
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Parmi les solutions de l'équation du deuxième ordre il existe, 
certes, des solutions « superflues » qui ne satisfont pas à l'équation 
initiale du premier ordre (32,1) (ce sont des solutions de l'équation 
(32,1) avec le signe changé devant m). Le choix des solutions requi- 
ses dans des cas concrets est d'habitude évident et ne présente pas de 
difficultés. La méthode de choix régulière est la suivante: si @ est 
une solution quelconque de l'équation du deuxième ordre, la solu- 
tion de l'équation correcte du premier ordre est 


p = [y (p — e4) + ml . (32,8) 


En effet, en multipliant cette égalité par y (p — eA) — m, on voit 
que son second membre s'annule si œ satisfait à l'équation (32,6). 

I] convient de souligner que le procédé d'introduction d'un champ 
extérieur dans l'équation d'onde relativiste par la substitution de 


p — eA à pnest pas évident par lui-même. En l’appliquant, nous 
nous sommes appuyés sur un principe supplémentaire: cette substi- 
tution doit s'effectuer dans les équations du premier ordre. C'est pré- 
cisément ainsi que la substitution fait apparaître dans l'équation 
(32,6) des termes supplémentaires qui n'apparaîtraient pas si la subs- 
titution était effectuée directement dans les équations du deuxième 
ordre. 

Parmi les solutions stationnaires de l'équation de Dirac pour une 
particule dans un champ extérieur on trouve aussi bien les états ap- 
partenant au spectre continu que ceux appartenant au spectre discret. 
De même qu'en théorie non relativiste, les états relevant du spectre 
continu correspondent à un mouvement infini, lorsque la particule 
peut s'éloigner à l'infini où elle peut être considérée comme libre. 
Vu que les valeurs propres de l’hamiltonien d’une particule libre 
sont égales à + V p° + m*°, il est clair que le spectre continu des va- 
leurs propres de l'énergie est situé aux e > m et aux e —m. Si 
—m << e << m, la particule ne peut pas se situer à l'infini, de sorte 
que son mouvement est fini et son état appartient au spectre discret. 

De même que dans le cas de particules libres, les fonctions d'onde 
de « fréquence positive » (e > 0) et de « fréquence négative» (£ < 
<< 0) entrent de façon déterminée dans le schéma de la seconde quan- 
tification. Pour des particules dans un champ extérieur, ce schéma se 
généralise naturellement en remplaçant les ondes planes apparaissant 
dans les formules (25,1) par les fonctions propres normalisées de fa- 
çon requise de l’équation de Dirac #$? et ÿf? relatives aux fréquences 
positives (ef) et négatives (—ef): 


p= D {a, pi exp (— ie) + br exp (ie 2)}, 
| (32,9) 
= D {aip{ exp (ier) + b, pr’ exp (— ieft)}. 
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Dans ce cas il faut avoir en vue que si le puits de potentiel devient 
de plus en plus profond, les niveaux énergétiques peuvent franchir la 
barrière de € — 0, c est-à-dire se transformer de positifs en négatifs 
(ou pour le potentiel de signe contraire, de négatifs en positifs). Néan- 
moins, par raison de continuité, nous devons considérer que ces ni- 
veaux sont toujours électroniques (et non positroniques). Autrement 
dit, il convient de considérer comme électroniques tous les états qui 
sont contigus à la frontière positive du spectre continu (£ — m) lors- 
que le débranchement du champ est infiniment lent. 

Bien que l'équation de Dirac pour l’électron dans un champ exté- 
rieur permette de résoudre de nombreux problèmes de l'électrodyna- 
mique quantique, comme il a été dit, il faut néanmoins souligner 
que l'applicabilité de la notion de champ extérieur en théorie rela- 
tiviste dans le cadre du problème à une seule particule est quand mé- 
me limitée. Cette limitation est liée à la création spontanée de pai- 
res électron-positron qui se produit dans des champs suffisamment 
intenses (voir plus loin, $$ 35, 36). 

Dans ce livre nous n'examinerons pas l'introduction d'un champ 
extérieur dans les équations d'onde des particules dont le spin est 
différent de !/, parce que cette question est dépourvue de sens physi- 
que direct : les particules réelles pourvues de tels spins sont des ha- 
drons et leurs interactions électromagnétiques ne peuvent être dé- 
crites par les équations d'onde. À ce propos il convient aussi de no- 
ter que ces équations peuvent conduire à des résultats physiquement 
contradictoires. Ainsi, l'équation d'onde pour des particules de spin 
O0 conduit à l'apparition de niveaux énergétiques complexes (avec 
des parties imaginaires des deux signes) dans le champ d'un puits 
de potentiel suffisamment profond. L'équation d'onde des particules 
de spin */, conduit à la violation du principe de causalité, violation 
que se manifeste par l'apparition de solutions correspondant à la 
propagation à une vitesse supérieure à celle de la lumière. 


Problème 


Trouver les niveaux d'énergie de l'électron dans un champ magnétique cons- 
tant. 

Solution. Les composantes du potentiel vecteur sont: 4; — 4,— 0, 
Ay = Hz (le champ A est dirigé suivant l'axe des z). Les composantes p, et p; 
de l’impulsion généralisée se conservent (de même que l'énergie). 

Utilisons une équation du deuxième ordre de la fonction auxiliaire @ (voir 
(32,8)) et posons que q est la fonction propre de l'opérateur Z, (de valeur propre 


Oo = + 1) ainsi que des opérateurs Py et Pz- L'équation pour a la forme 


d° « 
{— dx? +(Hz—pÿ—ello} p—=(e*—m°—p}) . 


Sa forme coïncide avec celle de l'équation de Schrôdinger PO un oscillateur 
linéaire. Les valeurs propres de £& sont données par la formule 


et — m—pi=|le|H(2n+1)—eH0o, n—=0,1,2,... 
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(cf. 111, 8 112). Notons que la fonction d'onde + qui est à définir à partir de 
par la formule (32,8) n’est pas une fonction propre de l'opérateur Z, parce que 
pour une particule en mouvement le spin n est pas une quantité conservative. 


$ 33. Développement en puissances de 1/c!) 


Nous avons vu ($21) qu'à la limite non relativiste (v — OU) 


P 


deux composantes (x) du bispineur Ÿ = (Ÿ s'annulent. Cela signi- 


fie qu'aux faibles vitesses de l’électron x< œ. Cette circonstance 
permet d'obtenir une équation approchée, qui ne contient que la 
quantité à deux composantes o, en développant à cet effet, de façon 
formelle, la fonction d'onde en puissances de 1/c. 

Nous partirons de l'équation de Dirac pour l'électron dans un 
champ extérieur en l’écrivant sous la forme 


ih = {ca (p—<A)+pme+eD} Y. (33,1) 


L'énergie relativiste de la particule comprend aussi son énergie au 
repos mc*. Pour passer à l’'approximation non relativiste cette der- 
nière doit être éliminée. À cet effet, introduisons au lieu de # une 
fonction Ÿ’ en la définissant par 


Ÿ — pe meuR 
Alors, 


(in + + me?) Ÿ'— {ca (p—<A)+Bme+eb} Ÿ”. 


En mettant 1” sous la forme Ÿ' = | | |. on obtient le système d'équa- 
tions 


+ À , À , ‘ 
(5 —eb)o =co(p-<A)x", (33,2) 
+ 0 Ni à ; 
(ir —eD+2me)x'=co(p—< A) (33,3) 
(plus loin nous écrirons q et % sans prime; il n’en résultera aucune 
confusion parce que dans ce paragraphe nous n'utiliserons que la fonc- 
tion transformée '). 


En première approximation, ne gardons au premier membre de 
l'équation (33,3) que le terme 2mc°#, ce qui donne 


X= _— o(p—<A)g (33,4) 


: 2 Dans ce paragraphe nous employons le système d'unités classiques (de 
auss). 
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(notons que x — /c). En portant cette expression dans (33,2), on à 
0 1 ie e 2 
(a) e= L(o(5—£ 4) 
Les matrices de Pauli vérifient la relation 
(oa) (ob) = ab + io [ab], (33,5) 


où a et b sont des vecteurs arbitraires (voir (20,9)). Dans le cas consi- 
déré a —b = p — — À, mais le produit vectoriel [ab] ne s’annule pas 


en vertu de la non-commutativité de p et A: 


| : . eh eh 
[(P—< A) (p—-< A) | p— i— {[AV] + [VAI} =i< rot A -y. 
Ainsi, 
a e 2 L e 2 eh 
(c(P-24)) = (La) 60 
(où H = rot A est le champ magnétique) et on obtient pour y l'équa- 
tion suivante: 


RS Hp=[-e(p-<A)+eD- 0H]. (83,7) 


Cette équation est l'équation de Pauli. Elle diffère de l'équation 
de Schrôdinger non relativiste par la présence dans l'expression de 
l'hamiltonien du dernier terme qui a la forme d'énergie potentielle 
d'un dipôle magnétique dans un champ extérieur (cf. 111, $ 111). 
Ainsi, en première approximation (suivant 1/c), l'électron se com- 
porte comme une particule qui possède, en plus de l'énergie, un mo- 
ment magnétique 


Le rapport gyromagnétique (e/mc) pour ce moment est deux fois plus 
grand que pour le moment magnétique lié au mouvement orbital ?). 
La densité p — #*# — p*@ + x*#. En première approximation, 
le second terme doit être rejeté, si bien que p— | æ | ? comme il se 
doit pour l'équation de Schrôdinger. 
Quant à la densité de courant, elle s'exprime par 


j=cp*ab= c(p*ox + x 0). 
1) Ce résultat remarquable a été obtenu par Dirac en 1928. Quant à la 


fonction d'onde à deux composantes satisfaisant à l'équation (33,7), elle a été 
introduite par W. Pauli (1927) avant que Dirac n'ait découvert son équation. 
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Portons dans cette expression les valeurs de # et y* données par (33.4) 


1 : 1 6 
L= me CC RV—É A)e at (iv + A) 9*.0, 


» 


et transformons les produits contenant deux facteurs & à l’aide de 
la formule (33,5) mise sous la forme 


(oa)o—a<+i[oa], 5 (0a)=a+ifaol]. (33,9) 
On a finalement 


= _ (pVp* — p#Vo) — — Ap*®p + _ rot (p*op), (33,10) 


ce qui est en accord avec l'expression III (115,4) obtenue en théorie 
non relativiste. 

Cherchons maintenant l'approximation du deuxième ordre en 
continuant le développement jusqu'aux termes —1/c° !). Nous sup- 
poserons à cet effet qu’il n'existe que le champ électrique extérieur 
(A = 0). 

Remarquons tout d’abord que compte tenu des termes —1/c? 
la densité s'exprime par 


: h? 
p=lpl+lxlf= lpf+23s 10Vol*. 


Cette expression diffère de celle de Schrôdinger. Pour trouver (à 
l'approximation du deuxième ordre) une équation d'onde analogue 
à l'équation de Schrôdinger, nous devons introduire au lieu de 
une autre fonction (à deux composantes) sn dont l'intégrale, 


conservative dans le temps, soit de la forme \ | Psen l? dr, comme 


il se doit pour l'équation de Schrôdinger. 
Pour établir la transformation requise, écrivons la condition 


\ PhchPsch dir — ( {o*p+ Le (Vy*: 0) (oVg)} d3x 


et intégrons par parties : 
À (Vp*-0)(0vo) dz= — À o* (ov)(ov)paz= — | papas 
(ou de même en permutant * et œ). Ainsi, 
| phnpsn Pr | fotp- ("A+ pAo*)} dx 
PSch Psen — P°P 8m2c? PSP + PP ’ 


1) Dans ce qui suit nous appliquons la méthode de V. B. Berestetski et 
L. D. Landau (1949). 
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d'où l'on voit que 


con (t+pe)o (15h) qu (340 


Pour simplifier l'écriture, nous considerérons que l'état est sta- 
tionnaire, c'est-à-dire que nous remplacerons l'opérateur  ihd/0t 
par l'énergie € (diminuée de l'énergie au repos). A l'approximation 
d'ordre suivant (après (33,4)) on déduit de (33,3) que 
1 e —eD a 
X— me (1— 2mc° ) (op) 9. 

On doit porter cette expression dans (33,2) et puis, remplacer 
par sen Conformément à (33,11). en omettant toujours les termes 
d'ordre supérieur à 1/c°. Après quelques calculs simples on obtient 


pour sen l'équation sous la forme e@sen — Hqseh où l’hamiltonien 
s'exprime par 
ñ se ° e LS A 4 A A 
H=E +eD- + {(op) O (op) — (PDO +Op2)} . 
L'expression entre accolades se transforme à l'aide des formules 


(op) ® (op) = Op’ + (opD) (op) = Dp’2+ if (6E) (op), 
p2D — Dp2— — %2AD + 2ihEp 


(où E — —V® est le champ électrique). L'expression définitive de 
l'hamiltonien est de la forme 


7 p°' p eh # eh?  . 
H — Dm + eD — Sms — Ant OIEP] — &mc? div E. (33,12) 

Les trois derniers termes traduisent les corrections cherchées de 
l'ordre de 1/c°. Le premier d'entre eux est une conséquence de la dé- 
pendance relativiste de l'énergie cinétique envers l'impulsion (le 
développement de la différence c V p° + m°c° — mc°). Le deuxième 
terme. qu'on peut appeler énergie d'interaction spin-orbite, exprime 
l'énergie d'interaction entre le moment magnétique en mouvement 
et le champ électrique !). Quant au dernier terme, il n'est différent 


1) Si l'on introduit le moment magnétique (33,8) et la vitesse v — p/m, 

on obtient cette énergie sous la forme de — 54 [Ev]. 11 semblerait à première 
eC 
vue que ce résultat est non naturel parce que le passage à un référentiel en mou- 
vement avec la particule fait naître un champ magnétique H — 1 [Ev] dans le- 
C 

quel le moment magnétique devrait avoir une énergie —uH. En réalité, l'appari- 
tion du facteur 1/, appelé « facteur de Thomas » (L. Thomas, 1926) est liée aux 
exigences générales d invariance relativiste en combinaison avec les propriétés 


spécifiques de l'électron en tant que particule « spinorielle » avec la valeur du 
rapport gyromagnétique qui lui est propre (voir & 41). 
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de zéro qu'aux points où sont placées les charges créatrices du champ 
extérieur; c’est ainsi que pour le champ coulombien produit par 
une charge ponctuelle Ze: AD — —4rZeô (r) (C.G. Darwin, 1928). 

Si le champ électrique est pourvu de symétrie centrale, on a 


E— r dO 


r dr ? 


et l'opérateur d'interaction spin-orbite peut être représenté sous la 
forme 


R d® h3 dU °° 
Brer CUP Sr ar 8519) 


Ici, l'est l'opérateur moment cinétique orbital, 8 — 1,6, l'opérateur 
spin de l’électron et U — e®, l'énergie potentielle de l’électron dans 
le champ. 


$ 34. Structure fine des niveaux de l’atome d’hydrogène 


Déterminons les corrections relativistes des niveaux énergéti- 
ques de l’atome d'hydrogène: de l’électron dans le champ coulombien 
du noyau immobile !). La vitesse de l’électron dans l’atome d'hy- 
drogène v/c — a & 1. Cela permet de calculer les corrections cherchées 
en appliquant la théorie des perturbations, c'est-à-dire en prenant 
la moyenne suivant l'état non perturbé (donc suivant la fonction 
d'onde non relativiste) des termes relativistes dans l’hamiltonien 
approché (33,12). Admettons pour plus de généralité que la charge 
du noyau est égale à Ze, tout en supposant pourtant que Za< 1. 

L'intensité du champ du noyau E — Zer/r°, et son potentiel sa- 
tisfait à l'équation AD — —4x Ze 6 (r). En portant ces deux expres- 
sions dans (33,12) (dans les trois derniers termes) et en tenant compte 


de la charge négative de l’électron, on obtient l'opérateur de pertur- 
bation 


A 


= RE is + 2 6 (n). (34,1) 


Etant donné qu'en vertu de l'équation de Schrôdinger non relati- 
viste 


prp= 2m (e+ <<) Ÿ 


(où €, — —mZ*a?/2n° est le niveau non perturbé, nr, le nombre quan- 
tique principal), on obtient pour la valeur moyenne 


= Za\2 
t _——s 2 ——s 
p'=4m (£o + : } ; 
1) L'influence du mouvement du noyau sur la valeur de ces corrections est 


un effet d'un ordre de petitesse plus élevé qui ne nous intéresse pas ici. 
11-0596 
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Cette valeur se calcule, de même que la valeur moyenne du deuxiè- 
me terme de (34,1) à l’aide des formules (voir III, $ 36) 


ZT __ mac — __ (maZ})’ 
27 
TAG) +1) 


(où la dernière se rapporte à Z=£0); la valeur propre est 
1 n: 3 
1s=--[ jG+1—10+1)-2] pour 130, 
Is—0 pour [=0. 


Enfin, la valeur moyenne du troisième terme se calcule d’après les 
formules 


Zn)", 1=0; vw(0)=—0, 150. (34,3) 


vO=— (+ 


Le résultat d’un calcul simple fait à l’aide des formules écrites 
ci-dessus, peut être représenté dans tous les cas (pour tous les j 
et L) sous la forme 

m (Za)* 1 3 
de "5 (TE D). (84,9 

C'est cette formule (34,4) qui donne la correction relativiste à 
introduire dans l'énergie des niveaux de l'hydrogène — l'énergie de 
la structure fine !). Rappelons qu'en théorie non relativiste il y a 
aussi bien une dégénérescence des niveaux par rapport aux directions 
du spin qu'une dégénérescence coulombienne sur /. La structure fine 
(interaction spin-orbite) lève cette dégénérescence mais pas totale- 
ment: les niveaux de mêmes n et j mais de L — j + 1/2 différents 
restent doublement dégénérés (ne sont dégénérés que les niveaux 
ayant, pour x donné, la valeur maximale possible de ÿj = ja; — 
= Lonx +, = r —1/,. Ainsi, compte tenu de la structure fine, 
la suite des niveaux énergétiques de l'hydrogène est la suivante: 


15,/:; 
2S1Jas 2Pi/2 2P3/2 ’ 
nm” 


BSiJer SPafes SPslar Ddser Ds 
——_——’_s_——_—— mm” 


Le niveau de nombre quantique principal nr se sépare en r composan- 
tes de structure fine. 


1) Cette formule (de même que la formule plus exacte (36,10)) a été obtenue 
par À. Sommerfeld à partir de l’ancienne théorie de Bohr encore avant la création 
de la mécanique quantique. 
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Rappelons qu'en mécanique : non relativiste la dégénérescence 
« accidentelle » des niveaux d'énergie dans le champ coulombien est 
liée à une loi de conservation spécifique de ce champ: il y a conser- 
vation de la quantité A dont l'opérateur 


A = + {(ip] — (pl}} 


(voir 111 (36,30)). La dégénérescence double qui subsiste dans le cas 
relativiste est elle aussi liée à cette loi de conservation spécifique : 


l'hamiltonien de l'équation de Dirac H = ap + Bm — e*/r com- 
mute avec l'opérateur 


= 2248 (2i+ 1) v° (4 — m8) 
(M.H. Johnson, B.A. Lippmann, 1950). A la limite non relativiste 


cet opérateur / —+ ZA. 

Nous verrons plus loin ($ 123) que cette dégénérescence restante 
est levée par des corrections dites radiatives (déplacement ou effet 
Lamb ou Lamb shift) qui ne sont pas prises en compte par l'équation 
de Dirac traduisant le problème à un seul électron. 

En anticipant, indiquons dès maintenant que l'ordre de grandeur 
de ces corrections est — mZ‘#a° 1n (1/x). Quant à la correction du 
deuxième ordre de grandeur par rapport à l'interaction spin-orbite, 
elle serait =m (Za)$, de sorte que son rapport aux corrections radia- 
tives serait =Zaæ/in /1/a). Pour l'hydrogène (Z — 1), ce rapport est 
a priori petit, si bien que le problème de la solution exacte de l’équa- 
tion de Dirac est dans ce cas dépourvu de sens. Cependant ce problè- 
me peut avoir un sens pour des niveaux énergétiques de l’électron 
dans le champ d’un noyau de Z élevé ($ 36). 


$ 35. Mouvement dans un champ à symétrie sphérique 


Considérons le mouvement de l'électron dans un champ électri- 
que pourvu de symétrie sphérique (ou centrale). 

Puisque lors du mouvement dans un champ central le moment et 
la parité se conservent (par rapport au centre du champ pris pour ori- 
gine des coordonnées), tout ce qui a été dit au $ 24 au sujet des ondes 
sphériques de particules libres s'applique intégralement à la dépen- 
dance angulaire des fonctions d'onde d’un tel mouvement. Ce sont 
seulement les fonctions radiales qui changent. On cherchera donc une 
fonction d'onde des états stationnaires (en représentation standard) 
de la forme 


Î (r ) (2 jtm 


—( )\— 1+1- 1° , 35,1 
v=(3) (—1) 7 em bi 


11° 
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où l — j + 1/,, ! — 2j — let l'exposant — 1 est introduit pour la 
commodité des calculs ultérieurs. 

L'équation de Dirac en représentation standard donne pour 
et % le système d'équations suivant : 


_m—U)o= opY. 
(e—m—U)p SPX (35,2) 
(e+m—U)yx= copy, 


où U (r) = e®f(r) est l'énergie potentielle de l'électron dans le 
champ. Le calcul du résultat de l'introduction des expressions (35,1) 
dans ces équations se ramène au calcul de leurs seconds membres. 

Si l'on exprime le spineur sphérique Q;,, par l'intermédiaire 
de Q;,,n suivant la relation 


Ojrm= it (0 =) Qym 
(voir (24,8)), on peut écrire 
(op) x= — à (op) (or) £ æ rm 


En transformant maintenant le produit (op) (or) à l’aide de la for- 
mule (33,5), on trouve après développement des opérations vectoriel- 
les 


(op) x = — i {pr + io (prl} £ Qu = 
. s ; 2 a 
={—divr-(rv)— ofrpl} Qu — {8 ++ 8+£0l} Qu 


où | — [rpl est l'opérateur moment orbital : le prime signifie la dé- 


rivation par rapport à r. Les valeurs propres du produit ol — 21s 
ont pour expression 


dE 8 
Eu pour l—j—1},, 
—j—"%/, pour l=j+1/. 


Pour unifier l'écriture des formules dans les deux cas (1 — j + !/,), 
il est commode d'introduire la notation 


—(j+/)= —(1+1) pour j=1+1/,, 


ME TENRET pour ji. (595) 
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Le nombre x parcourt toutes les valeurs entières sauf 0 (les nombres 
positifs répondant au cas de ÿj = ! — !/, et les nombres négatifs, au 
cas de j = L + !/,). Alors lo = — (1 + x), si bien que 
A | À — 
(op}x= — (8 + 8) Sym. 


r 


Si l’on introduit cette expression dans la première des équations 
(35,2), le spineur sphérique Q@,,,, se réduit dans les deux membres de 
cette équation. En procédant de même pour la seconde équation, on 
obtient finalement le système suivant pour les fonctions radiales: 


f'+ LE f-(e+m-U)8=0, 
. (35,4) 


g+(e—-m—U)f=0, 


’ 
& + 
ou, encore 


(fr) + (fr) —(e+m—U) gr =0, 
x (35,5) 
(gr) ——(8r) + (e—m—U) fr = 0. 


Regardons comment se comportent jf et g aux petites distances, en 
supposant que le champ U (r) croît, lorsque r —+ 0, plus rapidement 
que 1/r. Dans ces conditions, l'équation (35,4) prend dans le domaine 
des faibles r la forme suivante 


J + Ug=0, g —Uif-0. 
Elle comporte des solutions réelles de la forme 


Î= const-sin ({ Udr+6) , £&=const-cos (\ U dr+ô)} , (35,6) 


où 6 est une constante arbitraire. Lorsque r —+ 0, ces fonctions oscil- 
lent, sans tendre vers aucune limite. Il est facile de voir qu’en théo- 
rie non relativiste cette situation correspond à l’« incidence » de la 
particule sur le centre. 

Notons tout d'abord que dans ce cas le domaine des faibles dis- 
tances n'impose aucune restriction au choix de la solution: la 
condition pour une fonction oscillante n'existe pas lorsque r = 0 
et le choix de la constante 6 reste arbitraire (quant au comporte- 
ment régulier de la fonction d'onde dans le domaine des grandes va- 
leurs de r, on peut l’obtenir pour tout e par un choix convenable de 
ô). Cette indétermination peut être levée si le potentiel singulier 
(pour r — 0) est considéré comme une limite, avec r, — 0, d’un po- 
tentiel « coupé» à un certain r, (c'est-à-dire égal à U (r) pour 
r > ro et à U (r0) pour r << r,). Pour un r, fini on obtient certes un 
système déterminé de niveaux d'énergie, mais l'énergie de l'état 
fondamental tend pourtant vers — oo lorsque r, —+ 0. 
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En théorie non relativiste cela signifie précisément l’« inciden- 
ce » de la particule sur le centre parce que dans un niveau profond 
elle est localisée dans une petite région autour de r — 0. En théorie 
relativiste une telle situation est en principe impossible parce qu'elle 
signifie l'instabilité du système par rapport à la création spontanée 
de paires électron-positron. En effet, si dans le vide la création d'une 
telle paire exige une énergie supérieure à 2m, dans le champ une éner- 
gie plus faible est suffisante. Pour l’état lié d’un électron d'énergie 
e << m, la création d’une paire devient possible pour une énergie 
e +— m < 2m et donne un positron libre et un électron lié. Si l’éner- 
gie du niveau d'état lié e << —m, un tel champ est capable de créer 
les positrons (d énergie —e >> m) de façon spontanée sans absorber 
d'énergie à une source extérieure. Or, dans le champ considéré, 
lorsque r, — 0, il existe une infinité de tels niveaux « anormaux » 
de € << —m. C'est pourquoi les champs de potentiel ® (r) croissant 
plus rapidement que 1/r, lorsque r — 0, ne peuvent pas en principe 
être considérés dans la théorie de Dirac. Soulignons que cette remar- 
que concerne les potentiels des deux signes. L « incidence » ne se pro- 
duit certes que dans le cas de l'attraction, mais le signe de U — ed 
dépendant aussi du signe de la charge, ce sont les niveaux électroni- 
ques qui se comportent de façon anormale dans un cas et les niveaux 
positroniques dans l’autre; dans le deuxième cas le champ crée des 
électrons libres. 

Considérons maintenant le comportement des fonctions d'onde à 
de grandes distances. Si la décroissance du champ U (r) est suffisam- 
ment rapide lorsque r — ©, pour déterminer la forme asymptoti- 
que des fonctions d'onde à de grandes distances on peut négliger 
totalement le champ figurant dans les équations. Pour e > m, c’est- 
à-dire dans le domaine du spectre continu, nous revenons alors à 
l'équation du mouvement libre, de sorte que la forme asymptotique 
des fonctions d’ende (des ondes sphériques) ne diffère de cette même 
forme pour une particule libre que par l'apparition de « déphasages » 
supplémentaires dont les valeurs se déterminent par la forme du 
champ aux petites distances !). Ces déphasages dépendent des valeurs 
de jet Z ou, ce qui revient au même, du nombre *x introduit plus haut 
(et bien sûr, de l'énergie &). En les désignant par 6, et en faisant 
usage de l’expression (24,7) pour l'onde sphérique libre, nous pou- 
vons écrire immédiatement la formule asymptotique cherchée sous 
la forme suivante : 


| V'e+mOus sin {pr + +6.) 


2 
LE — — | : 
r V2e — Vë—m Qjrm sin (pr +6.) 


(35,7) 


1) Voir 111, 833. De même qu'en théorie non relativiste, U (r) doit décroître 
plus rapidement que 1/r. Le cas de U — 1/r sera étudié séparément au $ 36. 
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ou encore, compte tenu de la définition (35,1): 


1]=12 JE msn 


£ él 


pr—++6) (35,8) 


(où p = Ve? — m°). Le coefficient général répond ici à la normalisa- 
tion des fonctions radiales suivant (24,5). 
Quant aux fonctions d'onde du spectre discret (e << m), elles 
décroissent, lorsque r — œ, suivant une loi exponentielle 
= —}/ TE ge À exp(—r V me =), (35,9) 
m —E£ r 
où À, est une constante. 

De même qu'en théorie non relativiste, les déphasages 6, (plus 
exactement les quantités e*%x —_ 1) déterminent l'amplitude de 
diffusion dans le champ donné (cette question sera reprise avec plus 
de détail au $ 37). Nous n'étudierons pasici les propriétés analytiques 
de ces quantités (voir III, $ 128). Indiquons seulement qu'en tant 
que fonction de l'énergie, ex a toujours ses pôles en des points 
correspondant aux niveaux des états liés de la particule. Le résidu 


de la fonction e**%* en un tel pôle est lié de façon déterminée au coef- 


ficient figurant dans l'expression de la fonction d’onde correspondan- 
te du spectre discret. Cherchons cette relation qui généralise la for- 
mule non relativiste III (128, 17). Les calculs nécessaires sont tout à 
fait analogues à ceux qui ont été faits en III, $ 128. 

Dérivons les équations (35,5) par rapport à l'énergie, il vient 


(SE) +£ D -çe+m-0) re, 


(SE) — L2 TE + (e—m— vy 2 LE —r$. 


Multiplions ces deux équations respectivement par rg et —rf et les 
deux équations (35,5), respectivement par —rg et rf, puis addition- 
nons membre à membre toutes les quatre équations ainsi obtenues. 
On obtient, toute réduction faite, 


fr(e- 2) ]=-r+e. 


Intégrons cette égalité sur r: 


r(e-Æ)=— | us+emr ar 


et passons à la limite r — oo. En vertu de la condition de normali- 
e %e # LA e Ld ® e « ? 0 # 
sation l'intégrale au second membre de l'égalité se réduit à l'unité. 
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Au premier membre, tenons compte du fait que dans le domaine 
asymptotique les fonctions jf et g sont liées par l'égalité 


__ (rh) 
TE — e+m 


(qu’on obtient à partir de (35,5) en négligeant les termes contenant 
U et 1/r). On obtient finalement 


Aslen#(M) Tee 40 


Cette formule ne diffère de la formule non relativiste analogue 
(pour la fonction y) que par le coefficient (e + m au lieu de 2m). Il 
n'est pas donc besoin de refaire tous les calculs et on peut écrire tout 
de suite la formule définitive valable au voisinage du point £ — 
— £9 (£0 étant le niveau d'énergie): æ 


210, 1 _245 m— & 
e x—=(—1) —— Fra (35,11) 


où À, est le coefficient apparaissant dans l’expression asymptotique 
35,9). 


Problème 


Trouver la forme limite de la fonction d'onde pour les faibles valeurs de r 
dans un champ U-r-s#,s < 1. 

Solution. Dans le cas des petits r on a pour la particule libre : f— ri, 
ee rl’, de sorte que f> gpourl<l'etf«g porte l'. Plaçons-nous dans 
"hypothèse (justifiée par le résultat) où une telle relation est aussi conservée 
dans le champ considéré. Lorsque Z << L’ (c'est-à-dire ! = j — 1/,,x = — 1 — 1), 
le terme en g dans la première des équations (35,4) peut être omis, de sorte que 
comme auparavant, f — r!. La deuxième ae donne alors g — rfU, c'est- 
à-dire que g — rl*1-# — pl’-s5, On considère de même le cas de L > L’. On trouve 
finalement 


l'—8s. 
9 


pour 2<l':færlt, gr 


pour L>l':færl-s, gerl. 


$ 36. Mouvement dans un champ coulombien 


Nous commencerons l’étude des propriétés du mouvement dans le 
cas le plus important du champ coulombien par celle du comporte- 
ment des fonctions d'onde aux petites distances. Nous raisonnerons, 


pour fixer les idées, sur le champ d'attraction: U — — Zaœ/r !). 
1) En unités classiques U = — Zet/r. Quand on passe aux unités relativis- 


tes, e° est remplacé par la quantité sans dimension a. 
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Pour les faibles valeurs de r on peut omettre dans les équations 
(35,5) les termes contenant e + m, ce qui donne 


Gr) + fr gr =0, 
gr) — À gr + Æ fr = 0. 


Les deux fonctions fr et gr figurent de la même façon dans chacune de 
ces équations. Nous les chercherons donc toutes les deux sous la for- 
me d'une même puissance de r : fr = ar*, gr — br’. Introduisons- 
les dans les équations, il vient 


a (y + x) — bZa = 0, aZa + b (y — x) = 0, 
d'où 
v 5 x — (Za) *. (36,1) 


Soit (Zaæ)* << x°. Alors y est réel et de deux valeurs on doit rete- 
nir la seule valeur positive: la solution correspondante ne diverge 
pas pour r -= 0 ou bien sa divergence est moins rapide que celle de 
l'autre. Un tel choix peut être justifié en considérant le potentiel 
coupé (comme il a été expliqué au paragraphe précédent) à une cer- 
taine petite distance r, et son passage à la limite r, — 0 (cf. des rai- 
sonnements analogues au III, $ 35). Ainsi il vient 


Za 
f y+x Ê 


v= Va Ze V(j+17,) — Ze. 


(36,2) 


Bien que pour r — 0 la fonction d'onde puisse tendre vers l'infini 
(si y << 1), l'intégrale de | |* reste certes convergente. 

Si (Za)* > x°, les deux valeurs de y données par (36,2) sont ima- 
ginaires. Les solutions correspondantes obtenues pour r — 0 oscil- 
lent (comme r”! cos (| y | In r)), ce qui répond, comme il a déjà été 
expliqué, à la situation de l’« incidence sur le centre », inadmissible 
‘en théorie relativiste. Comme x° > 1, cela signifie qu'un champ 
purement coulombien ne saurait être considéré dans la théorie de 
Dirac que pour Za << 1, c'est-à-dire pour Z << 137. 

Arrêtons-nous à la description qualitative de la situation qui 
se présente lorsque Z >> 137. Pour éviter l’indétermination dans la 
condition à la limite pour r = 0, il convient de considérer de nou- 
veau un potentiel coupé à une certaine distance r, (7. Y. Poméran- 
tchouc, ŸY. A. Smorodinski, 1945). Cela a non seulement un sens for- 
mel, mais également un sens physique direct. Une charge de Z > 13% 
ne peut en fait être concentrée que dans un certain noyau « hyper- 
lourd » de rayon fini. Voyons donc comment varie la position des ni- 
veaux avec l'augmentation de Z pour r, donné. 
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Dans un champ coulombien « non coupé », l'énergie e, du niveau 
inférieur s’annule pour Zæ = 1 et la courbe représentative de e, (2) 
s'interrompt: pour Zœ > 1 le niveau e, devient imaginaire (voir 
plus loin (36,10)). Quant au champ «coupé», pour r, #0 
donné, le niveau €, n’y passe par zéro qu’à une certaine valeur de 
Za > 1. Mais la valeur e, — 0 n'est aucunement distinguée phy- 
siquement et pour r, # 0 elle ne l’est même pas formellement : la 
courbe représentative de e, (Z) ne s’y interrompt pas. Lorsque Z 
augmente encore, les niveaux continuent à s’abaisser et pour une 
certaine valeur dite « critique » Z = Z. (r,) l'énergie &, atteint la 
frontière (—m) du continuum inférieur de niveaux. Comme il a été 
expliqué au paragraphe précédent, cela signifie que l'énergie néces- 
saire pour la création d'un positron libre devient nulle. La valeur 
critique Z. est donc la charge maximale que peut posséder un noyau 
« dénudé » pour un r, donné. 

Pour Z > Z,, le niveau €, << —m et c'est la création de deux 
paires électron-positron qui devient énergétiquement avantageuse. 
Les positrons s’en vont à l'infini en emportant une énergie cinéti- 
que 2(|e, | — m), alors que deux électrons remplissent le niveau 
e,. Il en résulte la formation d’un « ion » avec la couche X complète 
et la charge Zegr = Z — 2 (S. S. Gerstein, Y. B. Zeldovitch, 1969). 
Ce système est stable pour Z > Z. jusqu'à des valeurs de Z pour 
Jesquelles la frontière —m est atteinte par le niveau suivant À). 

Notons enfin que même dans le cas d’une charge ponctuelle 
l'allure du potentiel aux petites distances est déformée par suite 
des corrections radiatives. Mais la prise en compte de ces corrections 
ne se traduit pourtant que par des corrections <a de la valeur Z.«. 

Considérons maintenant la solution exacte de l'équation d'onde 
(G. Darwin, 1928; W. Gordon, 1928). 

a) Spectre discret (e < m). Cherchons des fonctions f et g de la 
forme 


[= Vm+ee-vlipv-1(Q,+0Q2), 
g=—Vm—ee-rlipv-1(Q,—Q:), 
où on a introduit les désignations 
p—2r, Ài=V me, y—V x Zi. (36,4) 


Une telle forme des fonctions paraît tout à fait naturelle si l’on tient 
compte de leur comportement connu (36,2) pour p — 0 et de leur 
décroissance exponentielle (—e”P/2) pour p —>- 0. Puisque pour 


(36,3) 


1) Par exemple, si la charge du noyau est répartie uniformément dans une 
sphère de rayon r, = 1,2:10"t* cm, la valeur critique Z. = 170, et le niveau 
suivant atteint la frontière —m pour Z = 185 (ŸV.S. Popov, 1970). Pour un ex- 
posé plus détaillé de la théorie quantitative, voir l'article de Y. B. Zeldovitch 
et V. S. Popou (Y®OH, 1971, v. 105, p. 403) (en russe). 
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p —+ oo le comportement asymptotique des fonctions f et g doit être 
Je même, il faut s'attendre à ce que pour p —+ on aura Q, > Q. 
En introduisant (36,3) dans (35,4), on obtient les équations 


P (Qi + @2)' + (w+ 29 (Qi + Q2) — pQ2 + Za WE (Qi— Q.)=0, 
p(Qi— Q.)' + (v— x) (Qi; — Q2)+ PQ: — Za J/ MES (Q+Q=0 


m 
(où la prime désigne la dérivation par rapport à p). La somme et la 
différence de ces équations donnent 


PQi+(r— SE) Q+(x- À) 00 
po + (v+- Ep) Q+(x+2) 0,—0, 
ou, après l'élimination de Q@, ou Q., 
PQ + r+1—p)Q— (r-E) 0. 
PQ + v+1—p) 0 (v+1- 5) Q:=0 


(on doit tenir compte de ce que y° — (Zae/A)° — x? — (Zaæm/(A}°). 
La solution de ces équations ayant une valeur finie pour p = 0, 
est la suivante 


Z 
Q=AF(y-<< 


, 2v+1, p) 
Z 
Q:=BF(y+1-— — 2y+1, p), 
F (œ, B, z) étant une fonction hypergéométrique dégénérée. En po- 


sant p = 0 dans l’une quelconque des équations (36,5), on trouve la 
relation entre À et B: 


(36,6) 


… y—Zae/À 

Les deux fonctions hypergéométriques apparaissant dans (36,6) 
doivent se réduire à des polynômes (dans le cas contraire, elles 
croîtraient comme € lorsque p —+ et avec elles, toute la fonction 
d'onde croîtrait comme æ/2). La fonction F (œ, B, z) se réduit à un 
polynôme si le paramètre & est égal à un entier négatif ou à zéro. 
Introduisons la désignation 


VE —n,. (36,9 
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Si r; = 1, 2, ..., les deux fonctions hypergéométriques se rédui- 
sent à des polynômes. Si n, = 0, une seule d’entre elles se réduit à 
un polynôme. Mais l'égalité nr, = 0 signifie que y = Zae/À et donc, 
comme il est facile de vérifier, Zaæm/À = | x |. Si x < 0, le coeffi- 
cient B dans (36,7) s’annule, si bien que Q@, = 0 et la condition 
imposée n’est pas violée. Au contraire, si x > 0, B — —4A et Q. 
reste une fonction divergente lorsque n, = 0. Ainsi, les valeurs ad- 
missibles du nombre quantique n, sont les suivantes: 


0, 1, 2, ::. 0 0; 
el __… 859 


1,2, 3,... pour %x>0. 


« 


Nous déduisons maintenant à partir de la définition (36,8) 
l'expression suivante pour les niveaux d'énergie discrets: 


CRÉES EL 36,10 
= Li VG2—(Za)?+ n,)° ] | ) 

Notamment, l'énergie du niveau fondamental 1s1,, (pour | x | = 
= 1, n, = 0) a pour valeur 


em V 1—(Za). 


Lorsque Za < 1, les premiers termes du développement de la 
formule (36,10) donnent 


4 Go fi Go pen + 
m 1= Ten | tte Lo us} 


Si nous notons n, + | x | = n (= 1, 2, ...) et remarquons que 
|x | —=j+1/,, nous reviendrons à la formule (34,4) obtenue pré- 
cédemment à l’aide de la théorie des perturbations. Comme il a été 
indiqué à la fin du $ 34, les autres termes de ce développement n’ont 
pas de sens parce qu'il est connu d'avance qu'ils sont petits devant 
les corrections radiatives. Toutefois la formule (36,10) a un sens 
sous sa forme exacte pour Za — 1. Notons que la double dégénéres- 
cence des niveaux énergétiques mise en évidence par la formule ap- 
prochée (34,4) est également conservée dans la formule exacte: puis- 
qu'elle ne fait intervenir que | x |, les niveaux de différents / coinci- 
dent comme auparavant pour un même }j. 

Il nous reste encore à déterminer dans la fonction d’onde le coef- 
ficient général de normalisation À. La fonction d'onde du spectre 
discret doit être normalisée comme toujours par la condition 


\ | À dx = 1; pour les fonctions f et g cela signifie la condition 


co 


\ (f2+ g°) r’ dr = 1. 


0 
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C'est d'après la forme asymptotique de la fonction pour r —+ co, 
qu’on trouve le plus simplement le coefficient À. A l’aide de la 
formule asymptotique 


r (2 1 n 
F(-—-n,, 2y+1, + pr (— 0) L 


(voir III (d, 14)) on trouve 


2 n, DER T (2v+1) dr y+n.-1 
f=(—1)'"A Vm+e e-Ar (2Ar) Tr", 


En comparant cette formule à l'expression (36,22), qui sera obtenue 
plus loin, on détermine À. Puis, en réunissant les formules obtenues, 
écrivons sous forme complète les expressions définitives pour les 
fonctions d'onde normalisées : 


f\_+HG@N/ ET (m+e)T(2v+n+1) 1172 V1 Ar 
| rerr5 | 4 Zam [Zam | (ZA) er x 
me (x) me! 


À 
x{(-x) FC. 2y+1, 2r)Fn,F(1—n,, 2y+1, 2hr) } 
(36,11) 


(où les signes supérieurs se rapportent à f et les signes inférieurs, 
à g). 

b) Spectre continu (e >> m). Pour les états du spectre continu il 
n'est pas nécessaire de résoudre à nouveau l’équation d'onde. Les 
fonctions d'onde se déduisent pour ce cas à partir des fonctions du 
spectre discret en effectuant les substitutions !) 


Zaez 


Vm—-e——iVe-m, À——ip, —n A Aer (36,12) 


(pour le choix du signe lors du prolongement analytique de la racine 


Vm — e, voir III, $ 128). Pourtant la normalisation des fonctions 
doit étre refaite. 


Après avoir effectué dans (36,11) les substitutions indiquées, 
récrivons les fonctions f et g sous la forme suivante: 


Î | Ve+m | - 
= . A'eïiPr (2pr\”! 
£ iVe—-m | SERRE 
X{ei5F(y—iv, 2v+1, —2ipr)+e-F(y+1—iv, 2y+1,—2ipr)], 


1) Plus loin, dans ce paragraphe, p désigne | p| = Ve? — mt. 
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où À’ est une nouvelle constante de normalisation et les nouvelles 
désignations sont introduites 
ve, er 1 (36,13) 
P X — iv _ 
(4 
(la quantité E est réelle car y° + (Zae/p)° — x? + (Zam/p})°). 
En vertu de la formule connue 
Fa B,:)=eF(B— ax, B, —:) 
(voir III (d, 10)) on a 
F(y+1—iv, 2y+1, —2ipr)=e"2P"F(y+iv, 2y+1, 2ipr)— 
—e"2iPrF# (y iv, 2y+1, —2ipr). 
Il vient donc 


Î . 4? De Vans v-1 Im i ; ; 
8 | = 2i4 Vetm(2pr) jp {ePr+F(y—iv, 241, —2ipr)}. 
(36,14) 


Le coefficient de normalisation À se détermine par la comparaison 
de l’expression asymptotique de cette fonction à la formule généra- 
le (35,7) exprimant une onde sphérique normalisée. Ecrivons tout 
de suite l’expression ainsi obtenue des fonctions d’onde du spectre 
continu (que nous vérifierons ensuite) !): 


TV 
99/2 m+e IT(v+1+iv)l (2pr)Ÿ 
1 }=2 VE er TC) 7 * 


Im 
X Re {eitpr+6)F (y—iv, 2y+14, —2ipr)}. (36,15) 


On obtient l'expression asymptotique de cette fonction à l’aide 
de la formule III (d, 14) où seul le premier terme importe dans le 
cas considéré (le second décroît comme une puissance supérieure 


de f{/r): 
LV (oran), eu 
où 
—È—argl(y+1+i) -F+e (36,17) 
ou encore 
20, — iv le T'HAZIN) ina, (36,18) 


Y—iv P(v+1+iv) 


3) Les fonctions d'onde pour le champ répulsif en sont tirées en changeant 
le signe devant Za, c'est-à-dire le signe de +. 
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Indiquons à titre de références ultérieures l’expression des phases 
dans le cas ultrarelativiste (e © m, v = Za) 
2i6 x T(v+i—iZa) in - 
€ "— y—=iZa T(y+1+ 20) eixl- y), (36,19) 
L'expression (36,16) ne diffère de (35,8) que par le terme loga- 
rithmique figurant dans l'argument de la fonction trigonométrique. 
De même que dans le cas de l'équation de Schrôdinger, la décroissan- 
ce lente du potentiel coulombien entraîne une déformation de la 
phase de l’onde qui devient une fonction lentement variable de r. 
Le prolongement analytique vers le domaine de eg << m donne à 
l'expression (36,18) la forme suivante: 


2i6,__X—Zam/À T(y+1—Zae/à) 
— y—Zaœe, T(y+1-+Zue/à) 


Ses pôles sont aux points où y + 1 — Zae/À = 1 — n,, nr, — 

—= 1, 2, ... (les pôles de la fonction F au numérateur) ainsi qu’au 

point de y — Zae/À — —n, = 0 (si x< 0); comme il fallait s'y 

attendre ces points coïncident avec des niveaux d'énergie discrets. 
Au voisinage d’un quelconque des pôles de nr, Æ0,0on a 


ei»), (36,20) 


| Zam _,,\ ixt-v) 


La forme de la fonction l au voisinage de son pôle peut être déter- 
minée à l’aide de la formule connue F (2) L (1 — z) — x/sin 2: 


Zae \ xl 
T'(v+1-— À = l'(n,)sinx(y+1—Zae/À) ” 


sin A (1+1-%) & 


& a 005 1n,- + (Æ).@—e)=(- 1)" ET (e — &,) 


(& étant le niveau d'énergie). Ainsi!) 


x) A3 1 
e* 10% &S(— :) nr IT (2y+1+n,) Zam? e —e, * (36,21) 


Nous avons obtenu à la fin du paragraphe précédent la formu- 
le (35,11) qui lie le résidu de la fonction e°‘#x en son pôle au coeffi- 
cient apparaissant dans l’expression asymptotique de la fonction 
d'onde de l’état lié correspondant. Dans le cas du champ coulom- 
bien cette formule doit être pourtant légèrement modifiée du fait 


1) Il est aisé de se convaincre que cette formule est aussi valable dans le 
cas de n, = 0 
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qu’au lieu d'un déphasage constant 6, (figurant dans (35,7)) l’ex- 
pression (36,16) contient la somme 6, + v 1n (2pr). Aussi, au lieu 
de e*itx, faut-il écrire au premier membre de (35,11) 


exp (2iô, + 2iv In 2pr) —+ e2i0% (2iar) rt, 


Après avoir déterminé à partir de (35,11) le coefficient À, (qui sera 
maintenant une fonction puissance de r) et en utilisant (36,21), on 
trouve la forme asymptotique de la fonction d'onde normalisée du 
spectre discret : 


À 
(Zam/Ài—x)(m—+e)A3 71/2e Fr n,+Y 
Î= [ 2n, ! Zam3T (2y+1+n,) r (Zar) | (36,22) 


Cette formule a déjà été utilisée pour la détermination du coeffi- 
cient figurant dans (36,11). 


$ 37. Diffusion dans un champ à symétrie sphérique 


Ecrivons l’expression asymptotique de la fonction d'onde décri- 
vant la diffusion de particules dans le champ d’un centre de forces 
immobile sous la forme !) 


Ÿ = Uepe PE + Uerp' 


Ici, uw, est l'amplitude bispinorielle de l’onde plane incidente. 
Quant au bispineur u;,: il est fonction de la direction de diffusion 
n'et pour chaque valeur donnée de n° il coïncide par la forme (mais 
non par la normalisation!) avec l'amplitude bispinorielle de l’onde 
plane qui se propage dans la direction de n’. 

Nous avons vu au $ 24 que l’amplitude bispinorielle d’une onde 
plane se détermine entièrement par la donnée d’une quantité à 
deux composantes: d’un spineur tridimensionnel w qui est la fonc- 
tion d'onde non relativiste dans le référentiel où la particule est au 
repos. La densité de flux s'exprime elle aussi moyennant ce spineur: 
elle est proportionnelle à w*w (le coefficient de proportionnalité 
dépendant uniquement de l'énergie € et étant donc le même pour 
les particules incidentes et diffusées). Ceci étant, la section efficace 
de diffusion do = (w'*w'/w*w) do ou, si (comme au $ 24) l'onde 
incidente est normalisée par la condition w*w = 1 


do = w'*w" do. ù 


eipr 


(37,1) 


r 


Introduisons l'opérateur de diffusion Î en le définissant par 


w' — fw. (37,2) 


1) Aux 88 37 et 38 P désigne | p | et les indices & et p affectant les ampli- 
tudes sont écrits séparément. 
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Les quantités w, w' étant à deux composantes, l’opérateur ainsi dé- 
fini est tout à fait analogue à l’amplitude de diffusion opératorielle 
figurant dans la théorie non relativiste de la diffusion compte tenu 
du spin (III, $ 140). Il s'ensuit que les formules obtenues dans cette 
théorie et exprimant l'opérateur par les déphasages des fonctions 
d'onde dans un champ diffusant sont directement transposables en 
théorie relativiste: Il faut seulement prévoir une nouvelle désigna- 
tion de ces phases en exprimant les déphasages introduits dans III, 
& 140 6/ et 67 par le déphasage 6, apparaissant dans la formule re- 
lativiste (35,7). Rappelons que les phases 6; et 6; se rapportaient 
à des états de moment orbital ! et de moment cinétique total j — 
= l+1/, et j =1—1/,. En vertu de la définition (35,3), x — 
= —l — 1 pour j =! +1/, et x = L pour j =!1—1/,. On doit 
donc changer les notations comme suit 


I Ori Ôr +0 


et ne pas oublier que l'indice affectant Ô désigne maintenant la va- 
eur du nombre x!). Ainsi, on obtient les formules suivantes: 


f— A+ Bvo, (37,3) 


Am D [(E+ 14) (e 0-11 — 1) + 7 (6201 1)] P,(cos 6), (37,4) 


1 = i ‘ 
B=- 5, (e**-1-1 — 6701) pi (cos 6), (37,5) 


l=i 


où v est le vecteur unitaire de la direction [nn]. 
Comme w est une fonction d'onde spinorielle dans le référentiel 
de repos, les propriétés de polarisation de la diffusion se décrivent 


à l’aide de f par les mêmes formules que dans III, $ 140. 

Dans le cas du champ coulombien il est possible d'exprimer les 
deux fonctions À (6) et B (6) par une seule fonction. Décrivons suc- 
cinctement les calculs correspondants !). 

Pour le champ coulombien les phases 6, sont données par la for- 
mule (36,18) que nous mettrons sous la forme suivante: 


eu — (x —i Zeîm x C 
MS (37,6) 
= Ti) in(lx| — | 
GE RG? 


1) Gluckstern R. L., Lin S. R. — J. Math. Phys., 1964, v. 5, p. 1594. 
12—0596 
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(on remarquera que eïx! — ei* pour x >> 0 et eït! — —ei* pour 
x <Z 0). En se servant des quantités introduites de cette façon, on 
peut représenter les séries (37,4) et (37,5) sous la forme 


Ze? 
mr (6), 


2 
B(8)= —+te+-6(8)+ cote +-F(8) 


A(8)=—< 6 (8)—à 
(37,7) 


où 


G(8)=+ D PCi(Pit Pis), F(8)=+ D ICi1(Pi— Pis). (37,8) 


l=1 1=1 


Pour la transformation de la série B (6) on a utilisé les relations ré- 
currentes suivantes entre les polynômes de Legendre : 


Pi+Pii= —cotg +1 (Pi— Pi), (87,9) 
Pi— Piste (Pit Pis) (87,0) 
D'un autre côté, en vertu de l'identité 


(A+ cos 8) = [P: (cos 8) — P-1 (cos 8)]= L[P: (cos 6) + Pi. (cos 6)] 


(37,11) 
les fonctions F (6) et G (6) sont liées l’une à l’autre par la relation 
G=(1— 0050) — — cotg+ _ (37,12) 


On voit que par là même A (8) et B (6) se trouvent exprimées par 
une même fonction F (6) ?). 


$ 38. Diffusion dans le cas ultrarelativiste 


Examinons particulièrement la diffusion dans le cas ultrarelati- 
viste (e > m). En première approximation, négligeons totalement 
la masse m dans l’équation d’onde. Il est alors commode d'utiliser 


pour % la représentation spinorielle ÿ — (i) vu que pour m = 0 
les équations de E et n se séparent : 

—ioVé = (e— U)E, —iovn=—(e—U)n (38,1) 
(en prenant une forme « neutrinique », voir $& 30). 


1) La fonction F (6) ne s'exprime pas sous forme fermée par des fonctions 
élémentaires. Pourtant elle peut s'écrire sous la forme d'une intégrale double 
définie (voir l'article mentionné plus haut). 
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L 


l’état d'hélicité de l’électron répond la fonction d'onde  — 
| s’il est polarisé dans la direction de p et la fonction 1 — 


) s'ilest polarisé en sens inverse. Les équations pour E et n 


étant séparées, il est évident que lors de la diffusion cette propriété 
se conserve. Autrement dit, la diffusion des électrons ultrarelati- 
vistes conserve l’hélicité. Il est évident par raison de symétrie (pola- 
risation longitudinale) que la diffusion de particules douées d’hé- 
licité se caractérise par l'absence d'asymétrie azimutale. On peut 
aussi affirmer que la section efficace de diffusion des électrons doués 
d’hélicité ne dépend pas du signe de l'hélicité; cela s'ensuit du fait 
que le champ central est invariant par rapport à l’inversion et que 
Je signe de l'hélicité change par inversion. 

Dans le cas ultrarelativiste, les formules (37,3) à (37,5) peuvent 
prendre une forme beaucoup plus simple (D. R. Yennie, D. G. Ra- 
venhall, R. N. Wilson, 1954). 

Soit un électron incident polarisé suivant la direction de mouve- 
ment n. Pour une onde plane de valeur déterminée de no le spineur 


E (=(p + x)/V 2) est proportionnel au même spineur tridimension- 
nel w qui figurait dans la représentation standard de l’onde. Aussi 
la liaison entre les amplitudes spinorielles des ondes incidente et 
diffusée est-elle assurée en nouvelle représentation par le même 


opérateur f. 
Par suite de la diffusion la polarisation tourne avec l'impulsion 


en prenant la direction de n°. L'action de l'opérateur f sur la fonc- 
tion d'onde spinorielle de l’électron se réduit donc à la rotation du 
spin d’un angle 6 (formé par les directions de n et n°) autour de l’axe 
v. Une telle rotation est à son tour équivalente à la rotation du sys- 
tème de coordonnées autour du même axe mais en sens inverse, 


c'est-à-dire d’un angle — 6. 11 s'ensuit que l’opérateur f doit coïnci- 
der (à un coefficient près) avec l'opérateur qui effectue la transfor- 
mation de la fonction d’onde lors du changement indiqué du système 
de coordonnées, c’est-à-dire avec l'opérateur (18,17) si dans ce der- 
nier on effectue la substitution 6 — —6. Le rapprochement entre 
(37,3) et (18,17) montre qu'on doit avoir 


Bite T. (38,2) 
Ainsi, dans la limite ultrarelativiste on a 
f—= A (8) [4 itgs. vo]. (38,3) 


L'expression (37,4) donnant À (6) peut elle aussi être simplifiée 
si l’on utilise la relation entre les phases 6, et ô_, qui apparaît à 
cette même limite. Pour établir cette relation, remarquons qu'a- 
près l'élimination des termes contenant m, les équations (35,4) pour 
12e 
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les fonctions f et g deviennent invariantes par rapport aux substi- 
tutions 


K —> —%, Î — &, g —> —f, 


qui n'affectent pas les paramètres de la particule elle-mème ni ceux 
du champ. On doit donc avoir f/gx — —g-\/f-x et, en introduisant 
les expressions asymptotiques, on trouve 


tg (pr — + 6, )=— cotg (pr +6), 


ôu= 64 —(l 1 5++(n++)n, 
d'où 
e”°x er eo x. (38,4) 


En utilisant cette relation (et en remplaçant dans le premier terme 
de la somme (37,4) l'indice de sommation ! par ! — 1), on obtient 


A (8) = LT 3 L(e01 —14)[P,(cos6)+ Pi (cos0)]. (38,5) 


De (38,2) il résulte que Re (4B*) = 0. Cela signifie qu'à l’ap- 
proximation considérée la section efficace de diffusion ne dépend pas 
de la polarisation initiale des particules et qu'un faisceau non pola- 
risé reste non polarisé après la diffusion (voir formules III, (140,8) 
à (140,10)). Signalons aussi que lorsque 8 — x, l'expression (38,5) 
de À (6) tend vers zéro comme (x — 6)? (rappelons que P, (—1) = 
— (—1)1). La section efficace de diffusion 


do __14(6)1° 
= IA +181 (88,6) 


COS? — 
2 


tend elle aussi vers zéro en même temps que l'expression (38,5). 
Ces propriétés disparaissent bien entendu aux approximations d'or- 
dres supérieurs de la petite quantité m/e. Notamment, l'analyse 
montre que pour 0 —+ x la section efficace tend vers une limite pro- 
portionnelle à (m/e)°. 

Pour un champ coulombien les phases 6, dans le cas ultrarelati- 
viste ne dépendent pas de l’énergie, comme le montre la relation 
(36,19) !). Aussi dans un champ purement coulombien la section 


1) Cela résulte aussi directement des équations (38,1) vu que pour un champ 
coulombien l'énergie & peut être éliminée totalement entre ces équations par la 
substitution r —+ r'/e. 
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efficace pour € > m est-elle de la forme 


do — 0) do, (38,7) 


€ 


où t est une fonction de l'angle seul. 


$ 39. Système de fonctions d’onde du spectre continu 
pour la diffusion dans un champ coulombien 


Nous étudierons par la suite ($$ 95, 96) les divers processus iné- 
lastiques qui se déroulent lors de la diffusion des électrons ultrare- 
lativistes dans le champ d’un noyau lourd (Zæ — 1). Pour calculer 
les éléments de matrice correspondants nous aurons à utiliser des 
fonctions d'onde dont la forme asymptotique (pour 7 —+ œ) résulte 
de la superposition des ondes plane et sphérique. 

Nous verrons que dans le cas ultrarelativiste (l’énergie de l’élec- 
tron e > m) un rôle essentiel dans la diffusion est joué par les 
transferts de l'impulsion cinétique (de l'électron au noyau) qg = 
= |p— p|- m. À ces valeurs de q correspondent des « parame- 
tres d'impact» p — 1/q — 1/m et l’électron est écarté des angles !) 


q m 
pie. (39,1) 
En termes des coordonnées r (distance au centre) et z = r cos 8, 
ceci définit un domaine 

p(r—2)= pr(1—cos6) — 1. (39,2) 


pærsin8-—+—, 


Dans ce cas r — e/m*, c'est-à-dire que nous avons affaire au domaine 
des grandes distances. 
Ecrivons l'équation de Dirac sous la forme 
(@—U—mp+iav)p=0, U=-Æ. (39,3) 


Transformons-la en équation du deuxième ordre en appliquant à 
cet effet l'opérateur (e — U + mf — iaV) à l'expression (39,3): 
(A + p° — 2eU) p = (—ia VU — U*) . (39,4) 

Puisque dans le domaine considéré r > Za/e, on a U € &e. En 


première approximation le second membre de (39,4) peut être né- 
gligé. L'’équation restante 


(S+p2+ €) p=0 (89,5) 


1) Au cours de ce paragraphe p désigne | p |. 
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coïncide par sa forme avec l’équation de Schrôdinger non relativiste 
dans le champ coulombien 


(ar 84 +) ve 0: pi 


elle n’en diffère que par le changement évident de la désignation des 
paramètres (l'expression de l’« énergie potentielle » comprend un fac- 
teur superflu e/m). On peut donc écrire immédiatement sa solution 
présentant la forme asymptotique requise (voir III, $ 136). 

Par exemple, une fonction d'onde contenant une onde asympto- 
tiquement plane (eïP') et une onde sphérique divergente est de la 
forme 


D) = CR eirrF (Z., 1, i(pr—pr)), 


V 


(39,6) 
C—enzaett [1-iÆ), 


où À est une fonction hypergéométrique dégénérée et u., l'amplitude 
bispinorielle constante de l’onde plane normalisée par la condition 
(23,4) que nous avons adoptée 


Ueplep — 2m. (39,7) 


La fonction d'onde (39,6) est normalisée de telle sorte que l’ex- 
pression asymptotique de l'onde plane se présente sous la forme habi- 
tuelle 


_—"e _ eipr 
l/ 2e 
correspondant à «une particule dans le volume unité ». Puisque 


dans le cas ultrarelativiste p = e, on peut poser Zae/p = Za dans 
(39,6) : 


. = CE eirrÆF(iZa, 1, i(pr—pr)), (39,8) 


C= eZa?[ (1 — iZa). 


Il est à noter que bien que nous considérions des distances si gran- 
des que pr > 1, la fonction hypergéométrique intervenant dans 
(39,8) ne saurait pas être remplacée par son expression asymptotique : 
ce n’est pas pr qui est l'argument de la fonction F mais la quantité 
pr (1 — cos 8) que nous n'avons pas supposée grande !). 


1) Dans 111, & 135 nous avons envisagé des r arbitrairement grands si bien 
qu'un tel remplacement était possible pour tout angle 6. 
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Pour les applications on a aussi à utiliser l'approximation suivan- 
te de présentant une structure spinorielle différente de celle de 
(39,8) (qui se réduit au facteur u:.). Pour calculer cette approxima- 
tion, écrivons # sous la forme 


V2e 


eipr (uepEF +). 


Maintenant nous ne gardons au second membre de l’équation (39,4) 
que le terme en U de première puissance et nous obtenons pour y 
l'équation suivante : 


(A+ 2ipV — 2eU) q = — iu. (a VU) F. (39,9) 
On trouve sa solution en remarquant que la fonction F satisfait à 
l'équation 


(A+ 2ipV — 2eU) F — 0 


(on peut s’en assurer en portant (39,6) dans (39,5)). En appliquant 
à cette équation l'opération Y, on obtient 


(A + 2ipV — 2eU) VF — 2eFVU. 
Cette dernière, rapprochée de l'équation (39,9), donne 
—_ — 3 (aV) UepF. 
Ecrivons l'expression définitive pour #(*) et pour la même fonc- 


tion ÿ( dont l'expression asymptotique contient une onde sphéri- 
que convergente : 


Se = (4 V) F(iZa, 1, à (pr — pr)) Ueps 


$ . 1 : . 
po) = TE eipr (1— 7e V)F(-—iZa, 1, — à (pr + pr)) Up; 


(39,10) 


C = exZal2T (1 — iZaæ). 


(W. H. Furry, 1934). EÉcrivons aussi des fonctions analogues (Ÿ..,) 
de « fréquence négative » que nous aurons à utiliser lors de l'étude 
des processus avec participation des positrons. Elles peuvent être 
obtenues à partir des fonctions Ÿ., en effectuant les substitutions 
p— —p, e + —e, la quantité p = | p | restant inchangée (en vertu 
de la dernière circonstance le paramètre iZæ de la fonction hyper- 
géométrique change de signe, comme le montre l'expression de dé- 
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part (39,6) dans laquelle ce paramètre figure sous la forme de iZae/p). 
Ainsi, on obtient 


C e 1 e Lg 
ARE V2 er Pr (1 + + v) F ( — iZa, 1, L (pr + pr))u_e-p 
— C* © 1 e e 
no er ‘pr (1 + _ V)F(iZa, 1, —Î (pr — pr)) U_e-ps 


(39,11) 
C=e-tza/T ({ +iZa). 


A propos des calculs qui viennent d’être effectués il faut faire 
encore la remarque suivante. La condition asymptotique que nous 
avons posée n’est pas suffisante par elle-même pour un choix univo- 
que de la solution de l'équation d'onde (ce qui apparaît déjà du fait 
qu'on peut toujours ajouter à toute onde coulombienne sphérique 
divergente sans violer cette condition). En écrivant la solution de 
l'équation (39,5) sous la forme (39,6), nous avons admis implicite- 
ment par là même que cette solution est finie pour 7 = 0. Une telle 
exigence était nécessaire dans III, $$ 135, 136, où l’on considérait 
les solutions de l’équation de Schrôüdinger exacte, solutions valables 
dans l’espace entier !). Mais dans le cas que nous considérons l’équa- 
tion (39,5) ne se rapporte qu'aux grandes distances, de sorte que le 
choix de la solution exige une justification supplémentaire. 

Elle est fournie par le fait qu'aux grands « paramètres d'impact » 
p = rsin 6 correspondent les grands moments orbitaux Z et les 
petits angles de diffusion 6: pour p — 1/mona 


£ 
l-pp-pe- —>1, 


et l'angle 6 peut être évalué par un procédé quasi classique 


1 dU U" (p)p m 


Cela signifie que le développement de ÿ en ondes sphériques com- 
portera (dans le domaine considéré de r et 6) essentiellement des 
ondes avec les grandes valeurs indiquées de /. Mais il est connu d'a- 
vance qu'une onde sphérique à grand Z décroît jusqu’à ses faibles 
valeurs lorsqu'on s'approche de l’origine des coordonnées à des 
distances r € l/e « classiquement inaccessibles » (par suite de la 
barrière centrifuge). C’est pourquoi si l’on « raccorde » la solution 


1) Lors de la résolution de l'équation de Schrôdinger dans 111, 8 135 cette 
condition était assurée par le choix d'une intégrale particulière de la forme 
a ds lieu de la somme générale d'intégrales avec différentes valeurs de 

1 et 2: 


6 40] ÊÉLECTRON DANS LE CHAMP D'UNE ONDE PLANE 185 


de l'équation (39,5) à celle de l’équation exacte (39,4) aux faibles 
distances pour r — r,, où l/e > r, > Za/e, la condition aux limites 
sur la solution de l’équation (39,5) consistera à exiger qu'elle soit 
petite, ce qui justifie notre choix. 


Problème 


Pour un champ coulombien attractif de Za «1 trouver la correction (d'ordre 
relatif: — Zaæ) à la fonction d'onde non relativiste du spectre discret. 

Solution. La vitesse de l’électron à l’état lié v — Za si bien que pour 
Za € 1, la fonction d'onde est dans l’approximation d'ordre zéro une fonction 
non relativiste, c'est-à-dire que 


Ÿ — UŸnon rel: 
Où Ÿnon re1 est une fonction de Schrôüdinger et u, un bispineur de la forme 
u — ( Q Jave w un spineur décrivant l'état de polarisation de l'électron. Ecri- 


vons à l’approximation d'ordresuivant : ÿ = uYnon re1-+ #0) et, en l'introduisant 
dans (39,4), on trouve pour {?) l'équation suivante: 


(—— a—leni+ À) pi) = i = (v +) (œu) Ÿnon re): 


où €, est un niveau d'énergie discret non relativiste. Dans cette équation on a 
omis les termes d'ordre relatif : — (Zæ)? (il faut tenir compte du fait que dans le 
cas non relativiste les distances principales sont de l'ordre de grandeur du rayon 


de Bohr: r — 1/mZa). La solution de cette équation est #(1)=— 7 EUVnon els 
si bien que 
Ÿ = (1 av) UŸnon rel- 


$ 40. Electron dans le champ d’une onde 
électromagnétique plane 


C'est dans le champ d’une onde électromagnétique plane que 
l'équation de Dirac pour l’électron admet une solution exacte 
(D. M. Volkov, 1937). 

Le champ d’une onde plane de quadrivecteur d'onde k# (k° — 0) 
ne dépend des coordonnées quadridimensionnelles que dans la com- 
binaison @ — x, de sorte que le quadri-potentiel s'exprime par 

AY = Ah (y), (40,1) 
et satisfait à la condition de jauge de Lorentz 
9,44 = k, An =0 


(la prime désigne la dérivation par rapport à w). Etant donné que le 
terme constant apparaissant dans À est sans importance, cette con- 
dition peut s’écrire sans prime sous la forme 


kA = 0. (40,2) 
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Partons de l'équation du deuxième ordre (32,6) dans laquelle le 
tenseur champ a pour expression 


Fiy=kiAS—k,A;. (40,3) 
En développant le carré (id — eA})° il faut tenir compte du fait 


qu'en vertu de (40,2) à, (4“ÿ) — A“d,%. On obtient finalement 
l'équation 


[ — 02 — 2ie (A0) + e2 A7 — m2 — ie (yk) (y°)] y =0 

(02 = 0,04). | 
Cherchons une solution de cette équation sous la forme 
p=e"irxF(p), (40,5) 


où p est un quadrivecteur constant. Toute adjonction à p d’un vec- 
teur de la forme const-X laisse inchangée cette forme de la fonction 
(il faut seulement que la notation de la fonction F (œ) soit convena- 
blement changée). On peut donc, sans restreindre la généralité, impo- 
ser à p une condition supplémentaire. Soit 


p° = m*. (40,6) 


Alors, au débranchement du champ les nombres quantiques p# se 
transforment en composantes de la quadri-impulsion d’une particule 
libre. Le sens des composantes du quadrivecteur p en présence du 
champ est plus évident dans un référentiel spécial choisi de telle 
sorte que À, = 0. Supposons que dans ce référentiel le vecteur A 
est dirigé suivant l'axe des x! et le vecteur k, suivant l’axe des z° 
(c'est-à-dire que le champ électrique est dirigé suivant les z!, le 
champ magnétique, suivant les z° et l’onde elle-même se propage le 
long de l’axe des x*). Dans ces conditions, la solution (40,5) sera la 
fonction propre des opérateurs 


(40,4) 


0 * _. à : 2 1.0 o) 
Pts Pt Po—Pa=i(-5 2) 


avec les valeurs propres Pp;, P:, Po — P3 (quant à ces opérateurs eux- 

mêmes, il est facile de voir qu'ils commutent avec l’hamiltonien 

de l'équation de Dirac). Ainsi, dans ce référentiel, p', p* sont les 

composantes de l’impulsion généralisée le long des axes des z! et 

des r°, alors que p° — p* exprime la différence entre l'énergie totale 

et la composante de l'impulsion généralisée le long de l’axe des z*. 
En reportant (40,5) dans (40,4) on remarque que 


OUF—RknF", O,00F—Rk?2F"—0, 
et on trouve pour F(œ) l'équation 
2i (kp) F°+1[— 2e (pA) + e24*? — ie (yk) (v4")] F = 0. 
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L'intégrale de cette équation a ‘pour valeur 
kx 


_ ie = < CE) (4) | _u 
rep! | (PA) pr 4° jé + | 7 


où u/V 2p,est un bispineur constant arbitraire (pour la forme de son 
écriture, voir plus loin). 

Toutes les puissances de (yk) (YA) supérieures à la première sont 
nulles parce que 


(Y£) (v4) (vk) (vA) = — (v6) (vk) (4) (A) + 
+ 2 (k4) (vk) (v4) = —k*A* = 0. 
On peut donc remplacer 


k) (VA 
exp = 1 + mr (VE) (VA), 


si bien que prend la forme 


Pr = [14 567 00 4] es, (40,7) 
où i) : 
Rx : re 
D pre ( TO [ (4) + 4°] dy. (40,8) 


0 


Pour déterminer les conditions imposées au bispineur constant u, 
il convient de poser que l'onde « s'applique » d’une façon infini- 
ment lente à partir de { — —oo. Alors À —+ 0 lorsque kxz —> —o0 
et + doit se réduire à la solution de l'équation de Dirac pour la par- 
ticule libre. A cet effet, u = u (p) doit satisfaire à l'équation 


(y — mu = 0. (40,9) 


Cette condition élimine les solutions « superflues » de l’équation du 
deuxième ordre. Puisque uv ne dépend pas du temps, cette condition 
reste valable aussi pour des valeurs finies de kx. Ainsi, u (p) coïn- 
cide avec l’amplitude bispinorielle d’une onde plane libre; nous la 
supposerons normalisée par la même condition (23,4): uu = 2m. 

Les raisonnements qui précèdent permettent aussi de déterminer 
tout de suite la normalisation des fonctions d'onde (40,7). L'appli- 
cation infiniment lente du champ ne fait pas varier l'intégrale de 


1) L'expression de S coïncide avec l'action classique pour une particule 
en mouvement dans le champ d'une onde (voir II, $ 47, problème 2). 
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normalisation. 11 s’ensuit que les fonctions (40,7) satisfont à la même 
condition de normalisation 


\ VyŸn d'r= | Pr VŸp dÿz — (2n)° ô (p' —p); (40,10) 


que les ondes planes libres. 
Cherchons la densité de courant répondant aux fonctions (40,7). 
En remarquant que 
CNET € … |» is 
ŸVp = V'2Po [1+ 2 (pk) (YA) (y) | € ? 


on obtient par multiplication directe 


TT _ _ e(pA) __e°A° 
8 = Ppvh pe À PA eAu + kn | (kp) en )}- (40,11) 


Si A (+) sont des fonctions périodiques et leur valeur moyenne 
(dans le temps) est nulle, la valeur moyenne de la densité de courant 
s'exprime par 


Pa (re ré). do.12 


Cherchons également la densité d’impulsion cinétique dans l'état 


ŸP. L'opérateur impulsion cinétique vaut la différence P — eA = 
— i0 — eA. On obtient par un calcul direct 


WP (PA — e AM) bp = Ppv° (p# — AP) Ÿ = 
- c(pA) _ et4? . 
= ph eAr + (nr) apres Far (ou). 


(40,13) 


La valeur moyenne dans le temps de ce quadrivecteur, que nous 
noterons g*, a pour expression 


qu= ph — SR. (40,14) 


Son carré est égal à 
g—=me, m=my/1-<2X, (40,15) 


où m, joue maintenant le rôle de la « masse effective » de l’électron 
dans le champ. Le rapprochement entre (40,14) et (40,12) donne 


EE 
j—= . (40,16) 


Po 
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Remarquons que la condition de normalisation (40,10) exprimée 
à l’aide du vecteur q est de la forme 


\ pen dir = (22)5 2 6 (q'— 4) (40,17) 


(le passage de (40,10) à (40,17) se fait le plus simplement dans le 
référentiel spécial indiqué plus haut). 


$ 41. Mouvement du spin dans un champ extérieur 


Le passage à l’approximation quasi classique dans l'équation de 
Dirac se fait de la même façon qu’en théorie non relativiste. Intro- 
duisons dans l’équation du deuxième ordre (32,7a) sous la forme !) 


(où S est un scalaire et u, un bispineur lentement variable). Ce 
faisant on suppose satisfaite la condition habituelle de quasi-clas- 
sicisme: sur des distances de l’ordre de la longueur d'onde ñ#/|p | 
la variation de l'impulsion de la particule doit être petite. 

A l’approximation d'ordre zéro suivant À, on obtient une équa- 
tion d’Hamilton-Jacobi relativiste canonique pour l’action S. Tous 
les termes contenant le spin (et proportionnels à À) disparaissent 
dans les équations du mouvement. Le spin n'apparaîtrait qu’à 
l’approximation d'ordre suivant par rapport à À. En d’autres ter- 
mes, l'influence que le moment magnétique de l’électron a sur son 
mouvement est toujours du même ordre de grandeur que celui des 
corrections quantiques. Cela est tout à fait naturel eu égard à la 
nature purement quantique de spin dont la valeur est proportion- 
nelle à À. 

Etant donnée une telle situation, il est logique de poser le proble- 
me suivant : quel sera le comportement du spin d’un électron animé 
d'un mouvement quasi classique donné dans un champ extérieur ? 
La solution de ce problème est contenue dans l’approximation ulté- 
rieure suivant À apparaissant dans l'équation de Dirac. Toutefois 
nous allons résoudre ce problème par une autre méthode qui est 
plus instructive et n’est pas directement liée à l’équation de Dirac, 
Son principal avantage réside dans le fait qu’elle permet de considé- 
rer le mouvement de toute particule, y compris celle qui se caracté- 
rise par un rapport gyromagnétique « anormal » non décrit par l’é- 
quation de Dirac. 

Notre but consiste à établir une «équation du mouvement » 
pour le spin lors du mouvement quelconque (donné) de la particule. 
Commençons par le cas non relativiste. 


1) Au commencement nous employons les unités classiques (de Gauss). 
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L'hamiltonien non relativiste de la particule dans un champ exté- 
rieur a pour expression 


H=H'—uoH, (41,1) 


où AH” réunit tous les termes qui ne contiennent pas le spin (voir 
III, $ 111); p est le moment magnétique de la particule. Cette for- 
me de l’hamiltonien n'est pas liée à une espèce déterminée de par- 
ticules. Pour les électrons pu = eñ/2mc (la charge de l’électron e — 
— — |e |!) et dans le cas des nucléons u contient encore une par- 
tie « anormale » !) 


’ eh 
M =p—-—. (41,2) 
Suivant les règles générales de la mécanique quantique l’équa- 
tion opératorielle du mouvement du spin s'obtient à partir de la for- 
mule 


A 


e i A A A A i A A 
s—=—(Hs —-sH)=-(Ho- 0H). (41,3) 


En y portant (41,1), on trouve 


Añ= 


- i 
SE _… H} (0x0: — 0103) = _ en nOr 
ou encore 
s—<+ [sa]. (41,4) 


Prenons la moyenne de cette égalité opératorielle sur l’état du 
paquet d'ondes quasi classique qui se propage le long d’une trajec- 
toire donnée. Cette opération se ramène au remplacement de l’opé- 
rateur spin par sa valeur moyenne s et du vecteur H par la fonction 
H (t) qui traduit la variation du champ magnétique au point d'’em- 
placement de la particule (du paquet d’ondes) lors de son mouvement 
donné sur la trajectoire. A l’approximation non relativiste (c’est- 


à-dire dans le cadre de l’équation de Pauli) s — 0/2 est l'opérateur 
spin de la particule dans le référentiel où elle est au repos; la valeur 
moyenne de cet opérateur a été désignée au $ 29 par &/2. Nous som- 
mes ainsi amenés à l’équation 


d& 
2 (0H (0)]. (41,5) 


1) Compte tenu des corrections radiatives, une très petite partie « anormale » 
est contenue également dans le moment magnétique de l’électron. 
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Sous cette forme cette équation a en fait un caractère purement clas- 
sique. Elle signifie que le vecteur moment magnétique précession- 
ne autour de la direction du champ avec une vitesse angulaire 
—2uH/h tout en gardant sa grandeur constante !). 
Dans le même cas non relativiste, la vitesse v de la particule 
varie suivant l'équation 
dy e 


dt — mc [VH], 


c'est-à-dire que le vecteur v tourne autour de la direction de H 
avec la vitesse angulaire —eH/mc. Si n° = O0, alors u = eñ/2mc et 
cette vitesse angulaire coïncide avec la vitesse —2uH/f de rotation 
du vecteur &; autrement dit, le vecteur polarisation conserve un 
angle constant avec la direction de mouvement (nous verrons plus 
loin que ce résultat reste valable aussi dans le cas relativiste). 

Effectuons maintenant la généralisation relativiste de l’équa- 
tion (41,5). Pour une description covariante de la polarisation il fau- 
dra alors faire usage du quadrivecteur a introduit au $ 29, et l’équa- 
tion du mouvement du spin devra déterminer la dérivée da/dt par 
rapport au temps propre T °). 

Une forme possible de cette équation peut être établie déjà par 
des considérations d'invariance relativiste si l’on tient compte du 
fait que son second membre doit être linéaire et homogène en ten- 


seur champ électromagnétique F"” et en quadrivecteur ak et ne 
peut contenir en plus de ces derniers que la quadrivitesse u# — 
— pl/m. Ces conditions ne sont satisfaites que par une équation de 
la forme 


ue = à FuYa, + Bu“FViu, a, (41,6) 


où «, B sont des coefficients constants. Il est facile de voir qu'en ver- 
tu de la condition a,u“ — 0 et de l’antisymétrie du tenseur F” 


(de sorteque F"” u,u, = 0) aucune autre expression de la forme re- 
quise ne peut être obtenue. 


1) Classiquement, l'équation (41,5) se déduit directement de l'égalité 


où M est le moment cinétique du système, pu, son moment magnétique, [uH], 
le moment des forces s'exerçant sur le système. En posant M — 5 RAT, dm = 


= &= HE, on obtient (41,5). 


3) Dans ce qui suit nous posons de nouveau c = 1, À = 1. 
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Lorsque v — 0, cette équation doit coïncider avec (41,5). En 
posant a! — (0, ë), uk = (1, 0), t = t, on obtient 


En comparant cette expression et (41,5), on voit que « = 2y. 

Pour déterminer $, tenons compte que alu, = 0. Si l’on dérive 
cette égalité par rapport à v et utilise l'équation classique du mou- 
vement de la charge dans un champ 


du 
ss uv 
M —— = eFhvu, 
(voir II, 823), on obtient 
dah du“ e e 
re 0 Ciege m UN md du 


Aussi, en multipliant l'équation (41,6) de part et d'autre par u,, 
en tenant compte de l'égalité u,u#“ — 1 et en simplifiant par Le 
facteur général F”"u,a,, obtient-on 


pau )=-2n" 


On trouve finalement l’équation relativiste du mouvement du 

spin sous la forme suivante: 
= 2pFiva, — Qu'un Fu. a, (41,7) 
(V. Bargmann, L. Michel, V. Telegdi, 1959) ?). 

Passons du quadrivecteur a à la quantité & qui caractérise direc- 
tement la polarisation de la particule dans son référentiel de repos 
« instantané ». La relation entre a et & est donnée par les formules 
(29,7) à (29,9). Notons tout de suite que de (41,7) il résulte automati- 
quement que a, da“/dt = 0, de sorte que a,a“ = const. Puisque 
a,ah — —{?, cela traduit un résultat naturel: lors du mouvement 
de la particule la valeur de sa polarisation & reste invariable. 

L'équation qui régit la variation de la direction de polarisation 
peut s’obtenir si l’on passe dans (41,7) aux notations tridimension- 
nelles. En développant les composantes spatiales de cette équation, 
on trouve 
da ___2um 
dt — e 


(aHj- #7 (av) E — EE y (aE)+ 


€ m 


+ HE v (v(aH])+ € v (av) (VE). 


m 


1) Sous une autre forme, une équation analogue a été établie pour la pre- 
mière fois par Ÿ. Z. Frenkel (1926). 
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Il faut y introduire (29,9) en tenant compte lors de la dérivation des 
égalités p = ev et e° — p° + m° et des équations du mouvement 


d de 
=eE+e[vH}, <+—=e(vE). (41,8) 
Un calcul élémentaire, bien qu'’assez fastidieux, conduit à l'équa- 
tion suivante !): 


d 2 "(e— 2u” 
$C (om3 + ÈS (VE) (VE + 
2um+2p'e 
À ere [6 (Ev]]. (41,9) 
Ce n’est pas la variation absolue de la direction de polarisation 
dans l’espace qui présente un intérêt particulier mais sa variation 
par rapport à la direction de mouvement. Mettons £ sous la forme 


6 =nêûy + bi (41,10) 


(où n = v/v) et écrivons l’équation pour la projection & de la pola- 
risation sur la direction de mouvement. Le calcul fait à l’aide des 
équations (41,8) et (41,9) conduit au résultat suivant ?): 


AL =2n (6 lHn)+L(—n)(GE). (4111) 


Quelques exemples d’application des équations obtenues sont 
examinés dans les problèmes de ce paragraphe. Pour l'instant signa- 
lons seulement que lors du mouvement dans un champ purement 
magnétique la polarisation d’une particule non pourvue de moment 
magnétique anormal conserve un angle constant avec la vitesse 
(£n = const). Ainsi ce résultat, que nous avons obtenu plus haut 
pour le cas non relativiste, a effectivement un caractère général. 

Précisons les conditions d’applicabilité des équations obtenues. 
L'exigence mentionnée plus haut que la variation de l’impulsion 
de la particule doit être suffisamment lente se ramène à la détermi- 
nation de la condition de petitesse de l'intensité des champs E et 


1) Si l'on introduit, comme on le fait souvent, pour les particules 
chargées le rapport gyromagnétique (facteur de Landé) g suivant 1 — 


—— € 1 —_ € ? e HA e 

=$ 2m 2 £ 5mc 2) cette equation s écrira sous la forme 
dÿ _ e _ m e £ 

a 2m (e è2+è—— [CH] +-— (—2) rende. Evo] + 


+ (eo) RE. (te) 


.__?) Cette équation peut être obtenue par une voie un peu plus courte, en 
développant la composante temporelle de l'équation (41,7). 


13—0596 


194 PARTICULE DANS UN CHAMP EXTERIEUR [Ch. IV 


H; notamment, le rayon de Larmor dans le champ magnétique 
(—pleH) doit être grand devant la longueur d'onde de la particule. 
Il faut encore en toute rigueur que les champs ne varient pas trop 
vite dans l'espace: la variation du champ sur des distances du paquet 
d'ondes quasi classique doit être petite. Cela veut dire que le champ 
doit varier peu sur des distances de l’ordre de la longueur d'onde de 
ns particule (1/p) ainsi que sur la longueur d'onde de Compton 
(1/m) ?). | 

D'ailleurs, dans les problèmes pratiques relatifs au mouvement 
dans des champs macroscopiques la condition de variation lente de 
ces champs est satisfaite a priori, si bien qu'il suffit en fait d'exi- 
ger qu'ils soient suffisamment faibles. 

Au $ 33 nous avons trouvé les premières corrections relativistes à 
apporter dans l’expression de l’hamiltonien d’un électron en mou- 
vement dans un champ extérieur. Pour un électron placé dans un 
champ électrique, l’hamiltonien approché est de la forme (voir 
(33,12) 


R=H-£ (o[E£)) (p=— — iv), (41,12) 


où on a inclus dans A” tous les termes ne contenant pas le spin. 
Dans notre cas, étant donné une faible variation du champ, il con- 


vient de négliger dans H' le terme contenant les dérivées de E (c'est- 


a-dire div E); on peut également omettre le petit termeen p‘ qui 
n’a pas de rapport aux effets de champs qui nous intéressent ici, 


si bien que À" (en l'absence du champ magnétique) se réduit à l'ha- 


miltonien non relativiste H° = p*/2m + eb. 

La formule (41,12) peut être obtenue également à partir de 
l'équation (41,9) sans recourir directement à l’équation de Dirac. 
Elle sera ainsi généralisée (dans le cas quasi classique) aux parti- 
cules douées d'un moment magnétique anormal. 

L’équation du mouvement du spin dans un champ électrique 
obtenue à partir de (41,9) est de la forme 


= (u+ n°) (8 1EvN= (<< 2n') (6 (EI, 
à des termes du premier ordre en vitesse v près. 


1) Cette dernière exigence découle de la condition que la dispersion de vi- 
tesses dans le paquet d'ondes, dans son référentiel de repos, soit petite par rap- 
port à c; sinon on ne pourrait pas utiliser dans ce référentiel les formules non 
relativistes. 

Si le champ varie trop vite, des termes supplémentaires contenant les de- 
rivées du champ par rapport aux coordonnées et apparaissant dans les équations 
peuvent devenir importants. 
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Si l’on exige que cette équation soit déduite dans le cadre de la 
mécanique quantique par commutation de l'opérateur spin avec 
l'hamiltonien (suivant (41,3)), il faut, comme il est facile de le vé- 
rifier, poser 


H=H'-{y +) o[E1. (41.13) 


Telle est l'expression cherchée. Pour u’ = 0, nous revenons à 
(41,12). On remarquera que par rapport au moment anormal pu”, le 
moment magnétique « normal» e/2m entre dans cette expression 
avec le facteur {/, supplémentaire !). 


Problèmes 


4. Déterminer la variation de la direction de polarisation d'une particule 
lors de son mouvement dans un plan perpendiculaire à un champ magnétique 
uniforme (v 1 H). 

Solution. Au second membre de l'équation (41,9) il ne reste que le 
premier terme, c'est-à-dire que le vecteur £ pr ionne autour de la direction 
de H (axe z) à une vitesse angulaire déterminée à partir de la relation 


— HR ED nf +2) H 

E € 

C'est aussi à cette vitesse angulaire que la projection de # sur ce plan (nous la 
noterons £,) tourne dans le plan zy. Quant au vecteur v, il tourne dans le mé- 
me plan avec une vitesse angulaire —eH/e (comme le montre l'équation du mou- 


vement p = ev=e [vH]). On en conclut que &, tourne par rapport àla direc- 
tion de v avec une vitesse angulaire égale à —2U'H. 

2. Même problème lors du mouvement suivant la direction du champ magné- 
tique. 

Solution. Lorsque les directions de v et H sont confondues, l'équation 
(41,9) se ramène à la forme 


c'est-à-dire que le vecteur £ précessionne autour de la direction commune de 
v et H avec la vitesse angulaire de —2umH/e. 
3. Même problème lors du mouvement dans un champ électrique uniforme. 
Solution. Supposons que le champ E est dirigé le long de l'axe des 
zet la paroi se meut dans le plan zy (dans ce cas p,, — const). De l'équation 
(41,9) il résulte alors que le vecteur & précessionne autour de l'axe des z avec une 
vitesse angulaire instantanée 


e à Py 
— | em + 24 )E —. 
1) C'est le « facteur !/, de Thomas » mentionné dans la note au bas de la 


page 160. L'exposé qui précède montre clairement son origine. 
13e 


196 PARTICULE DANS UN CHAMP EXTERIEUR [Ch. IV 
Décomposons à en composantes &, et & (dans le plan zy). Alors on obtient 
Uy 
Co sq, E= —t,sinpg.—. 
by =ticosp 61 G1 sin pa 


On déduit de (41,11) que &, tourne par rapport à la direction de v avec une vi- 
tesse angulaire instantanée 


_ 2v0y (Ée y) em —"). 


$ 42. Diffusion des neutrons dans un champ électrique 


Lorsque des neutrons entrent en collision avec des noyaux, la 
diffusion aux grands angles se détermine par l'interaction fondamen- 
tale, c’est-à-dire par les forces nucléaires. Quant à la diffusion aux 
petits angles, c’est l’interaction entre le moment magnétique du 
neutron et le champ électrique du noyau qui devient, comme nous 
le verrons plus loin, importante (J. Schwinger, 1948). 

Le neutron sera supposé non relativiste, si bien que l'interaction 
considérée se décrit par l'hamiltonien approché (41,13). Tout le mo- 
ment magnétique d'une particule électriquement neutre est « anor- 


mal », et l'opérateur H' se réduit dans ce cas à l'opérateur énergie 
cinétique |): 
A ”_ k° À uñ 
L'interaction électromagnétique d'un neutron étant peu impor- 


tante, l'amplitude f.,, de la diffusion qu'elle provoque peut être 
calculée à l’approximation de Born: 


em = — | e=ip'r/À (+ Oo [EV]) eipr/À dir 
(voir III, $ 126) ou 
fem = 5 o {Ep}, Ey = \ E (r) e-iar dir (42,2) 


(où p, p’ sont les impulsions du neutron avant et après la diffusion; 
kiq = p’ — p). Sous la forme que nous venons d'écrire l'amplitude 
fem est un opérateur par rapport à la variable de spin. 

Avant de passer au calcul ultérieur, faisons une remarque. La 
formule (42,1) a été obtenue au $ 41 pour des champs lentement va- 
riables (ce qui signifiait en fait que des termes contenant les déri- 
vées du champ par rapport aux coordonnées étaient négligées dans 
l'hamiltonien). Dans le cas du champ coulombien du noyau cela 
signifie que la longueur d'onde ä/p doit être petite devant les distan- 


1) Dans ce paragraphe nous employons les unités classiques (de Gauss) 
et la lettre m désigne la masse du neutron. 
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ces r — Â/g essentielles dans l'intégrale de E. Il en résulte que 
kg € p, de sorte que l’angle de diffusion 8 — fig/p € 1. Ainsi, la 
condition exigée se trouve accomplie précisément pour la diffusion 
aux petits angles. 

Pour un champ coulombien de potentiel ® = Ze/r, la composante 
de Fourier de l'intensité de champ a pour expression 


voir II (51,5)). En la portant dans (42,2), on obtient 


fem = à 2 (6 (pp'D. 


Pour les faibles valeurs des angles de diffusion fig = p6, [pp'l = 
= p’6v où v est le vecteur unitaire de la direction {pp']. Ainsi, il 
vient 


_. 2Zeu 
Tnt Bne OV. 


A cette expression il faut ajouter l’amplitude de la diffusion nu- 
cléaire. Comme les forces nucléaires décroissent rapidement avec la 
distance, aux petits angles de diffusion cette amplitude tend vers 
une valeur complexe finie (dépendant de l’énergie) que nous dési- 
gnerons par a. L’'amplitude totale de la diffusion a donc pour valeur 


f=a+itov, b= PE — 270 À ; (42,3) 


On voit qu’aux angles suffisamment petits la diffusion électromagné- 
tique devient réellement prépondérante. 

La forme de l'expression (42,3) coïncide avec celle examinée 
dans III, $ 140. On peut donc utiliser directement les formules qui 
y ont été obtenues. La section efficace de diffusion égale à la somme 
étendue à l’ensemble des états de polarisation finals possibles a 
pour valeur: 


= |a a|2+— 7 + 2bIma. VT, (42,4) 


où & est la polarisation initiale du faisceau de neutrons (P dans III, 
& 140). Si l’état initial est non polarisé (£ = O0), la polarisation 
après la diffusion s'exprime par 


= V. (42,5) 


Cette polarisation est maximale pour 8 = b/| a |; elle est égale à 
ax = Ima/|a |. 


CHAPITRE V 


RAYONNEMENT 


$ 43. Opérateur d'interaction électromagnétique 


L’interaction des électrons avec le champ électromagnétique peut 
être étudiée en règle générale à l’aide de la théorie des perturbations. 
Cette circonstance est liée à la petitesse relative de l'interaction 
électromagnétique qui s'exprime par la petitesse de la « constante 
de couplage » sans dimension correspondante, constante de structure 
fine « — e*/hic — 1/137. En électrodynamique quantique cette peti- 
tesse joue un rôle fondamental. 

En électrodynamique classique (voir II, $ 28), l'interaction 
électromagnétique est décrite par le terme 


— ejM A, (43,1) 


dans l'expression de la densité de lagrangien du système « champ + 
+ charges » (où À est le quadripotentiel du champ et j, le quadri- 
vecteur densité de courant de particules). Dans ce cas la densité de 
courant satisfait à l'équation de continuité 


0,j" = 0, (43,2) 


qui traduit la loi de conservation de la charge électrique. Rappelons 
(voir II, $ 29) que l’invariance de jauge de la théorie est étroitement 
liée précisément à cette loi. En effet, la substitution À, — À, + 
+ 0,% (41) ajoute à la densité de lagrangien (43,1) la quantité 
—ej"0,x qui peut s’écrire en vertu de (43,2) sous la forme de la 
quadridivergence 


ES edy (xj4), 


et de ce fait elle disparaît par suite de l'intégration sur d‘x dans 
l'action S = | Ld'z. 
En électrodynamique quantique, les quadrivecteurs j et À sont 


remplacés par les opérateurs correspondants ayant subi une seconde 
quantification. L'opérateur courant s'exprime dans ce cas par les 
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» =. « 
opérateurs + suivant la relation j = y. Le rôle des « coordonnées » 
généralisées g dans le lagrangien 


( Le dix —e \ (j4) d°z 


est joué par les valeurs de +, +, À en chacun des points de l'espace. 
Puisque la densité de lagrangien dépend uniquement des « coordon- 
nées » g elles-mêmes (et non de leurs dérivées par rapport à zx), le 
passage à la densité d'hamiltonien d’après la formule (10,11) ne se 
ramène qu'au changement de signe de la densité de lagrangien 1). 
Ainsi, l'opérateur d'interaction électromagnétique (l'intégrale sur 
l’espace de la densité d’hamiltonien d'interaction) est de la forme 


A 


V= e | (j4)&z. (43,3) 
L'opérateur champ électromagnétique libre vaut la somme 
A= 7 lc,A, (x)+ cit (x)], (43,4) 


contenant les opérateurs de création et d’annihilation de photons 
dans divers états (numérotés par l'indice nr). Chacun d'eux ne com- 
porte les éléments de matrice que pour augmenter ou diminuer de 1 
le nombre d'occupation NV, correspondant (les autres nombres 
d'occupation étant inchangés). C’est pourquoi l’opérateur À lui aussi 
n’a des éléments de matrice que pour des transitions entraînant une 
variation de 1 du nombre de photons. Autrement dit, à la première 
approximation de la théorie des perturbations, seuls apparaissent 
des processus d'émission ou d'absorption d’un seul photon. 

Suivant (2,15) les éléments de matrice s'expriment par 


Na — 1e Nan) = NalINn —1)= VV Na. (43,5) 


Si dans l’état initial du champ les photons (de l'espèce n) sont ab- 
sents, (1 | c3 | 0) = 1. L'élément de matrice de l'opérateur (43,3) pour 
l'émission d’un photon a pour expression 


Va()=e | (nr) x, (43,6) 
où À, (x) est la fonction d'onde du photon émis et j,;, l'élément de 
matrice de l'opérateur j pour la transition du radiateur de l'état 


1) Indiquons, indépendamment de ces raisonnements, que s'il ne s’agit 
que d'une correction du premier ordre de petitesse, toute petite correction du 
LES ne passe dans l’hamiltonien qu'avec changement de signe (voir I, 
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initial à à l’état final f ‘). Le quadrivecteur jf; — (p;:, jy:) porte le 
nom de courant de transition. 

En procédant d'une manière analogue, on obtient l'élément de 
matrice pour l'absorption du photon: 


Va =e | Gin) dx. (43,7) 


Il ne diffère de (43,6) que par l'emploi de À, (x) au lieu de 
A; (x). 

En indiquant l'argument t de V,;, nous soulignons qu'il s'agit 
d’un élément de matrice dépendant du temps. En séparant les fac- 
teurs temporels dans les fonctions d'onde, on peut passer de façon 
habituelle aux éléments de matrice indépendants du temps: 


Vai(t)= Vie TEE" (43,8) 


(où E,; et E; sont les énergies respectivement initiale et finale du 
système radiant et où les signes « — » et « + » se rapportent respec- 
tivement à l'émission et à l'absorption du photon «). 
La fonction d'onde du photon d’impulsion k déterminée et de 
polarisation déterminée s'exprime par 
eh 


O7 ikr 
At=V 4x VER e (43,9) 


(voir (4,3)) ; le facteur temporel est omis). En la portant dans (43,6), 
on trouve l'élément de matrice pour l’émission d’un tel photon sous 
la forme 


7 ES | ; 
où js: (k) est le courant de transition dans la représentation en im- 
pulsions, c’est-à-dire que les composantes de Fourier 


in &)= | j7:(r) eitr dx. (43,11) 
La formule analogue pour l’absorption du photon a la forme 
Vi e V'4n = euji (—k). | (43,12) 


L'équation traduisant la conservation du courant dans la repré- 
sentation en impulsions s'écrit sous la forme de la quadri-transver- 
salité des courants de transition: 


ka = wpy: (k) — kj, (k) = 0. (43,13) 
1) Les désignations dans (43,6) ne sont pas tout à fait conséquentes: les 


indices de V;, se rapportent aux états de l’ensemble du système « radiateur + 
+ champ » alors que ceux de j;, se rapportent aux états du seul radiateur. 
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Les équations obtenues au cours de ce paragraphe et qui ne pré- 
déterminent pas la forme de l’opérateur courant ont un caractère 
général et sont valables pour des processus électromagnétiques se 
déroulant avec participation de toutes particules chargées. La théo- 
rie existante permet d'établir la forme de l'opérateur courant (et 
donc de calculer en principe ses éléments de matrice) seulement pour 
les électrons. Quant à leur application aux systèmes de particules 
soumises aux interactions fortes (les noyaux y compris), nous nous 
bornerons à exposer une théorie semi-phénoménologique dans la- 
quelle les courants de transition figurent comme des quantités don- 
nées par l’expérience qui ne satisfont qu'aux conditions générales 
de symétrie spatio-temporelle et à l’équation de continuité. 


$ 44. Emission et absorption 
La probabilité de transition sous l'influence d'une perturbation 


V est donnée en première approximation par les formules connues 
de la théorie des perturbations (111, $ 42). Supposons que les états 
initial et final du système émetteur relèvent du spectre discret !). 
Alors la probabilité (par unité de temps) de transition i — f avec 
émission d'un photon a pour valeur 


dw = 2n |V,:lPÔ(E; —E,—-w) dv, (44,1) 


où v désigne par convention l’ensemble des grandeurs qui caractéri- 
sent l’état du photon et parcourent une série continue de valeurs 
(la fonction d'onde du photon étant supposée normalisée à la fonc- 
tion Ô « dans l’échelle des v »). 

Si le photon émis a une valeur déterminée du moment cinétique 
la seule grandeur continue est la fréquence w. L'intégration de la 
formule (44,1) sur dv = dw élimine la fonction ô (en remplaçant 
w par une valeur déterminée w = E; — Æ;), de sorte que la proba- 
bilité de transition devient 


w—2n|V;,,|?. (44,2) 


Mais si l’on envisage l'émission d’un photon d’impulsion donnée 
k, alors dv = d‘k/(2x) = w° do do/(2x)°. On suppose dans ce cas 
que la fonction d'onde du photon (une onde plane) est normalisée 
« à un photon dans le volume V = 1 », comme partout admis dans 
ce livre; dv est le nombre d'états par le volume de phase Vd*k. 
Ainsi, la probabilité d'émission d’un photon ayant une impulsion 
donnée s'écrira sous la forme 


d 
dw=2n|V,;|*6(E; —E;—) or , (44,3) 


1) Nous supposons par là même que le recul est négligé : l'émetteur reste 
immobile dans son ensemble. 
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ou, après l'intégration sur dw: 


Tr lPl® w? do. (44,4) 


On doit y introduire l'élément de matrice V,, donné par (43,10). 

Au cours des paragraphes qui suivent nous ferons usage de ces 
formules pour le calcul de la probabilité d'émission dans divers cas 
concrets. Ici, nous allons considérer quelques relations générales 
entre différents types de processus radiatifs. 

Si, dans l'état initial du champ, il existait déjà un nombre W, 
non nul de photons donnés, l'élément de matrice de la transition est 
multiplié encore par 


Nat liN)= VTT, (44,5) 


c'est-à-dire que la probabilité de transition est multipliée par N, + 
+ 1. L'unité figurant dans ce facteur répond à l’émission spontanée 
qui a lieu mème pour V,, = 0. Quant au terme ,, il détermine 
l'émission stimulée (ou induite) : on voit que la présence de photons 
dans l’état initial du champ stimule une émission supplémentaire 
de mêmes photons. 

L'élément de matrice V;; de la transition inverse du système 
({ — i) s'obtient en remplaçant (44,5) par 


(Na — 1|calNn) = VN, 


(et en remplaçant les autres quantités par leurs complexes conju- 
guées). Cette transition inverse est l'absorption du photon par le sys- 
tème qui passe du niveau £}; au niveau £;. Cela signifie que les 
probabilités d'émission et d'absorption du photon (pour une paire 
donnée d'états i, f) sont liées par la relation suivante !) 


dw = 


em 2 Matt 
Wab Wn 


(44,6) 


(établie pour la première fois par À. Einstein en 1916). 
Lions le nombre de photons à l'intensité du rayonnement exté- 
rieur tombant sur le système. Soit 


Txe do do (44,7) 


l'énergie du rayonnement tombant en 1 s sur une surface de 1 cm:. 
Supposons aussi que la polarisation de ce rayonnement est e, sa 
fréquence étant comprise dans l'intervalle do et la direction du vec- 
teur d'onde, dans l'élément d'angle solide do. A ces intervalles cor- 
respondent k*dkdo/(2x)° oscillateurs de champ dont chacun compor- 


1) Plus loin, dans ce paragraphe, nous employons les unités classiques 
(de Gauss). 
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te Nxe photons de polarisation-donnée. La même énergie (44,7) 
peut donc s’obtenir en formant le produit 


k? dk do 


Cry — Nue: Rw — us Nxe dw do. 


8nc? 


On en tire la relation cherchée 


3,2 
Nue = Jie (44,8) 

Soit dwSP”" ]a probabilité d'émission spontanée d’un photon 
de polarisation e dans l’angle solide do; les probabilités analogues 
d'émission induite et d'absorption seront affectées respectivement 
par les indices (ind) et (ab). D'après (44,6) et (44,8) ces probabilités 
sont reliées entre elles par les relations suivantes: 


302 
due = due” = Eu") EE ie. (44,9) 


Si le rayonnement incident est isotrope et non polarisé (3e 
étant indépendant des directions de k et e), l'intégration de (44,9) 
lur do et la sommation sur e donnent des relations analogues entre 
ees probabilités totales des transitions radiatives (entre les états à 
ot f donnés du système) 


n°c° 
u{ab) — yxind) — yxspont) me TI, (44.10) 
sù Z = 2-4xlie est l'intensité spectrale totale du rayonnement inci- 
dent. 

Si les états à et f du système rayonnant (ou absorbant) sont dégé- 
nérés, la probabilité totale d'émission (ou d'absorption) des photons 
donnés s'obtient en sommant sur tous les états finals mutuellement 
dégénérés et en prenant la moyenne sur tous les états initiaux possi- 
bles. Désignons par g; et g, les multiplicités de dégénérescence (les 
poids statistiques) des états à et f. Les états initiaux sont i pour 
les processus d'émission spontanée et induite et f, pour les processus 
d'absorption. En supposant que dans chaque cas tous les g; ou g; 
sont également probables, on obtient évidemment au lieu de (44,10) 
les relations suivantes: 


gwen = gun = gjufvpont) PE 7. (44,11) 


Dans les ouvrages on utilise souvent des coefficients dits d'Ein- 
stein définis par 


Ay=uwtpnt, B;j=ulind —, B,=utab— (44,12) 


204 RAYONNEMENT [Ch. V 


(la quantité J/c est la densité spectrale spatiale d'émittance éner- 
gétique). Ces coefficients sont liés par les relations 


2c3 
Bi 8iBiy= EAy + (44,13) 


$ 45. Rayonnement dipolaire 


Appliquons les formules obtenues à l'émission d’un photon par 
un électron (relativiste dans le cas général) en mouvement dans un 
champ extérieur donné. Le courant de transition est donné dans ce 
cas par l'élément de matrice de l'opérateur 


j— pv 


dans lequel les opérateurs 1 sont supposés développés suivant le 
système de fonctions d'onde des états stationnaires de l’électron 
dans le champ donné ($ 32). A la transition de l’électron de l’état i 
à l’état f correspond l'élément de matrice (0,1; | j | 1:0;). Un tel 
changement des nombres d'occupation est éalisé par l'opérateur 


aÿa; et on obtient pour le courant de transition 


ji — A2 La = (fps, ai), (45,1) 


où , et , sont les fonctions d'onde des états initial et final. 

Choisissons la fonction d'onde du photon en jauge tridimension- 
nelle transverse (le quadrivecteur polarisation e — (0, e)). Alors 
dans (43,10) le produit jy;e* — —j,;;e*. En introduisant V;, dans 
(44,4), on obtient la formule suivante pour la probabilité d’émis- 
sion (par seconde) dans l’élément d'angle solide do d'un photon de 
polarisation e: 


duen = € le*is; (K) 1? do, (45,2) 


in (k)= | paper az. (45,3) 


La sommation sur les polarisations du photon se fait en prenant 
la moyenne sur les directions de e (dans un plan perpendiculaire à 
la direction donnée de n = k /w), après quoi le résultat est multi- 
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plié par 2 conformément aux deux possibilités indépendantes de pola- 
risation transversale du photon !). Ainsi, on obtient la formule 
du, = e— |{nj;; (k)1|? do . (45,4) 

Un cas très important est celui où la longueur d'onde À du photon 
est grande par rapport aux dimensions a du système rayonnant. Une 
telle situation se présente généralement lorsque la vitesse des parti- 
cules est petite par rapport à celle de la lumière. En première appro- 
ximation de a/À (correspondant au rayonnement dipolaire, cf. Il, 
$ 67), le facteur e”ik" apparaissant dans le courant de transition 
(45,3) peut être remplacé par l’unité parce qu'il varie peu dans le 
domaine où Ÿ, ou Ÿ;, diffèrent notablement de zéro. Un tel remplace- 
ment signifie, en d'autres termes, que l'impulsion du photon est 
négligée devant les impulsions des particules dans le système. 

A cette même approximation du premier ordre, l’intégrale repré- 
sentant j;; (0) peut être remplacée par son expression non relativiste, 
c'est-à-dire tout simplement par l’élément de matrice v;, de la vites- 
se de l’électron par rapport aux fonctions d'onde de Schrôdinger. 
A son tour cet élément v,; = —iwr,, et er;; — d;;, où d est le mo- 
ment dipolaire de l’électron (dans son mouvement orbital). On 
trouve ainsi la formule suivante pour la probabilité de rayonnement 
dipolaire : 


den = + le*djs[? do (45,5) 


(la direction de n figure ici sous une forme implicite : le vecteur e 
doit être perpendiculaire à n). En sommant sur les polarisations, on 
obtient 


dun = 5 lIndy:]1? do. (45,6) 


Puisque ces formules sont de caractère non relativiste (par rap- 
port à l’électron), leur généralisation au cas de tout système élec- 
tronique est évidente : on doit entendre par d;; l'élément de matrice 
du moment dipolaire total du système. 


1) Pour calculer la moyenne on se sert de la formule 


ak = + (Ôin—ninx) (45,4a) 


(ue) (be*) = {ab — (an) (bn)} = [an] [bn], (45,4b) 


où a et b sont des vecteurs constants. 
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La probabilité totale de rayonnement s’obtient par intégration 
de la formule (45,6) sur toutes les directions: 


403 
w=—— |d;,|?, (45,7) 
ou, en unités classiques : 
40% 
w=r |dyil?. (45,7a) 


L’intensité 7 de rayonnement s'obtient en multipliant la probabili- 
té par Ào : 


4wt 
1= Id,: 2. (45,8) 


Cette formule présente une analogie directe avec la formule classi- 
que (voir II, (67,11)) exprimant l’intensité de rayonnement dipolaire 
émis par un système de particules en mouvement périodique: l’in- 
tensité de rayonnement de fréquence w, — sw (où w est la fréquence 
de mouvement des particules et s, un nombre entier) a pour expres- 
sion 


4w$ 
I, = 3 Id, |, (45,9) 


où d, sont les composantes de Fourier du moment dipolaire, c’est-à- 
dire les coefficients du développement 


d{= Ÿ de-tut. (45,10) 


La formule quantique (45,8) est déduite à partir de (45,9) en rempla- 
çant ces composantes de Fourier par les éléments de matrice des 
transitions correspondantes. Cette règle (qui exprime le principe 
de correspondance de Bohr) est un cas particulier de la correspondan- 
ce générale entre les composantes de Fourier des grandeurs classi- 
ques et les éléments de matrice quantiques dans le cas quasi classi- 
que (voir III, 8 48). Le rayonnement est quasi classique pour des 
transitions entre les états caractérisés par de grands nombres quan- 
tiques ; dans ces conditions la fréquence de transition wo = £; — 
— E; est faible par rapport aux énergies ÆE; et E, du radiateur. 
Cette circonstance n'aurait pourtant pas pour effet une modifica- 
tion de la forme de la formule (45,8) qui est valable pour toute transi- 
tion. Cela explique le fait (en un certain sens, fortuit) que le prin- 
cipe de correspondance pour l'intensité de rayonnement est valable 
non seulement dans le cas quasi classique, mais également dans le 
cas quantique général. 
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$ 46. Rayonnement électrique multipolaire 


Au lieu de considérer l'émission du photon dans une direction 
donnée (c’est-à-dire avec une impulsion donnée) nous allons mainte- 
nant étudier l’émission d’un photon ayant des valeurs déterminées 
du moment j et de sa projection m sur une certaine direction choisie 
z. Nous avons vu au & 6 que de tels photons peuvent être de deux 
types: électrique et magnétique. Nous commencerons par étudier 
les photons de type électrique. Dans cette étude nous supposons de 
nouveau que les dimensions du système rayonnant sont petites par 
rapport à la longueur d'onde. 

Il est commode d'utiliser pour les calculs les fonctions d'onde du 
photon dans la représentation en impulsions, c’est-à-dire de repré- 
senter le quadrivecteur A# (r) par l'intégrale de Fourier. Dans ce cas 
l'élément de matrice s'exprime par 


Va=e | jh) Ai) dre (de. jh(n | Aer (46,1) 


(pour simplifier l’écriture des formules nous omettons les indices 
wjim dont sont affectées les fonctions d'onde du photon). 

Prenons pour le photon Æ}j la fonction d'onde à partir de (7,10) 
en posant la constante arbitraire C égale à 


CV I. 


Le but d'un tel choix consiste à faire disparaître dans les composantes 
spatiales de la fonction d'onde (A) les termes contenant les fonctions 
sphériques d'ordre j — 1 (comme le montrent les formules (7,16)). 
La fonction d'onde À ne contiendra alors que les fonctions sphéri- 
ques d'ordre j + 1, si bien que la contribution à l'élément de matri- 
ce V,; sera (comme le montreront les calculs ultérieurs) d’un ordre de 
petitesse (en a/À) plus élevé que la contribution de la composante 
A9 = © contenant des fonctions sphériques d’ordre j plus bas. 
Ainsi, nous posons 


42 (0,0, o= 7 ET &(Ik) 0) Yyn(n) 


] w?/2 


(n = k/o). Si l’on porte cette expression dans (46,1) et qu’on effec- 
tue l'intégration sur d | k |, on obtient 


Vu=-eY te [ dz.py (r) [done-irY in (mn). (46,2) 
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Pour calculer l'intégrale intérieure, nous utiliserons le développe- 
ment (24,12) en l’écrivant sous la forme 


00 l 
eur an D D ie(kr) Yi (+) Yim(=), (46,3) 
1=0m—-1I 
où 
a En) = = Joie En) (46,4) 


(voir 111 (34,3)) 1). En portant ce développement dans (46,2), on 
obtient 


À € 343 3m (n) don = An 38) (Er) Yi (+) 


(les autres termes s’annulent du fait de l’orthogonalité des fonctions 
sphériques). En vertu de la condition a/À € 1, seules les distances 
pour lesquelles kr € 1 joueront un rôle dans l'intégrale sur dÿr. 
Ceci étant, on peut remplacer les fonctions g; (kr) par les premiers 
termes de leur développement suivant kr ?): 


g (kr) = re 


(2j+1)!1 ° 
On obtient finalement 


POS 20011) 3+1/2 
Van (1 7) EN ee (Q_myn, (46,6) 


(46,5) 


où l’on a introduit les quantités 
Q® m)fi = D 2j +1 \ Pyi (r) r Y ;m (+ =) dÿz (46,7) 


(rappelons que Y ,_, = (—1)-" Y$,). Les quantités (46, 7) s’appel- 
lent moments 2i polaires électriques de la transition du système, par 
analogie avec les quantités classiques correspondantes (II, $ 41)°). 


1) Les fonctions g, sont normalisées de telle sorte que lorsque kr —+ co, 
elles prennent la forme asymptotique suivante : 


sin (kr —3u/2 

gi (kr) = PER . (46,4a) 

?) La puissance de kr coïncide — l'ordre de la Ra Y jm avec laquelle 
£&; figure en forme de produit. C’est la raison LESRE laquel le on peut négliger 
dans A les termes contenant les fonctions s sph rue d' ne plus élevé. 

3) Nous définissons ici les moments multipolaires sans faire intervenir le 
facteur e parce que dans ce livre les courants sont eux aussi définis sans le fac- 
teur de charge. 
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Pour un électron dans un champ extérieur p,; = pb; et les 
quantités (46,7) se calculent comme les éléments de matrice de la 
quantité classique 


(e)_2/ _4n 
3m ÿ 2j+1 


Dans le cas non relativiste (d’après les vitesses des particules) le 
moment de transition peut, en principe, être calculé d’une manière 
analogue pour tout système constitué de Ÿ particules en interaction. 
La densité de transition s'exprime dans ce cas moyennant les fonc- 
tions d'onde du système par une relation de la forme 


N 
Pa (r) = | vf (ri, ln) Di (ris... rx) >, Ô(r—r,):d3r, ... dx, 


n=1 
(46,8) 


où l'intégrale est prise sur tout l’espace de configuration }). 

La fonction d'onde du photon que nous avons utilisée correspond 
(dans la représentation en coordonnées) à la normalisation à la 
fonction Ô dans l'échelle des w, comme le suppose la formule (44,2). 
En la portant dans (46,6), on obtient la probabilité d'émission E;j?) 


2(2j +1) G +1 i e 
De ane wie (Om) (2. (46,9) 


Notamment pour j—=1, on a 
(e) __ 405 


Wim = 5 €? | (Q -m)yl2. (46,10) 


Les quantités Qf° sont liées aux composantes du vecteur moment 
électrique dipolaire par les formules 


eQ= id, Qui = F A (d, + id,). (46,11) 
En sommant (46,10) sur les valeurs de m, nous serons reconduits, 
comme il se doit, à la formule connue (45,7) qui exprime la probabi- 
lité totale de rayonnement dipolaire. 


1) Il peut se présenter une situation où la probabilité de transition s'annule 
du fait des règles de sélection approchées qu ne sont valables que lorsque l'in- 
teraction spin-orbite des électrons est nég Fe Dans un tel cas, pour obtenir 
un résultat non nul, il convient de se servir des fonctions d'onde avec correction 
relativiste tenant compte de cette interaction. 

3) 11 semblerait à premiers vue que, l’espace étant isotrope, la probabilité 
totale d'émission du photon ne doit pas dépendre de la valeur de m. Il est fa- 
cile de s'assurer de n’en est pas ainsi si l’on remarque que pour l’émission 
de phone de différentes valeurs de m les états finals du système doivent être 
différents (pour son état initial donné); cf. plus loin la règle (46,16). 


14—0596 
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La distribution angulaire du rayonnement multipolaire est donnée 
par la formule (7,11). La normalisation de cette formule à la probabi- 
lité totale w;, d'émission donne | 

dm = 1Y© (n) 12 wjm do = [Va Y jm |? do. (46,12) 
Notamment pour j—=1,ona 
+ cos0, Yi,ui= Fi V & sin0-e+iv, 
où 6 et y sont respectivement l’angle polaire et l'azimut de la di- 
rection de n par rapport à l’axe des z. Si l’on calcule le gradient, on 
trouve que la distribution angulaire du rayonnement dipolaire aux 
valeurs déterminées de m est donnée par les expressions 

| 3 41—+cos? 6 

dw,0 = W,0 + sin? 6 do, dWi, +1 = W1, +1 a do. (46,13) 
On pourrait certes les déduire à partir de la formule (45,6) en y po- 
sant une fois (pour m = 0): d, = d, = 0, d, = d et une autre fois 
(pour m = +): d, = Fid, = dJV 2, d, = 0. 

Si les dimensions du système (de l’atome ou du noyau) sont de 
l’ordre de a, l’ordre de grandeur des moments multipolaires élec- 
triques est en général Q% — a’. La probabilité de rayonnement 
multipolaire s'exprime alors par 


we) ak (ka). (46,14) 


Si le degré de multipolarité augmente de 1, la probabilité d'émission 
diminue dans le rapport de —(ka)°. | 

Les lois de conservation du moment et de la parité conduisent à 
des règles de sélection déterminées qui limitent les changements pos- 
sibles de l’état du système rayonnant. Si le moment initial du sys- 
tème est égal à J,, après l'émission d’un photon de moment ciné- 
tique j le moment du système ne peut prendre que les valeurs J, 
définies par la règle de composition des moments (J, — J, = j): 


[Hi —J, I<j< Ji + Js. (46,15) 


Lorsque les valeurs de J, et J, sont données, la même règle (46,15) 
détermine les valeurs possibles du moment j du photon. Mais, puis- 
que la probabilité d'émission décroît rapidement lorsque j augmente, 
le rayonnement est émis essentiellement avec la plus petite multipli- 
cité possible. 

Les projections M, et M, des moments J, et J, et la projection m 
du moment du photon obéissent à la règle évidente (résultant de la 
même règle de composition des moments) 


Mi, — M, = m. (46,16) 


Yi0 = à 
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Les parités P, et P, des états initial et final du système rayon- 
nant doivent satisfaire à la condition P;Pbot —= P;, où Pphot est 
Ja parité du photon émis; puisque les parités ne peuvent prendre que 
les valeurs +1, cette condition peut s’écrire aussi sous la forme 


Pour un photon de type électrique on a Ppnot — (—1}), si bien que 
pour le rayonnement multipolaire électrique la règle de sélection 
d'après la parité est de la forme 


P,P; = (—1). (46,18) 


Les règles de sélection d’après le moment total et d'après la pa- 
rité sont parfaitement rigoureuses et doivent être observées lors de 
l'émission de rayonnement par tout système. En plus de ces règles 
de sélection, il peut exister d’autres règles plus restrictives, liées à 
des particularités quelconques de la structure des systèmes rayon- 
nats concrets. De telles règles ont inévitablement un caractère plus 
ou moins approché; elles seront examinées dans les prochains para- 
graphes du présent chapitre. 

La variation de la probabilité d'émission en fonction des nombres 
quantiques m, M;, M}, se détermine entièrement par le caractère 
tensoriel des moments multipolaires. Les quantités Q;,, avec j don- 
né constituent un tenseur sphérique de rang j. La variation de ses 
éléments de matrice en fonction des nombres quantiques indiqués 
s'exprime par la formule 

J,M mire (, RAT J,)[2 
Kris M 3105, -miridiMl7= M, m —M, KrsJ QT) 
(46,19) 


(voir III (107,6)), où la lettre r désigne par convention l'ensemble 
des autres nombres quantiques caractérisant l’état. du système, 
excepté J et M. Les éléments de matrice réduits figurant au second 
membre de l'égalité (46,19) sont indépendants des nombres m,. M}, 
M. Introduite dans (46,9), cette formule définit la dépendance cher- 
chée qui est proportionnelle à G 


(un M) 
M fm — M " 
(on suppose bien entendu que le radiateur n’est pas placé dans un 
champ extérieur; alors la fréquence de transition «© ne dépend pas 
des nombres M, et M,;). 

En sommant la probabilité sur toutes les valeurs de M}; (pour M, 
donné), on obtient la probabilité totale d'émission d’un photon de 


fréquence donnée à partir du niveau initial du système n:J/,. En 
raison de l’isotropie de l’espace, on voit d'avance que cette quantité 


14e 


ñ 
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sera également indépendante de la valeur initiale de M;. Cette 
sommation se fait à l’aide de la formule 


, 1 | 
>, (rs J,M,1Q;.-miridiM;)l2= DJ; +1 I{rsJ; 1Q;I n;J;)|? (46,20) 
M 


Î 
(voir III (107,11)). 


$ 47. Rayonnement magnétique multipolaire 


La fonction d'onde d’un photon du type magnétique est AH — 
= (0, A), où A est donné par la formule (7,6). En la portant dans 
(46,1), on obtient pour l’élément de matrice de transition 


== pe | &z. jy (x) ( don-e-ikry(m)*(n). (47,1) 
Les composantes du vecteur d'en s'expriment suivant (7,16) par les 
fonctions sphériques d'ordre j. En se servant à nouveau du dévelop- 
pement (46,3), on obtient pour l'intégrale intérieure 
Üe-mey" (n) dou = 4niig, (kr) Ye (E), 


et, après avoir introduit g; donné par (46,5)1), on a 
À 


| 2 | . 
Vi — TETE \ TT (r) ri y (=) dsz. 
I] faut y introduire suivant la définition (7,4): 


y) (=)= [rVY im]: 


r 


Vi Pa 
Puis, en transformant sous le signe d'intégration 


jp eV nl = — (rjse] V (TP Y 5m) 
on obtient 
.. À 
i+— 
. 2j +1 1 . 
Vis =(—1) y CEPOUED. CT Hi enr (Qi mhyi (47,2) 
où sont introduites les ne 
1 An : : 
(Om }si For Ver \ [ris] V (T'Y jm) dx. (47,3) 


On les appelle moments 2i-polaires magnétiques de la transition. 
En tenant compte de l’analogie qui existe entre les expressions 


1) On prendra garde à ne pas confondre le courant j avec le moment j | 
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(47,2) et (46,6), on obtient pour la probabilité d'émission une formule 
qui ne diffère de (46,10) que par la substitution des moments magné- 
tiques aux moments électriques. La formule (46,12) reste elle aussi 
valable pour la distribution angulaire (comme il a été indiqué à 
propos de (7,11)). Examinons la structure de l’expression (47,3) 
pour j = 1. Dans ce cas les fonctions s'expriment par 


Vus Vus F7 GE), 


et leurs gradients sont tout simplement égaux aux vecteurs unitaires 
circulaires e(, e (+1) (7,14). Cela signifie que les quantités e (QD); 
sont des composantes sphériques du vecteur 
e e 
Li T2 ( [rj;s:) dÿzx, (47,4) 


dont la structure est analogue à celle du moment magnétique classi- 
que (voir I], $ 44). La probabilité totale d'émission M1 s'exprime 
moyennant cette quantité par la formule (en unités classiques) 


4? 
W=s |Myil?. (47,5) 


Montrons comment la formule (47,4) est liée à l'expression quanti- 
que non relativiste ordinaire de l'opérateur moment magnétique. 
L'expression du courant de transition (voir III, $ 115) s'écrit: 


je — (hi Vs — piVb?) + rot (p#sb;), (47,6) 


où u est le moment magnétique de la particule et s, son spin. Par 
conséquent, on peut écrire 


ie 


me | Hevihez+ 2 | otre) az + 
+4 Virrot(yfsb)lz. (47,7) 
Ecrivons dans le deuxième terme au second membre 


\ Pi lrV] pr — ( Ÿf LrV] bid$z + ( rot (r}\;) dix. 


La dernière intégrale se transforme en intégrale sur une surface à 
l'infini et donc s’annule. Ainsi, les deux premiers termes de (47,7) 
sont identiques. Dans le troisième terme l'intégrale se transforme 


comme suit (en posant temporairement F — ps) : 
\ r{VFII dr {r(df.F]]— ( [LFV] rl] &x. 


L'intégrale de surface s’annule et dans la dernière intégrale on a: 
[CFVjr] = —Fdivr + F = —2F. Ona donc 
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| {rrot F]dr—2 | Far. 


Finalement l'expression de pu}, devient 


Li, = ( W(-L+És) vas, (47,8) 
où L = —i [rY] est l'opérateur moment orbital de la particule. Com- 
me il se doit, u,; est l'élément de matrice de l’opérateur 

p=— L+ts, (47,9) 


qui vaut la somme des opérateurs moment magnétique orbital et 
moment magnétique intrinsèque de la particule 

Les règles de sélection pour le rayonnement multipolaire magné- 
tique sont analogues aux règles utilisées dans le cas électrique: les 
mêmes règles (46,15) et (46,16) sont valables pour le moment total, 
alors que la parité obéit à la règle 


P,P;=(—1)"1, (47,10) 


qui se déduit l'expression (46, 17) en y introduisant la parité du 
photon M; : Pphot = (—1}*1. 


$ 48. Distribution angulaire et polarisation du rayonnement 


Les formules établies dans les $$ 46 et 47 se rapportaient à l’émis- 
sion d’un photon ayant des valeurs déterminées du moment j et de 
sa projection m. On supposait que le système rayonnant lui aussi 
(un noyau par exemple) possédait avant et après l'émission non seu- 
lement des valeurs déterminées du moment J, mais également des 
polarisations déterminées, c’est-à-dire des valeurs de M. 

Envisageons maintenant un cas plus général de l’émission par 
un noyau partiellement polarisé (dont les dimensions sont toujours 
supposées petites devant la longueur d'onde). Le photon émis pos- 
sède toujours un moment déterminé j, mais il peut être partielle- 
ment polarisé. Cherchons la probabilité d'émission en fonction de la 
direction n du photon. Elle doit être exprimée par l'intermédiaire 
des matrices de densité qui décrivent les états de polarisation du 
noyau et du photon. 

A cet effet, écrivons au préalable la probabilité d'émission en 
fonction de la direction n et de l’hélicité À du photon (à = +1) 
pour le cas où le noyau possède dans ses états initial et final des va- 
leurs déterminées: J,M, et J,;M,. 

L'élément de matrice de l'émission d’un photon de jm déterminé 
est proportionnel à l'élément de matrice du moment 2?-polaire élec- 
trique ou magnétique du noyau: 
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(JM; jmIVIJiM;) o(— 1 (J,M;,10;. ml iMi). (48,1) 


La fonction d'onde du photon émis (dans la représentation en impul- 
sions) est proportionnelle à ve (n) ou à 'et (n). Pour ce qui est de 
la fonction d'onde d’un photon ayant une impulsion dans la direc- 
tion de n et une hélicité À, elle est proportionnelle au vecteur pola- 
risation e(). L'élément de matrice de l'émission du photon nÀ s'ob- 
tient en multipliant l'expression (48,1) par la projection de la fonc- 
tion d'onde de l’état | jm) sur la fonction d’onde de l'état | nÀ): 


(JM, nAIVIJIM,) © (— DT JM :10Q 5, -ml JIM) OX jm). 
Suivant (16,23) on a pour les photons des deux types 
eh*Y,, (n) « DL? (n). (48,2) 


Quant à l'élément de matrice du moment multipolaire, on l’exprime 
comme d'habitude par l'élément réduit. On obtient finalement l’am- 
plitude de la probabilité de transition sous la forme 


M. J-Mytm( ds id: () 
(JM; ; nAIVIJ: M5) (—1) Le -m M, QDim (n), 


(48,5) 


où @ désigne {J7| QI J1). _ 
Nous pouvons passer maintenant au cas général des états de po- 
larisation mixtes. Suivant les règles générales de la mécanique quan- 


tique, la probabilité de transition sera proportionnelle à l’expres- 
sion !) 


1) Si les états initial et final du système sont décrits par les superpositions 


p= S'anpo, pO= S bmbO), 
n m 


l'élément de matrice s'exprime par(f|V| = Y béanVmn: 
mn 


et son carré par |(f|V |i) |°= >) VnnVn ana bn bn: 
nn'mm’° 
Le passage aux états mixtes se fait en effectuant les substitutions 


ana, pt, bb pl), 


si bien que |(f1V|i) |?— ÿ Van VanpQ).pU) 


on'Pnn'Pm'm: 
nn'mm’ 
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2 (J,M,; nAÏVIJM) (JM; n4'|VIJ:M:* x 


X (Mile M (MilpOIM,) (A'IpMIA), (48,4) 


où pli, pY), pl) sont les matrices de densité du noyau initial, du 
noyau final et du photon émis; le symbole (m) placé sous le signe 
de somme signifie que la sommation se fait sur tous les indices m 
répétés (M;:M;:M;,M;hi"). On doit porter (48,3) dans (48,4). 

Désignons par w (n) do la probabilité d'émission du photon dans 
l’angle solide do. Il est évident que la probabilité totale d'émission 
sur toutes les directions et avec toutes les polarisations du photon 
et du noyau secondaire ne dépend pas de l'état de polarisation ini- 
tial du noyau. Elle est donnée par les formules déjà connues et ne 
nous intéresse pas ici. Convenons donc de normaliser la probabilité 
w (n) à 1. On obtient pour elle l’expression suivante !): 


w(n) SHDENEN D (1) MEME pi DO, 


(m) 


( J; j dJ, J; j Ji MM) x 
à —M, —m M;)J\-M; —m M: AL Las 
X (M1p144,) A" 1p(12) 


(cette normalisation sera justifiée plus loin). Transformons cette 
formule en développant le produit de deux fonctions D en série 
JT (110,2) 


Dim DEme = (— 1) TT DER Dm = 
Es Àitm j j L j j L (L) 


(les indices A—AÀ—À", u—m—m'; L sont des entiers tels que 
L>2j). Ainsi on a en définitive 


2j +1 1 2J,-M;-M;j+m+i 
w(n) = LHNEIEN 5 D (—1) FT (2L+1)x 
L (m) 


1) Pour les transformations du facteur déterminant le signe on peut utiliser 
le fait que les nombres 2J;, 2J;, 2M,, 2M, sont de même parité. Rappelons aussi 
que j et m sont des nombres entiers et que À = + 1. 
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Ë ] me j nl J, j n.)* 
X 3 x —AJ\m —m —u)\=M, -m M, 
J, j J; D ai 
x ne ue) Pro Mo PP LM) 
X (AP ]A). (48,5) 


Comme plus haut, D signifie la sommation sur tous les indices m 
m 


répétés. On ne devra pas oublier que les indices À, À’ diffèrent des 
autres indices m: la sommation sur ces indices est effectuée non sur 
toutes les 2j + 1 valeurs possibles (pour un indice j donné) mais 
seulement sur deux valeurs : À, À’ — +1, répondant aux deux pola- 
risations du photon. 

La formule (48,5) contient toute l'information nécessaire sur la 
distribution angulaire des photons émis et leur polarisation, ainsi 
que sur la polarisation des noyaux secondaires (c’est-à-dire des noyaux 
ayant émis un photon). On suppose alors que la matrice de den- 


a 9 ee e,e 


Distribution angulaire 


La distribution angulaire des photons est obtenue par sommation 
sur toutes les polarisations du photon et du noyau secondaire. La 
moyenne des polarisations est calculée en introduisant les matrices 
de densité des états non/ polarisés : 

, 1 ; 1 
APPIA) = Ex M PP IM D = 


après quoi la sommation se réduit à la multiplication par 2 (pour 
Je photon) ou par 27; + 1 (pour le noyau). Autrement dit, la somma- 
tion se fait tout simplement en effectuant les substitutions 


APPART) + En (MP OIMS —+ Es aus: (48,7) 


ÔM,M;, (48,6) 


Ainsi, la distribution angulaire s'exprime par 


— 2j+1)(2J7;+1 m’ 
w(n)=-GHNOEN SD 4p + (2141) DE (n) x 
L (m) 


( J o)G J nl J; j di 

X a —2 0/\m —m —u)\-M, -m M,J* 
x (Lu, x AICACULE 
SEM, —m M) 


Cette formule devient beaucoup plus simple si l’on effectue la 
sommation sur les indices m. 
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Remarquons tout d’abord que 


G ro) so) (es 


de sorte que la somme 
: j j L 

S ( J )={ 2( ) pour les L pairs, 
À —àÀ 

Amt1 0 pour les L impairs. 


Ainsi, la somme sur L ne contient que les termes en L pairs, c’est-à- 


dire ne fait intervenir que les fonctions sphériques (DY?) d'ordres 
pairs. Ce résultat est facile à prévoir : en vertu de la conservation de 
Ja parité la probabilité doit être invariante par rapport à l'inversion, 
c'est-à-dire par rapport à la substitution n — —n. On a 


L | j  j L 
cn) = B+D@NEE S (21 +1 (? . ) 2 tn) x 
L 


] j_  L J j Ji 
S'y 4um"+1 (7 j ( f Ï Ji 


x ( SA TO 
—M,; _—m' M: 11P i/° 


Notons qu'ici il est facile de vérifier la normalisation: en 
vertu de la formule 
Ê do 
\ Don (n) = 6L0ôu0 


il ne reste après l'intégration sur les directions que le terme avec 
L=yup:=0; en se servant des formules 


J; j J;\° 1 
= (1) — 
> _», —m w.) pr Mi 


on s'assure que l'intégrale est égale à 1. 
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La sommation ultérieure sur ‘mm'M}, dans la somme intérieure 


de w (n) se fait à l’aide de la formule III (108,4). On obtient en dé- 
finitive la formule suivante pour la distribution angulaire des pho- 
tons : 


wn)= (— 1) *747 GEDVEEL > (—i)  V2L+1x 


) j L 1 (De DU 
en. ML 2 (n), (48,9 


avec 


= V(L+ED(2J;+1) D» (— X 


M;M; 


J, L 
LE, vs (48,10 
= (4e 9, 


Dans (48,9), la somme intérieure est étendue à tous les | pu | < Z, et 
la somme extérieure à toutes les valeurs paires de Z satisfaisant aux 
conditions 


(ces conditions sont une conséquence de la règle du triangle que 
doivent observer les indices ÿ dans les symboles 3j intervenant dans 
les expressions (48,9) et (48,10)). Ces conditions font que le nombre 
de termes constituant la somme est en général peu élevé. C’est ainsi 
que pour J,; = 0 ou:1/, il ne reste que le terme avec L = 0, ce qui 
signifie que le rayonnement est isotrope (il est facile de s'assurer 
que le terme avec L = 0 est égal à !/,, comme il se doit d’après la 
condition de normalisation). Pour J, = 1, /, ou pour j = 1, il 
ne reste dans la somme sur L que deux termes: ?L = 0, 2. Signalons 
aussi que si la matrice de densité pli) est diagonale (Mi = Mi), 
u = 0 et la fonction de distribution (48,9) prend la forme du déve- 
loppement en polynômes de Legendre (d’après (16,5) et III (58, 23) 
les fonctions D( se réduisent aux fonctions PL (cos 8)). Enfin, si 


, 1 
(Ml 1M;) = TT Oum: 
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c'est-à-dire si le noyau initial n’est pas polarisé, tous les FL) = 0 
sauf 92 1). 

Les quantités fr, sont des caractéristiques commodes de l’état 
de polarisation du noyau: nous les appellerons moments de polarisa- 
tion. La formule (48,10) détermine ces quantités par l’intermédiaire 
de la matrice de densité. Il est facile de s'assurer par une vérification 
directe que la formule inverse exprimant cette matrice par les mo- 
ments de polarisation est elle aussi valable: 


J L J 
2L+1 ,-L1, _ 4J-m 
pue D VE FH (Lu à Je 819 


Soit . un certain tenseur sphérique dépendant de l’état de po- 
larisation du noyau. Suivant les règles générales (voir III (14,8)), 
sa valeur moyenne à l’état avec la matrice de densité px est 
égale à 


= À, PM (JM \frulJ M). (48,13) 


Si l’on exprime les éléments de matrice des quantités fL, moyennant 
l'élément réduit (J || f, [[ J) suivant 


, J L J 
(JM'\frulJ M) =i(—1) 7 (_ M' u w)e Il£L1 2) 


et qu'on introduit les moments de polarisation suivant la définition 
(48,10), on obtient 


 UIfLh 9) 
lu an een se 


1) En effet, en remarquant que 
J 0 J 1 
; }=c—1 M = Ou" 
—M' 0 M V27+1 


on a 
, J L J 
_4\-M _ 
2, : a H M) Sue 


= — J LJ J 0 J = —— 
V5 ( y à 4] 0 )= VAT Grove 


après quoi ou trouve le résultat indiqué à partir de la définition (48,10). 
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Polarisation du photon 


Lorsque les matrices p( et p{) sont données (en même temps que 
la matrice p(), la formule (48,5) détermine la probabilité de transi- 
tion avec émission d’un photon et la conservation du noyau dans 
des états de polarisation déterminés. Ces états constituent en fait 
une caractéristique non du processus d'émission comme tel, mais 
des détecteurs qui enregistrent le photon et le noyau de recul en 
mettant en évidence leurs polarisations déterminées. Il existe une 
autre variante, plus naturelle, de l'énoncé du problème, dans lequel 
l'état final du système « noyau + photon » n'est pas fixé d'avance 
et où il s’agit de déterminer la matrice de densité de polarisation 
lorsque seule la direction d'émission du photon est donnée. 

La solution de ce problème est donnée par la même formule (48,5). 
Si on l’écrit sous la forme 


win) 2 (M; nAplM;; n°) Ip) (M;lpPIMp), (48,15) 


l'expression (M};; nà | p | M}; nÀ') donnera précisément la matrice 
de densité cherchée, parce que d’après les règles générales de la mé- 
canique quantique la probabilité w de transition vers un état défini 
à l’avance est donnée par sa « projection » sur p{*) p(}) donnés. Le 


facteur w (n) est placé devant le signe de somme dans (48,15) pour 
que cette matrice soit normalisée par la condition habituelle 


?, (M,;, nAlp|M,; nà)=1. 
AM; : 
Si nous nous intéressons à la polarisation du seul photon, il 
faut sommer sur M, = M}: 


Alpina = 2 (M;; nAlp|M,; n4’). 
: f 


En procédant de la même façon que pour la formule (48,9), on obtient 


na ptnà")=(—1) 7717 GED VIT 


8suv (n) 
__nL ST 4 j j L [ J'; L | 
x 2 i) Vari(| _ _4) ÿ j J)* 
x D FES DEi(n) (48,16) 
u 
(A = À — À") et la sommation est étendue à toutes les valeurs en- 


tières de ZL satisfaisant aux conditions (48,11). 
Notamment, la polarisation circulaire est déterminée par le pa- 
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ramètre de Stokes 
E—=(nilpini)—(n, —1lpin, — 1) 


(voir problème dun $ 8). En vertu de la relation (48,8) tous les ter- 
mes en Z pairs disparaissent dans cette différence et on obtient pour 
£, une formule qui ne diffère de l'expression (48,9) que par la som- 
mation sur les valeurs impaires de Z (au lieu des valeurs paires). 


Polarisation des noyaux secondaires 


Enfin, si c’est seulement la polarisation finale des noyaux qui 
nous intéresse, il faut poser p(® —> 6. Si l’on effectue l’intégration 
sur les directions du photon, la matrice de densité du noyau secon- 
daire aura pour expression 


MileiM = \ w(n)(Mynlp| Min) do = 


: Cai-Mi-Mi( Ji: j Ji 
=@i+1) 2 (—1) Lu _- w.,)* 
x ( D M POIMD 
—M; —m M;)"":® La 


Les moments de polarisation calculés d’après cette matrice ont pour 
valeur 


pp (1J; 5 LE | 
CU) = LAB Lt V (27, + 1) (27; + 1) É J j | a}. 
(48,17) 


Si le noyau initial n'est pas polarisé, le noyau final ne le sera 
pas non plus. Toutefois il y aura alors une polarisation de corréla- 
tion, c’est-à-dire une polarisation du noyau après l’émission du photon 
dans une direction donnée. En posant p(® —> 6/(27, + 1) (et corré- 
lativement w (n) — 1/4x) et en effectuant un calcul analogue à 
celui fait pour établir la formule (48,9), on obtient l'expression sui- 
vante pour la matrice de densité décrivant cette polarisation : 


(M,; nlp|M;; n) = 
; j ji L 
= (2544) (— 0 0 @z +1) (4 . 5) * 


L pair 


J, L 1) [ J; | 
x : Le D (n). (48,18 
Lu [oi M, j. j Ji + m) 
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Les moments de polarisation correspondant à cette matrice s’expri- 
ment par 
1+J 


1 (25414) VRL + DC + 1) x 


j j L\(J, J, L 
x ( : ki “ À DE (n). (48,19) 
Ce sont seulement les moments d'ordre pair qui apparaissent (ce 
qui est aussi une conséquence de la conservation de la parité déjà 
mentionnée). 

Si le noyau secondaire émet lui aussi, il donnera, étant polarisé, 
une distribution non isotrope des photons. Comme les moments de 
polarisation (48,19) dépendent de la direction n du photon émis lors 
de la première désintégration, il se produit une certaine corrélation 
entre les directions des photons émis successivement (le noyau pri- 
maire étant non polarisé). En procédant de la même façon, on peut 
étudier d’autres phénomènes de corrélation (corrélation entre les 
polarisations, etc.) !). 


Phi = i (—1) 


Problème 


Relier les moments de polarisation #,, et F2, aux valeurs moyennes du 
vecteur moment J et du tenseur moment quadrupolaire Q;2. 

Solution. Les éléments réduits du vecteur J et du tenseur Q,, se dé- 
terminent à partir des égalités 
3 _ CII} __ {JT 1IQ1 7) 


Tr DJEA | 1x — 2J+1 


Gi 


(voir III (407,10) et CA L'opérateur Qi s'exprime moyennant les opéra- 
teurs moment par la formule III (75,2): 

A = A = À 2 Pr 

Qir Te (da + ai Poux | - 
On en tire la valeur moyenne 


— 3(7+1) (237 +3 
== d'un) NES 


Les éléments de matrice réduits ont pour expressions : 
(TIWID)=VI (+1 27+1), 
1 
CIQI=Q V SERRE. 


1) Pour un exposé détaillé de ces questions, voir l'article de À. Dolguinov 
dans le livre Rayons gamma, éditions de l’Académie des Sciences de l’'U.R.S.S., 
1961 (en russe). 
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La formule (48,14) montre maintenant que les moments de polarisation #,, 
coïncident avec les composantes sphériques du vecteur 


3 LE 
VTT 


et les moments P:, avec les composantes sphériques du tenseur 


107 (27 —1) Gin 
3/+1(41J+3) Q 


$ 49. Rayonnement des atomes. Type électrique ‘) 


L'énergie des électrons périphériques de l’atome (qui participent 
aux transitions optiques radiatives) est grosso modo de l'ordre de 
E = mef/k®, de sorte que les ondes émises ont des longueurs d’onde 
À — hclE -— h?/ame’. Quant aux dimensions de l’atome, elles sont 
de l’ordre de a — h°/me°. Cela signifie que les spectres optiques des 
atomes vérifient en règle générale l'inégalité a/À — a «1. Le 
rapport v/c — «x, où v sont les vitesses des électrons optiques, est du 
même ordre de grandeur. | 

Ainsi, les spectres optiques des atomes satisfont à la condition en 
vertu de laquelle la probabilité de rayonnement dipolaire électrique 
(s’il est permis par les règles de sélection) est beaucoup plus forte 
que la probabilité de transitions multipolaires *). Cela explique 
pourquoi le rôle le plus important dans la spectroscopie des atomes 
est joué précisément par les transitions dipolaires électriques. 

On a déjà dit plus haut que de telles transitions obéissent à des 
règles de sélection rigoureuses d’après le moment cinétique total J 
de l’atome et la parité PS3 ): 


LISTES T ET (49,1) 
PP' = —1. (49,2) 


L'inégalité | J° — J | < 1 signifie que le moment J ne peut varier 
que de 0, +1; quant à l'inégalité J + J' > 1, elle interdit encore 
la transition 0 —+ 0. Les parités des états initial et final doivent 
être de signes contraires t). 


: ù Dans les 884 49 à 51 et 53 à 55 nous employons les unités classiques (de 
auss). 

2) Les valeurs typiques de la probabilité de transitions dipolaires dans Île 
domaine optique du spectre des atomes sont de l'ordre de 108 s”i. 

3) Nous désignerons maintenant les nombres quantiques des états initiaux 
et finals par des lettres sans prime et avec prime respectivement. Les lettres 
n, nr’ désigneront les ensembles des autres nombres quantiques (autres que ceux 
explicitement indiqués) qui déterminent l’état du système. 

4) La règle de sélection de la parité a été établie par O. Laporte (1924). 
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La probabilité d'émission avec la transition rnJM — n'J'M" est 
déterminée par l’élément de matrice correspondant du moment dipo- 
laire de l'atome suivant la relation 


w (RIM + n'J'M)=< \(n'J'M'idminJ M), (49,3) 
w—=o(nJ —+ n°'J"). 


Si l'on fait la somme de (49,3) sur toutes les valeurs de M” = M — m 
(pour M donné), on obtient la probabilité totale d'émission d'une 
fréquence donnée depuis le niveau atomique nJ. Cette sommation, 
qu’on effectue à l’aide de (46,20), donne 


4 


win] n'J)-— ETPCR ST |{r"J" IIdlinJ) 1°. (49,4) 


Le carré du module de l’élément de matrice réduit qui y figure est 
parfois appelé intensité de la raie de transition; cette quantité est 
symétrique par rapport aux états initial et final. 

L’intensité observée du rayonnement s'obtient en multipliant w 
par Ro et par le nombre d’atomes de la source qui sont placés dans 
un niveau excité donné (W,,). C'est ainsi que dans un gaz à la tem- 
pérature 7 ce nombre N,,; (2J +1)exp (—E£,,/T), le fac- 
teur (2J + 1) étant le poids statistique du niveau de moment J. 

Des conclusions ultérieures sur les probabilités de transition 
dans les spectres atomiques ne peuvent se faire qu’en concrétisant 
tel ou tel caractère des états de l'atome. Nous ne nous attarderons 
pas ici sur les méthodes de calcul des éléments de matrice dont le 
degré d’approximation n’a pas un caractère théorique net. Nous 
nous contenterons d'indiquer certaines relations valables pour une 
catégorie assez large (surtout dans les atomes légers) d'états cons- 
truits suivant le type de couplage LS (voir III, $ 72). De tels états se 
caractérisent, en plus du moment total, encore par des valeurs 
déterminées du moment orbital ZL et du spin S qui se conservent 
dans ce cas. 

Comme le moment dipolaire est une quantité purement orbitale, 
son opérateur commute avec l’opérateur de spin, c’est-à-dire que 
sa matrice est diagonale suivant le nombre S. Quant aux règles de 
sélection d’après le nombre L, elles sont pour le moment dipolaire 
les mêmes que pour tout vecteur orbital (voir III, $ 29). Ainsi, les 
transitions entre les états construits d’après de type LS sont soumi- 
ses à des règles de sélection supplémentaires (en plus de (49,1) et 


(49,2)): 
S'—S =0, (49,5) 


IL'—LISI<L+L!. (49,6) 
15-0596 
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Soulignons une fois de plus que ces règles sont approchées et qu’elles 
cessent d’être valables lorsqu'on tient compte de l'interaction spin- 
orbite. 

Signalons que la règle (49,5) (interdiction des transitions entre 
les termes de multiplets différents) est valable non seulement pour 
Jes transitions dipolaires mais en général pour toutes les transitions 
du type électrique; les moments multipolaires électriques de tout 
ordre sont des tenseurs orbitaux, si bien que leurs matrices sont 
diagonales suivant le spin. C’est ainsi que les transitions quadrupo- 
laires électriques obéissent dans le cas du couplage LS non seule- 
ment aux règles générales 


|J'—JI<2<J+J", PP'—1, (49,7) 


mais encore aux règles de sélection supplémentaires: 


SSD IL = LIS2EeL+L. (49.8) 


La variation de la probabilité d'émission en fonction des nom- 
bres S, J, J” peut être déterminée sous la forme explicite. Ce proble- 
me est résolu directement à l’aide des formules générales donnant 
les éléments de matrice des tenseurs sphériques lors de l'addition 
des moments. En vertu de la formule III (109,3) on a !) 


|(R°'L'SJ" [dir LSJ)1?= 


’ 


J' S)° 
74907407 y 4) leL'IdirDE. (490) 


En portant cette expression dans (49,4), on obtient 


w(RLSJ — n'L'SJ') = (23 +1) x 
L' J' 
XÜ\J L 


S1 2 
| leL'IdirL)Ie, (49,10 
où © = w (nLS —+ n'L'S)?). 


1) Par + moments des sous-systèmes 1 et 2 » dans les formules III, 8109 
il faut maintenant entendre le moment orbital et le spin de l’atome, dont nous 
négligeons l'interaction. Le rôle des quantités f{!? est joué par le vecteur orbital 


Tr En négligeant le couplage spin-orbite, nous négligeons aussi la variation 
des fréquences en fonction des nombres J et J”, c'est-à-dire que nous négligeons 
la structure fine des états initial et final. 
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On peut établir pour ces probabilités une règle des sommes bien 
déterminée. Pour les carrés des symboles 6j on a la formule de som- 
mation suivante (voir III (108,7)): 

| L' J' OS)? n 
2 (2J + 1) F L | LT (49,11) 


A l’aide de cette formule on obtient à partir de (49,10) 


D w(rLSI + n'L'SJ') = HT {n'L'lldllnL)l2. (49,12) 
- 


Notons que cette quantité est indépendante de la valeur initiale 
de J. 

Si l'on a affaire au rayonnement par un gaz dont la température 
est beaucoup plus grande que les intervalles de la structure fine du 
terme atomique nSL, les états de J différents sont également peu- 
plés, c'est-à-dire que toutes les valeurs de J sont équiprobables. Dans 
un tel cas, la probabilité pour que l'atome se situe à un niveau de 
certaine valeur déterminée de J est égale à 


2J +1 
(2L+1) (25+1) ” 


c'est-à-dire au rapport du poids statistique de ce niveau au poids 
statistique total du terme r=SZ. Le calcul de la moyenne des expres- 
sions (49,10) ou de leurs sommes (49,12) sur ces probabilités se ré- 
duit à la multiplication par le facteur (49,13); nous désignerons 
cette moyenne par une barre surmontant la lettre. La probabilité to- 
tale d'émission de toutes les raies du multiplet spectral (formé par 
toutes les transitions possibles entre les composantes de la structure 
fine de deux termes rSZL et n'SL') vaut la somme 


w(nLS — n'L'S)=) S'w(nLSJ —+ n'L'SJ'). (49,14) 
J J’ - 


(49,13) 


Puisque, bien entendu, ÿ° (2J + 1) = (2S + 1) (2L + 1), on ob- 
J 


tient pour la probabilité totale une expression coïncidant avec 
(49,12). Ceci étant, on obtient pour la probabilité relative (ou, ce 
qui revient au même, pour l'intensité relative) d’une raie distincte 


S 2 
(49,15) 


EH J L 


w (nLSJ —+ n'L'SJ') __ (27+1)(2J"+1) È J' 
w(nLS —+ n'L'S) (2S + 1) 


L'analyse des valeurs numériques données par cette formule 
montre que parmi les raies du multiplet les plus intenses sont celles 
pour lesquelles AJ = AL (on les appelle raies principales à la diffé- 


15* 
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rence des autres composantes du multiplet dites satellites). Les raies 
principales sont d'autant plus intenses que la valeur initiale de J 


est plus grande. 
La sommation des quantités (49,15) sur J ou J” donne 


S'w(nLSJ —+ n'L'SJ') 


J' = 2J +1 

w(nLS æn'L'S)  (2L--1)(25+-1) ” 

= (49,16) 
S'w(nLSJ —+ n'L'SJ") 
J _ 2J'+1 

w (nLS —+ n'L'S) 7 (2L+1)(2S+1) ‘ 


Ainsi, la somme des intensités de toutes les raies du multiplet spec- 
tral présentant un mème niveau initial (ou final) est proportionnelle 
au poids statistique du niveau initial (ou final). 

Arrêtons-nous encore à la structure hyperfine des raies spectrales 
de l’atome. Rappelons que la fission hyperfine des niveaux atomi- 
ques se produit par suite de l'interaction des électrons avec le spin 
du noyau, quand ce spin n'est pas nul (voir IIT, $ 122). Le moment 
cinétique total de l’atome (avec son noyau) F vaut la somme du mo- 
ment total J des électrons et du momeïit I du noyau. Chacune des 
composantes de la structure hyperfine du niveau nJ est caractéri- 
sée par sa valeur propre du nombre quantique F. 

La loi rigoureuse de conservation du moment cinétique conduit 
maintenant à la règle de sélection rigoureuse du moment total F; 
pour le rayonnement électrique dipolaire on a 


IE —FISI<F+F. (49,17) 


Mais l'interaction entre les électrons et le spin du noyau étant extrè- 
mement faible, on peut la négliger totalement lors des calculs des 
moments électriques (et magnétiques) de la couche électronique de 
l'atome. Cela signifie que les règles de sélection précédentes d’après 
le moment électronique J et la parité électronique restent elles aussi 
valables. Notamment, en vertu de ces règles, les transitions électri- 
ques dipolaires entre les composantes de la structure hyperfine d’un 
même terme sont impossibles : tous ces niveaux ont une mème parité, 
tandis que les transitions indiquées ne sont possibles qu'entre les 
états de parité différente. 

Comme l'opérateur moment dipolaire commute avec le spin du 
noyau, la variation des éléments de matrice en fonction des nombres 
I et F peut être déterminée sous la forme explicite: les calculs cor- 
respondants ne diffèrent des calculs faits plus haut pour le couplage 
LS que par un changement évident des notations. La probabilité 
d'émission, obtenue en sommant sur les valeurs finales de la projec- 
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tion du moment total F, a pour expression 


w(nJIF = n'J'IF') = HS ET LKn'J'IF' lldlrJIF)2, (49,18) 


w—=o(nJ — n'J"), 
où le carré de l'élément de matrice réduit s'exprime par 
\{R'J'TF" dll rJIF)|? = 
| J” F° 1}, 
=(2F+1)(2F +1 {> J : (n'J'IdlrJ)|2. (49,19) 


Problème 


La plupart des raies dans les spectres des métaux alcalins peuvent être dé- 
crites comme le résultat des transitions d'un seul électron périphérique (opti- 
que) dans le champ self-consistent de la carcasse atomique qui forme une con- 
figuration fermée; l'état de l'atome 
est construit d'après le type de couplage 
LS. Déterminer, en se plaçant dans cette ea J=Ll+1/2 
hypothèse, les intensités relatives des | J=l-1/2 
composantes de la structure fine des 
raies spectrales. 

Solution. Les moments to- a cC 
taux L et S = 1/, de l'atome coïncident 
avec le moment orbital et le spin de l'é- 

Jectron optique. Cela signifie que la pari- nr J=L-1/2 
té de l'état est égale à (—1)L (la parité J=L- 3/2 
de la configuration fermée de la carcasse 

atomique est positive). Les règles de sé- 

Jection d'après la parité interdisent donc Fig. 1 

la transition dipolaire de L’ = L et 

seules les transitions de L’ — L = +1 

sont possibles. En vertu de la règle de sélection d’après J les transitions entre 
les composantes des niveaux doublets n, Let n°’, L — 1 donnent au total trois 
raies (fig. 1). Les intensités relatives de ces raies (nous les désignerons par a, 
b, c) vs être déterminées le plus simplement (sans avoir recours directe- 
ment à la formule (49,15)) à partir des règles (49,16). En formant les rapports 
des intensités totales des raies avec l’un et l’autre des niveaux initiaux (ou fi- 
pals), on obtient les deux égalités suivantes : 


bte _ 2L a+b _  2L 
a  2L+2% ce  2L—2? 


d'où 
a:b:c—={(L+1)(2L—1):1:{[(L—1)(2L+1)]. 


i : = 1, le niveau inférieur n'est pas décomposé, la raie c est absente et a/b = 


[RS 
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$ 50. Rayonnement des atomes. Type magnétique 


L'ordre de grandeur du moment magnétique de l’atome est donné 
par le magnéton de Bohr: u — eñ/mc. Il diffère par le facteur & de 
l'ordre de grandeur du moment dipolaire électrique : d — ea — h?/me 
(puisque v/c — a, on a u — dv/c, comme il fallait s’y attendre). Il 
en résulte que la probabilité de rayonnement magnétique dipolaire 
(M1) par l'atome est près de «° fois plus faible que celle de rayonne- 
ment dipolaire électrique (de même fréquence). Cela signifie qu’en 
fait le rayonnement magnétique ne joue un rôle que pour des transi- 
tions interdites par les règles de sélection pour le cas électrique. 

Quant au rayonnement quadrupolaire électrique (£2), le rapport 
de sa probabilité à la probabilité de rayonnement #1 est de l’ordre 
de grandeur 


E2 (ea°})° w?/c°? atm?wo? AE \2 
TAB nid + ouai |er-5) (50,1) 


(où le moment quadrupolaire est —ea* ; E — h°/ma* est l'énergie ato- 
mique et AË, la variation d'énergie due à la transition). On voit 
que pour les fréquences atomiques moyennes (c'est-à-dire pour AE = 
= E) les probabilités de rayonnements Æ£2 et M1 sont de même 
ordre de grandeur (si, bien entendu, l’un et l’autre sont permis par 
les règles de sélection). Par contre, si AE << E (par exemple, pour 
les transitions entre les composantes de la structure fine de même 
terme) le rayonnement M1 est plus probable que le rayonnement £2. 

Les transitions dipolaires magnétiques obéissent à des règles de 
sélection rigoureuses 


PRESS ER R (50,2) 
PP'=1. (50,3) 


Dans le cas du couplage LS, des règles de sélection supplémen- 
taires apparaissent, encore plus restrictives que dans le cas électri- 
que. Cette dernière circonstance est liée à une propriété spécifique 
du moment magnétique de l'atome due à l'identité de toutes les 
particules (électrons) du système, à savoir: l'opérateur moment 
magnétique de l’atome s'exprime par ses opérateurs moment orbital 
et moment de spin totaux: 


n= —po(L+2$)= — po (J+S), (50,4) 


où up = |e [k/2mc est le magnéton de Bohr (voir II], $ 113). Le 
moment cinétique total étant conservé, l'opérateur J n'a pas d'élé- 
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ments de matrice non diagonaux suivant l’énergie, si bien que lors 


de l’étude des transitions radiatives il suffit d'écrire u = —u,S !). 

Si l'interaction spin-orbite est négligée, chacun des moments L 
et S est conservé séparément. De ce fait, l'opérateur spin est diagonal 
sur tous les nombres quantiques n SL qui caractérisent un terme non 
dédoublé. Pour qu’en général une transition quelconque puisse se 
produire, le nombre J doit obligatoirement varier. Les règles de se- 
lection suivantes en résultent : 


n'=n, S" =S, L'=L, J"—J = +1, (50,5) 


c'est-à-dire que les transitions ne sont possibles qu'entre composan- 
tes de la structure fine d’un même terme. 

Dans ce cas, la probabilité d'émission peut être calculée jusqu’au 
résultat final. En changeant convenablement les notations dans la 
formule (49,10), on a 


: ap | S J' L)? 
w(nLSJ —+ nLSJ') = (2J +41 s | KS IS IIS) 12. 


L'élément de matrice du spin qui y figure, réduit par rapport aux 
fonctions propres du spin lui-même, est donné par la formule 


(SSI) = VS (S + 1) (2S + 1) (50,6) 
(voir 111 (29,13)). Le symbole 6j qui nous intéresse a pour valeur 
S J—1 L)° 
{ s il _ 


— (L+S+J+1)(L+S—-7+1)(L—S+J)(S—L+ JT) 


S (25 +1) (25 + 2) (27 —D 27 (2 +1) (50,7) 


(voir tableau dans 111, $ 108). On obtient finalement 


ic (nLSJ + nLS, J—1)= SE w(RLS, J —1—+ nLSJ) = 


CE 


= ons L+S+J+1)(L+S—J+1)(J+S—L) x 
xX(J+L—S). (50,8) 


Les transitions entre composantes de la structure hyperfine de 
méme niveau (leurs fréquences se situent dans le domaine des ondes 
hertziennes) ne peuvent pas se produire comme des transitions dipo- 
laires électriques parce que ces composantes sont de même parité. 


. D Excepté les cas où le moment électronique J de l'atome n'est pas conser- 
vé: lorsqu'on tient compte de la structure superfine, en présence d un champ 
extérieur, etc. (voir problèmes). 
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Ce sont les transitions £2 et M1 qui ont lieu sans changement de pari- 
té. Mais étant donnée la valeur relativement très petite des inter- 
valles de la structure hyperfine, le rayonnement £°2 est peu probable 
par rapport au rayonnement Af1 (cf. (50,1)), de sorte que les transi- 
tions indiquées se font comme des transitions dipolaires magnéti- 
ques. 


Problèmes 


1. Trouver la probabilité de transition A1 entre composantes de la struc- 
ture hyperfine d'un seul et même niveau. 

Solution. La probabilité de transition est donnée par les formules 
(49,18) et (49,19) qui feront maintenant intervenir l'élément de matrice diago- 
pal réduit du moment magnétique: (nJ || || nJ). Sa valeur peut s'écrire 
immédiatement si l’on remarque que l'élément de matrice totale (non réduit) 
(nJM | u, | nJM) détermine précisément la décomposition du niveau donné 
dans l'effet Zeeman Jtoir 111, 8 113) et est égal à — u,gM où g est le facteur de 
Landé. Quant à l’élément de matrice réduit, il a pour expression (voir 111 (29.7)) 


(ag lu nJ) = VJ(J+1)(27+1) (nJM lu:l nJM)= 


= —pog VJ (+1) (27 +1). 
On trouve finalement pour la probabilité cherchée 1) 
w (nJIF—+nJI1,F—1)=— en w(nJI, F—1—+ nJIF)=— 


HSE” J+I+F+1)(J+1—F+14)(F I)(F-J+1 

= Her Dr UT TEA} +1) (F+ 7 —17)( + À). 

Cette expression ne diffère de. 50,8) que par le changement évident des notations 
et Je facteur supplémentaire £g°. j 

2. Trouver la probabilité de transition M1 entre composantes de Zeeman 
d'un seul et même niveau atomique. 

Solution. 1Ils’agit d’une transition M —- M — 1 à valeurs constantes 
de nJ ; la fréquence de transition (voir plus loin (51,3)): w = u,gÆH (g étant le 
facteur de Landé). L'élément de matrice de la composante sphérique u_, du 
vecteur pm a pour expression 


Lens, M—tuinrM) = p/ SEE Len a 9) = 


_.. V + J—M+1)(J HA) 


1) Un exemple intéressant est celui de la transition entre composantes de la 
structure hyperfine du niveau fondamental de l'atome d'hydrogène (1s,,2), ri- 
goureusement interdite non seulement comme Æ£1 mais également comme £2 
(dans ce dernier cas en vertu de la règle interdisant une transition quadrupolai- 
re avec J + J’ = 1). A cette transition correspond la fréquence w = 2x-1,42 X 
X 109 s-1 (la longueur d'onde À = 21 cm). En posant g = 2, 1 = 1/,, J—!},, 
= 1,F° = 0, on obtient 


_ Aou 
PT 3hes 


= 2,85-10"15 s71, 
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(voir III (27,12) et le problème précédent). La probabilité de transition a pour 
valeur 


— 40° 2 — uoH° 
= nes On, M1 pl n/M)1e= ES OM +1) + M). 


$ 51. Rayonnement des atomes. Effets Zeeman et Stark 


Dans un champ magnétique extérieur (que nous supposons fai ble) 
chacun des niveaux atomiques de moment cinétique total J se dé- 
compose en 2J + 1 niveaux 


E , — E + UogMAH, (o1,1) 


où ÆE) est le niveau non perturbé, u,, le magnéton de Bohr, g, le 
facteur de Landé, M, la projection du moment J sur la direction du 
champ (voir III, $ 113). Ainsi, la dégénérescence par rapport aux 
directions du moment est totalement levée. 

La décomposition des niveaux entraîne la décomposition des raies 
spectrales dues aux transitions entre deux niveaux décomposés. 
Le nombre de composantes d’une raie est déterminé par la règle de 
sélection du nombre M en vertu de laquelle le rayonnement dipolaire 
doit vérifier la relation 


m=M—M'=0, +1. (51,2) 


En plus de cette règle sont également interdites les transitions de 
M = M'=—0si J' — J. Cela découle directement des expressions 
générales III (29,7) pour les éléments de matrice d’un vecteur arbi- 
traire. 

Les composantes qui résultent des transitions avec m = 0 et 
m —= +1 sont appelées respectivement composantes x et composantes 
6. Leurs fréquences s'expriment par 


Ro = ho + LA (g — g') M, 


51,3 
fs = Ro + uoH [eM — g' (M + 1)]. (2k) 
Dans le cas particulier où g—£g’,on a 

ho: = Ro, ho, = Ro OF u,gH, (51,4) 


indépendamment de la valeur de M. En d'autres termes, la raie se 
décompose dans ce cas en un triplet contenant une composante x 
non déplacée et deux composantes o situées symétriquement de part 
et d'autre de la composante x (effet Zeeman dit « normal »). 

La probabilité totale (sur toutes les directions) d'émission est 
proportionnelle au carré du module | (n7'J'M"|d_-, |rJM) f°. 
Aussi, en vertu de la formule (46,19) avec j = 1, la probabilité 


234 RAYONNEMENT [Ch. V 


relative d'émission de chacune des composantes Zeeman de la raie 


a-t-elle pour valeur 
J' 1 J \? 
M m — w) - (51,5) 


Dans le cas particulier de l'effet Zeeman « normal » il y a au 
total trois composantes dont chacune résulte des transitions à partir 
de tous les M initiaux pour m donné. Comme 


> à 51,6 
M' m —M) 3 dl 
MM’ t 

(voir III (106,12)), les rayonnements de toutes les trois composantes 
sont dans ce cas équiprobables. 

Mais ce qui présente un plus grand intérêt c’est l'intensité rela- 
tive des composantes Zeeman lorsqu'elles sont observées dans une 
direction déterminée (par rapport à la direction du champ magnéti- 
que appliqué à la source). Suivant (45,5) la probabilité d'émission 
(et donc l'intensité de la raie correspondante) dans une direction don- 
née n est proportionnelle à à | e*d;; |? où la sommation est à effec- 
tuer sur deux polarisations e indépendantes pour n donné. 


Lors de l’observation dans la direction du champ (suivant l'axe 
des z) cette somme vaut 


(ds)? + 1(d,);:l°, 
ou encore, en passant aux composantes sphériques, 
(di) + I(d-1)7a 12. 


Cela signifie que dans une direction longitudinale (suivant le champ) 
ne sont observées que deux composantes © (m — +1). Leurs inten- 
sités sont proportionnelles à 


(y: 1 J\? —. 
M1 +1 D: (51,9) 


En présentant des valeurs déterminées de la projection du moment m 
le long de la direction de propagation, ces raies ont des polarisations 
circulaires droite (m = 1) et gauche (m — —1) (voir $ 8). 

Lors de l'observation dans une direction perpendiculaire au 


champ (disons, suivant l’axe des x), l'intensité est proportionnelle à 
Ja somme 


al2+ lé) Ido) + + {)l2+ 16) l- 
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Ainsi, dans la direction transversale on observe deux composantes 
c et une composante x dont les intensités sont proportionnelles 
respectivement à 


F4 1 J\? + J\? 548 
Z\m+1 +1 " % [y o ù (51,8) 
(les intensités des composantes © sont maintenant deux fois plus 
faibles que lors de l'observation dans la direction longitudinale). 
La composante x est alors polarisée rectilignement le long de l'axe 
des z, et les composantes © observées sont polarisées dans cette di- 
rection rectilignement le long de l'axe des y. 

Notons que les intensités relatives des composantes Zeeman se 
déterminent entièrement par les valeurs initiales et finales de J et M 
indépendamment des autres caractéristiques des niveaux. 

Les règles de sélection interdisent les transitions dipolaires élec- 
triques entre composantes Zeeman d’un seul et même niveau parce 
qu'elles sont toutes de même parité. Pour la même raison, qui a 
élé indiquée à la fin du paragraphe précédent, pour les transitions 
entre composantes de la structure hyperfine, les transitions indiquées 
S'effectuent comme des transitions dipolaires magnétiques. En 
vertu des règles de sélection du nombre #, les transitions ne se pro- 
duisent qu'entre les composantes voisines (M° — M — + 1)!). 

A la différence de la décomposition dans un champ magnétique, 
la décomposition des niveaux de l'atome sous l'effet d'un champ 
électrique peu intense (effet Stark) ne conduit pas à un lever total 
de la dégénérescence par rapport aux directions du moment. Tous 
les niveaux, excepté ceux de A = 0, restent doublement dégénérés : 
à chacun d'eux correspondent deux états de projections du moment 
M et —M. 

Le calcul des intensités relatives des composantes Stark d'une 
raie spectrale est tout à fait analogue au calcul décrit plus haut 
pour l'effet Zeeman *). En faisant ce calcul, on doit avoir en vue que 
les transitions M — M et —M — — M apportent la contribution 
(pour M 0) à l intensité des composantes x et les transitions 
M— Mæ+iet —M — — (M + 1), à l'intensité des composantes 
©. Cela explique pourquoi lors de l’observation de l'effet dans la di- 


1) Les fréquences de ces transitions se situent généralement dans le do- 
maine des ondes centimétriques et s'observent dans l'absorption et dans l’émis- 
sion stimulée (résonance paramagnétique électronique) : les atomes absorbants 
sont placés dans un champ magnétique constant de forte intensité qui provoque 
la décomposition Zeeman) et un faible champ de fréquence radio-électrique de 
résonance. 

3) Ici, nous avons en vue l'effet Stark quadratique propre à tous les atomes 
sauf celui d'hydrogène (voir III, $ 76). Le champ est supposé si faible que la 
décomposition des niveaux qu'il provoque est petite même par rapport aux 
intervalles de la structure fine. 
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rection transversale les intensités des composantes x sont propor- 


tionnelles à 
2 (, 1 J\? 
M 0 né ’ 


alors que les intensités des composantes © sont proportionnelles aux 
sommes 


ss J 1 JY 1( J' 1  J\2 
Fu: Æ 1 Ni + us +1 x) = 
_{ J' 1 J\° 
(ua: F1 ns 


(rappelons que lorsque tous les nombres de la deuxième ligne chan- 
gent de signe, les symboles 3j ne peuvent que changer de signe, de 
sorte que leurs carrés restent inchangés). 

Dans un champ extérieur, même de faible intensité, le moment 
total J cesse, en toute rigueur, de se conserver ; dans un champ uni- 
forme c'est seulement la projection 4 du moment qui se conserve. 
C'est pourquoi lors des transitions radiatives dans un champ faible 
la conservation du moment cesse d’être rigoureusement obligatoire 
et dans le spectre atomique peuvent apparaître des raies interdites 
par les règles de sélection ordinaires. 

Le calcul des intensités de ces raies se réduit au calcul des cor- 
rections à apporter à la matrice de moment dipolaire, ce qui exige 
a son tour de déterminer les corrections pour les fonctions d'onde 
des états stationnaires. À l'approximation du premier ordre de la 
théorie des perturbations (suivant un champ extérieur faible) on 
voit apparaître dans la fonction d'onde des contributions dues aux 
éléments de matrice initiaux non nuls de la perturbation (—Ed 
dans un champ électrique): l’apport d'un certain état %, à un état 
+, est égal à 

— Ed, , 
E\ —E, LES 


Il en résulte l'apparition dans l'élément de matrice de transition 
« interdite» d'un terme 


— (Ed, 1) ds2 
E; _— E, 


non nul, si les transitions de l'état « intermédiaire » 2 à l’état initial 
1 et à l’état final 3 sont permises. 
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$ 52. Rayonnement des atomes. Atome d’hydrogène 


._ L'atome d'hydrogène représente le seul cas où le calcul des 
éléments de matrice de transition peut être mené jusqu'au bout sous 
forme analytique (W. Gordon, 1929). 

La parité de l’état de l’atome d'hydrogène est égale à (—1)!, 
c'est-à-dire se détermine univoquement par le moment orbital de 
l’électron (rappelons que /, considéré comme un nombre déterminant 
la parité de l’état, conserve son sens aussi dans le cas de fonctions 
d'onde relativistes exactes, c'est-à-dire lorsqu'on tient compte de 
l'interaction spin-orbite). C'est la raison pour laquelle la règle de 
sélection d’après la parité interdit rigoureusement les transitions 
dipolaires électriques sans variation de /; seules les transitions avec 
[— l + 1 sont possibles. Quant aux variations du nombre quanti- 
que principal nr, elles ne sont pas limitées. 

Le moment dipolaire de l’atome d'hydrogène se réduit au rayon 
vecteur de l’électron: d — er. Vu que la fonction d'onde de l'élec- 
tron dans l’atome d'hydrogène est représenté par le produit de la 
partie angulaire et de la fonction radiale R,,, les éléments de ma- 
trice réduits du rayon vecteur sont eux aussi donnés par un produit 


QR', TL—1l|r[Inl=(t—11||[v]| 2) Ryr-irRur* dr, 
0 


où (2— 1[|v||{) sont les éléments de matrice réduits du vecteur v 
dans la direction de r. Ils ont pour valeur 


G—11vD ={lviE- 1 =i V1 
(voir 111(29,14)). Ainsi il vient 
{n", 1—1|frfnl)= —-(nlllrfin, l—1)= 


= vi | Rai1Rarsdr. (52,1) 
0 


Les fonctions radiales non relativistes du spectre discret de l'ato- 
me d'hydrogène sont données par la formule III (36,13) ?) 


2 1 ED potermp(_ 9 2r 
Re V Er + F | RAR EME js 
(52,2) 


) Dans ce paragraphe nous employons les unités pis Lors Les expres- 
sions pour les éléments de matrice de la coordonnée écrites ci-dessous en unités 
classiques doivent être multipliées par #?/me? (ou par #*/mZe® s'il s'agit d'un 
ion hydrogénoïde de nombre atomique Z). 
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L'intégrale (52,1) contenant le produit de deux fonctions hypergéo- 
métriques dégénérées est calculée à l’aide des formules indiquées 
dans III, $ f{). Le calcul donne le résultat suivant : 


{n’, [—1 Ir | nl) = 
ES TERRE en nn A 


421)! VO (n—1—Dln DT mnt X 
x {F(-n+14+1, —n'+l, 2, nl 
(LS) F (m4, +1,22, Le )}, (62.3) 


où F (œ, B, y, z) sont des fonctions RE Puisque dans 
ce cas les paramètres «&, B sont égaux à des entiers négatifs (ou à zéro), 
ces fonctions se réduisent aux polynômes ?). 

A titre de renseignement utile, indiquons les expressions qui 
se déduisent de (52,3) dans certains cas particuliers (la valeur de 
l'est donnée par le symbole spectroscopique s, p, d, ...): 

28n7 (n—1)271-8 


(is II r || 722) Ê = ms — : 


Qn7 (n?—1) (n—2)27-6 


Fes Ir rp) = pre —: 
219n9 (n2— 1) (n — 2)27-7 
| plir ind) P= EE, (52,4) 


215n9 (n —2)7-8 


1@plir rs = ne 


La formule (52,3) est inapplicable aux transitions sans variation 
du nombre quantique principal nr (les transitions entre composantes 
de Ja structure fine du niveau). Dans ce cas (7 = n’}), pour effectuer 
l'intégration nous partons de la représentation des fonctions radiales 
au moyen des polynômes de Laguerre généralisés : 


2 m—1—1)1 2 : 
Rue — eV on () (SE). 625 
Dans l'intégrale 
( Ra, 1-1 Rr° dr \ er €” Pp2+2L an (p) Lt (p) dp 
0 0 


1) Avec des notations qui y ont été introduites, il s’agit de calculer l’inte- 
apr Jifss (—n+1+1,—n + 1). Ce calcul se fait à l’aide des formules (f, 12 


3) Pour les tableaux numériques des éléments É matrice et les probabilités 
de transitions dans l'hydrogène, voir par exemple le livre de H. Bethe et E. Sal- 
peter « Quantum Mechanics of One-and Two-Electron Atoms », New York, 1957. 
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nous substituons à un des polynômes son expression par la fonction 
génératrice (voir III, $ d): 


For 


L2#t (n+ 1)! epp”21-1 


ER RES RS LE SSSR n+l 
(p) = (n—1—1)! ePp ” 


æ] 


Après (n — L — 1) intégrations par parties on obtient une intégrale 
de la forme 


\ e- pt (+ +) pLit: (0) dp, 
0 


dans laquelle nous remplaçons le polynôme de Laguerre par son 
expression explicite suivant la formule 


= (— 1"! 2  ( a - 


Après dér:.ation il ne reste dans la somme que trois termes, de 
sorte que l'intégration devient élémentaire. Le calcul conduit au 
résultat simple suivant: 


@@,1—1lirlin)=i Vin Var. (52,6) 


L'intégrale 
\ R}, 1-1RnT dr = Xn’,1-1 (T{n1) dr 
0 


(où {nr = rR,1) représente le coefficient du développement de la fonc- 
tion rh: suivant le système de fonctions orthogonales %,. 1 
(n° = 1, 2,. +). La somme des carrés des modules de ces coeffi- 
cients est égale à l'intégrale du carré de la fonction développée !). 
On a donc 


Dit, 1—1{iriin) 12=7 | rx dr. (52,7) 


n° 0 
En utilisant l'expression connue pour la moyenne du carré r° dans 
l'état nl (voir III (36,16)), on trouve la règle des sommes suivante : 
Din, 1—1lrlin) F1 (5n2+1—3(14+ 1). (52,8) 


1) La sommation est étendue aux états du spectre tant discret que continu. 
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Lorsque les valeurs de nr, / sont données et les valeurs de n° sont 
grandes, l'élément de matrice de la transition rl— nl’ décroît 
suivant la loi 


L@n'l' Ir nd) Po +. (52,9) 


On peut s'en assurer en partant aussi bien des expressions particu- 
lières (52,4) que de la formule générale (52,3). Ce résultat est tout 
à fait naturel : lorsque les n’ sont élevés, les niveaux énergétiques cou- 
lombiens E” — — 1/2n'° sont disposés de façon quasi continue et 
la probabilité de transition à un niveau quelconque dans l'intervalle 
dE" est propertionnelle à la densité de disposition de ces niveaux 
qui est elle-même ©n'"*. 

On sait que l'effet Stark dans l'hydrogène présente une parti- 
cularité spécifique (voir III, $ 77): la séparation de niveaux qu'il 
provoque est proportionnelle à la première puissance de l'intensité 
de champ électrique. Le champ, bien qu'il ne soit pas supposé fort 
(la condition d'applicabilité de la théorie des perturbations), doit 
être tel que les écarts de niveaux soient grands par rapport aux écarts 
de leur structure fine. Dans ces conditions, la grandeur du moment 
peut ne pas se conserver du tout et les niveaux sont à classer d'après 
les nombres quantiques paraboliques n,, n,, m. Le dernier d’entre 
eux, le nombre quantique magnétique m, détermine toujours la pro- 
jection du moment orbital sur l’axe des z (direction du champ) qui 
se conserve dans les conditions données (l'interaction spin-orbite 
étant négligée). Aussi ce nombre obéit-il à la règle de sélection ordi- 
naire 


m —m—=0, +1. (52,10) 


Les variations des nombres n, et r, ne sont soumises à aucune limita- 
tion. 

Les éléments de matrice du moment dipolaire en coordonnées 
paraboliques peuvent être calculés eux aussi analytiquement. Mais 
les formules qu’on obtient étant trop encombrantes, nous ne les 
indiquons pas ici !). 


Problèmes 


1. Trouver la décomposition Stark des niveaux de l'atome d'hydrogène 
dans le cas où la séparation est petite par SA PRORS aux intervalles de la structure 
fine (mais grande devant le déplacement Lamb). 

Solution. Dans ces conditions, les niveaux non perturbés de ! = 
= j + !/, restent doublement dégénérés, de sorte que la décomposition Stark 


1) Ces formules et les tableaux numériques correspondants sont donnés 
dans le livre de H. Bethe et E. Salpeter déjà mentipnné. 
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est linéaire en champ. La valeur de la décomposition A se détermine à partir de 
l'équation séculaire 


—AÀ —E (d;)3e - 
— E (d;)21 — À 


(où les indices 1, 2 correspondent aux états de ! = j + 1/, et aux valeurs données 
du nombre quantique magnétique m; la perturbation V — — Ed, est diagona- 
le suivant m et n’a pas d'éléments diagonaux suivant !). L'élément de matrice 


de la quantité orbitale d, se calcule à l’aide des formules III (29,7), III (109,3) 
qui donnent 


0, A—=+E{(d:)1e| 


m 
ÿ MOUSE ET 


eo 1 j al, 
Ge LA NM = —@i+ D {7 LL} Ut lan) 


où il faut poser 1—j+1/,; la quantité (1—1 ||di| !) est prise à partir de (52,6). 


: ; 3 Fe . 4 \2 nm 
On obtient finalement A= + z V/ n (; + o TES) E. 

2. Déterminer la probabilité d'émission d'un photon lors de la transition 
ES les niveaux 2s1,2 —> 15,/2 de l'atome d'hydrogène (G. Breit, E. Teller, 

Solution. Le processus considéré est rigoureusement interdit pour la 
transition £1 suivant la parité et Poe la transition E2 suivant la règle (46,15). 
Il convient donc de calculer la probabilité de la transition M1 donnée par la for- 
mule (47,5). Pourtant, dans le cas considéré (£ = 0), le moment magnétique est 
une grandeur due uniquement au spin et son élément de matrice s'annule, si 
l'on néglige l'interaction spin-orbite, du fait de l'orthogonalité mutuelle des 
fonctions d'ondes orbitales caractérisées par des nombres quantiques principaux 
différents. Cela signifie que pour obtenir une réponse non nulle il ne serait pas 
suffisant d'utiliser l’approximation de l'équation de Pauli mais qu’il faudrait 
partir de l'équation de Dirac complète. 

En representation standard des fonctions d'onde, le courant de transition 
s'exprime par ) 

jji = Via = pioxi + X50Pi- 


Suivant (35,1), (24,2), (24,8) les fonctions d'onde des états de L = 0, j = l/; 


sont de la forme 
_{®\_ 1 f(r)w (m) 
v=()= 4x er TS ; 


où n = r/retw (m) est un spineur tridimensionnel unité réel correspondant à la 
valeur m de la projection du spin. Ainsi, 


: 1 
ini er Uiriw;o (on) wi —6jfiw, (on) owi}. 
En portant cette expression dans (47,4) et en intégrant sur les directions de 
n, on obtient 
e € 
Hi = GA [oo] w;l = TZ wow; 


1) Dans ce problème nous employons les unités relativistes. 
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(en vertu des conditions de commutation des matrices de Pauli [oo] = 2io); 
ici, 
1= | Gei+tien à. (1) 
0 


Quant à la probabilité d'émission d'un photon (47,5), après la sommation sur 
les valeurs de m} elle a pour expression 


4e2o5 4e? 
w = w;0°w;1?=— 9 I?. (2) 
De (35,4) on déduit (pour x=— —1) 
| sl.) cr 
apart) ur: 


où dans le deuxième membre la fonction f exacte a été remplacée par la fonction 
pains non relativiste R. Si on se limite à l’'approximation g = R’/2m, l'inté- 
grale 


œ © 
1 3 
rs \ (RyRi)' dr = 9 \ R;Rir° dr =0 (3) 
0 0 


en vertu de l’orthogonalité des fonctions R; et R;. A l’approximation d'ordre 
suivant, compte tenu de (3), il vient 


1 À rat | {RRiG en (RRy} rar. 
0 


En tenant compte qu’en vertu de l’orthogonalité des fonctions exactes +, et 
Ÿ, on a (pour %X; = x) 


À Gfy+ een r ar =0, 
0 


écrivons le premier terme de (4), après l'intégration par parties, sous la forme 


3 3 3 
Dm | fifir? dr — 5m | ggir? dr = Bms \ R;R;r? dr. 
0 0 0 


Le calcul de l'intégrale avec les fonctions 


3 
Ry= 2 (ma) eme, Re (1) = mar/2 


(voir 111, $ 36) et la différence d'énergie 


ma? 1 J 
QE —Ef = — (1—7)= 5m 
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ser I = 25/a3 /9m. On en tire la probabilité de transition (en unités classi- 
ques 

25atñ20 mec2ail 
7 3tm2ct 26.33ñ 


—5,6-10-4 5-1. 


Le temps de vie correspondant des états 2j est très grand et en fait c'est 
la désexcitation avec émission simultanée de deux photons qui est beaucoup 
plus probable (voir note au bas de la page 280). 


$ 53. Rayonnement des molécules diatomiques. 
Spectres électroniques 


Le caractère spécifique des spectres moléculaires est lié en pre- 
mier lieu à la subdivision de l'énergie de la molécule en trois parties: 
électronique, vibrationnelle et rotationnelle, dont chacune est petite 
devant la précédente. La structure des niveaux des molécules diato- 
miques a été étudiée en détail dans le tome IIT, chap. XI. Dans ce 
qui suit nous nous proposons de mettre en évidence le spectre molé- 
culaire et de calculer l'intensité de ses raies !). 

Commençons par examiner le cas général où la transition a pour 
effet un changement de l'état électronique de la molécule (et en même 
temps, dans le cas général, de ses états vibrationnel et rotationnel). 
Les fréquences de ces transitions se situent dans les domaines visible 
et ultraviolet du spectre. Leur ensemble constitue ce qu'on appelle 
spectre électronique de la molécule. En étudiant ce spectre, nous au- 
rons toujours en vue les transitions dipolaires électriques parce que 
les transitions d’autres types sont de peu d'importance en spectro- 
scopie moléculaire. 

De même que pour les transitions dipolaires dans tout système, 
le moment cinétique total J de la molécule obéit à la règle de sélec- 
tion 

[J'—JI<S1<J +7. (53,1) 


A la règle de sélection rigoureuse d'après la parité du système 
correspond dans le cas considéré la règle de sélection d'après le signe 
du niveau ; rappelons que suivant la terminologie adoptée en spectro- 
scopie moléculaire, les états sont dits positifs ou négatifs selon que 
leurs fonctions d'onde ne changent pas ou changent de signe par in- 
version (changement de signe des coordonnées des électrons et des 
noyaux). Il existe donc une règle rigoureuse : 


> —, —— +. (53,2) 


Si la molécule est constituée par des atomes identiques (avec 
les noyaux d'un même isotope), les niveaux sont classés d’après 


1) L'exposé qui suit est basé sur le contenu des 68 78, 82 à 88 du tome III. 
ou ne pas surcharger le texte, nous éviterons de faire référence à ces paragra- 
pbes. 


16 * 
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le comportement lors de la transposition des coordonnées des noyaux : 
les niveaux sont dits symétriques (s), si leurs fonctions d’onde ne 
changent pas de signe par suite d'une telle transformation, et anti- 
symétriques (a), si les fonctions d'onde changent de signe. Comme 
l'opérateur moment dipolaire électronique n’est nullement affecté 
par cette transformation, ses éléments de matrice ne sont différents 
de zéro que pour des transitions s'effectuant sans changement de 
cette symétrie !): 

S—+Ss, a—+a. (53,3) 


Cette règle n'est pas pourtant absolument rigoureuse. Le fait est 
que l'existence de cette propriété de symétrie pour un niveau est 
liée à l'existence pour une molécule d'une valeur déterminée du spin 
total 7 des noyaux. Du fait que l'interaction entre les spins nucléai- 
res et les électrons est extrêmement faible, le spin Z se conserve 
avec une grande précision mais non absolue. Si l’on tient compte de 
cette interaction, le spin 7 n'aura plus une valeur déterminée, la 
propriété de symétrie (s ou a) ne sera pas conservée et la règle de 
sélection (53,3) cessera d'être valable. 

Les termes électroniques d'une molécule constituée par des ato- 
mes identiques se caractérisent aussi par leur parité (g ou u), c'est-à- 
dire par le comportement des fonctions d'onde en cas de changement 
de signe des coordonnées des électrons (comptées depuis le centre 
de la molécule), les coordonnées des noyaux étant inchangées. Il 
y a une liaison étroite entre cette propriété d'un terme électronique, 
d'une part, et la symétrie nucléaire et le signe des niveaux rotation- 
nels se rapportant à ce terme d'autre part. Les niveaux faisant par- 
tie d’un terme électronique pair (g) peuvent avoir pour caractéris- 
tiques s + eu a — et ceux qui appartiennent à un terme impair, 
s — ou a +. Des règles (53,2) ou (53,3) il découle aussi la règle 


EU, u—+£g. (53,4) 


Considérée comme une règle approchée, (53,4) reste valable éga- 
lement pour des molécules constituées par des isotopes différents 
d’un même élément. Comme les charges des noyaux sont égales, en 
considérant un terme électronique avec des noyaux immobiles, nous 
aurons affaire dans un tel cas à un système d'électrons dans un champ 
électrique pourvu de centre de symétrie (au point divisant la distan- 
ce entre les noyaux en deux parties égales). C’est précisément la 
symétrie de la fonction d'onde électronique par rapport à l’inversion 
en ce point qui détermine la parité du terme, et comme le vecteur 
moment dipolaire électrique change de signe par cette transforma- 
tion, nous sommes conduits à la règle (53,4). Le caractère approche 


1) 11 est évident que cette règle s'applique aussi aux transitions de toute 
multipolarité. 
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de la règle, basée uniquement sur une telle déduction, est lié à la 
nécessité de considérer les noyaux comme étant immobiles. Il est 
clair que cette règle cesse d’être valable lorsqu'on tient compte de 
l'interaction entre l’état électronique et la rotation de la molécule. 

Les autres règles de sélection qui vont être examinées sont liées 
‘à des hypothèses concrètes sur l'importance relative des interactions 
dans la molécule (c'est-à-dire sur son type de couplage). De ce fait, 
ces règles ne peuvent être qu'approchées. 

La plupart des termes électroniques des molécules diatomiques 
appartiennent aux types de couplage a ou b. Ces deux types se ca- 
ractérisent par le fait que le couplage du moment orbital à l'axe 
(l'interaction électrique des deux atomes dans la molécule) est grand 
par rapport à toutes les autres interactions. Il en résulte l’existence 
des nombres quantiques A et S (la projection du moment orbital des 
électrons sur l’axe de la molécule et le spin total des électrons). 
L'opérateur de la grandeur orbitale — moment orbital électronique — 
commute avec l'opérateur spin, si bien que 


S —S —0 (casa, b). (53,5) 


Quant à la variation du nombre A, elle obéit à la règle de sélection 


A'—A—=0, +1 (cas a, b), (53,6) 


et les transitions entre les états de À — 0 (termes Z) satisfont encore 
à une règle de sélection supplémentaire: 


Z*t—+Z*, Z7—Z" (cas a, b) (53,7) 


(rappelons que les états Z+ et Z- diffèrent par le comportement par 
rapport à la réflexion dans un plan passant par l’axe de la molé- 
cule). Les règles (53,6) et (53,7) s'obtiennent en examinant la molé- 
cule dans un système de coordonnées rigidement lié aux noyaux 
(voir III, $ 87); la règle (53,6) est analogue à la règle de sélection 
d’après le nombre quantique magnétique dans le cas des atomes. 

Les types de couplage a et b diffèrent l’un de l’autre par la rela- 
tion entre l'énergie d'interaction « spin-axe » et l'énergie de rotation 
(les différences d'énergie entre les niveaux rotationnels).- La première 
de ces énergies est plus grande que la deuxième dans le cas a et plus 
petite dans le cas b. Examinons séparément chacun de ces cas. 

Cas a. — Dans ce cas il existe le nombre quantique Z tradui- 
sant la projection du spin total sur l’axe de la molécule (et avec lui 
le nombre  — Z + A, projection du moment total). Si les deux 
états (initial et final) se rapportent au cas a, on a la règle 


Z'—Z2—0 (casa) (53,8) 
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(qui est une conséquence de la commutativité déjà mentionnée du 
moment dipolaire et du spin). De (53,6) et (53,8) il s'ensuit que !): 


Q'—Q—0, +1. (53,9) 


Si Q = QG’ — 0, en plus des transitions interdites par la règle géné- 
rale (53,1), le sont encore les transitions avec J” = J *): 


J'—J=+1 pour 9—Q'—0 (cas a). (53,10) 


Examinons les transitions entre deux niveaux vibrationnels quel- 
conques appartenant à deux termes électroniques différents (de 
type a). Lorsqu'on tient compte de la structure fine du terme électro- 
nique, chacun de ces niveaux se décompose en plusieurs composantes 
dont le nombre (2S + 1) doit être, en vertu de la règle (53,5), le 
même pour les deux niveaux. Suivant la règle (53,8) chacune des 
composantes d’un niveau ne se combine qu'avec une seule compo- 
sante de l’autre ayant la même valeur de Z. 

Prenons ensuite une paire de niveaux de même 2 ; leurs valeurs 
de Q et (Q’ peuvent différer (en même temps que A et A’) de 0 ou de 
+1. Compte tenu de la rotation, chacun d'eux se décompose en une 
suite de niveaux différent l'un de l’autre par les valeurs des nombres 
J et J' qui parcourent les valeurs J> | Q |, J°> | Q° |. La varia- 
tion des probabilités de transition en fonction de ces nombres peut 
être déterminée sous une forme générale (H. Hônl, F. London, 1925). 

L'élément de matrice de la transition rnAQJM, —+ n'A'Q'J'MY 
(où n désigne les autres caractéristiques du terme électronique sauf 
(2 et A) a pour expression 


| {n'A'R'J'M5 | do |RAQJM ,) | = 


a — —  — J' 1 J J” 1:J 
CELLES) Il 


a go) ç me J'AI rA, 


(53,11) 


où d, et d,, sont les composantes sphériques du vecteur moment 
dipolaire respectivement dans le système de coordonnées zyz fixe 
et dans le système En « mobile » dont l’axe des & est dirigé le long 
de l'axe de la molécule (cette formule s'obtient à l'aide de (III 


1) Cette ue s'observe également dans le cas c (le couplage du moment 
orbital à l'axe étant faible par rapport au couplage « spin-orbite ») lorsque les 
nombres A et 2 n'existent pas séparément l'un de l’autre. 

2?) Cette règle est analogue à l'interdiction des transitions avec J = J” 
pour M — M’ = 0 dans le cas des atomes ($ 51) où elle ne pouvait pourtant 
présenter un intérêt qu’en présence de champ extérieur. Dans le cas considéré, 
cette règle découle directement de la formule (53,12) indiquée plus loin ; le syro- 


bole 3j ( 1 0) s'annule pour J” = J lorsque la somme J’ + J + 1 est 
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(110,6))). Les éléments de matrice (n’'A’ | d,: | nr A) sont indépen- 
dants des nombres quantiques de rotation J, J”, ils dépendent uni- 
quement des caractéristiques des termes électroniques (et dans le 
cas considéré ils ne dépendent pas du nombre Z !)); c’est pour cette 
raison que dans la notation de l’élément de matrice sont omis les 
indices Q° — A’ + Z et Q — A + ». 

La probabilité de la transition nAQJ — n'A'Q'J' est propor- 
tionnelle au carré de l'élément de matrice (53,11) sommé sur M3. 
En vertu de la formule 111 (106,12) 


D J" 1 J n 
M 4 M) TT 
My 
on obtient 
W (RnAQJ —+ n'A'Q'J") — 
@J"+1( Fe. ; / B( ; A", A) (53,12) 
e n,n, s A) Ù 
—Q Q—-Q Q 
où les coefficients Z sont indépendants de J, J” (nous négligeons 
certes la différence relativement très petite entre les fréquences 
de transitions avec des valeurs différentes de J, J”) ?). 

Si l'on fait la somme de (53,12) sur J”, on obtient (en vertu de 
la propriété d orthogonalité des symboles 3j, 111 (106,13)) tout sim- 
plement B (n', n; A’, A). En d’autres termes, la probabilité totale 
de transition du niveau rotationnel J de l'état Q vers tous les ni- 
veaux J” de l'état Q’ ne dépend pas de J. 

Cas b.— Dans ce cas, il existe en plus du moment total J, 
encore un nombre quantique X qui est le moment de la molécule con- 
sidérée sans tenir compte de son spin. Les règles de sélection d'après 
ce nombre coïncident avec les règles de sélection générales pour toute 


grandeur vectorielle orbitale (le moment dipolaire électrique étant 
une telle grandeur): 


|K'—KIS1<K--K' (casb) (53,13) 


1) On peut s’en rendre compte en procédant comme au début de 111, $ 29 
pour la quantité scalaire f. Dans le cas que nous considérons, l'opérateur quanti- 
té vectorielle d commute avec l'opérateur vecteur S (qui est conservatif à l’ap- 
proximation d'ordre zéro) et Z est la projection de S sur l'axe des? dans le sys- 
téme de coordonnées tournant dans quel on doit considérer la condition de 
commutativité de d et S. 

2) Compte tenu du dédoublement de A, chacun des niveaux rotationnels 
J que nous venons de considérer se décompose encore en deux niveaux dont l'un 
est positif et l'autre négatif. C'est pourquoi, au lieu d’une seule transition 
J — J' nous aurons, suivant la règle de selection (53,2), deux transitions: de 
la composante positive (négative) du niveau J à la composante négative (posi- 
tive) du niveau J’. Ces transitions sont également probables. 
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avec l'interdiction supplémentaire de la transition avec K — K” 
pour À — A’ — 0 (de façon analogue à (53,10)): 


K'—K=+1 pour A=— A'=0. (53,14) 


Considérons les transitions entre composantes rotationnelles des 
niveaux vibrationnels déterminés de deux états électroniques appar- 
tenant au type b. Les probabilités de telles transitions sont données 
par les mêmes formules (53,12) à condition d y écrire Æ, .\ au lieu 
de J, Q. Compte tenu de la structure fine (pour S 0), chacun des 
niveaux rotationnels À se décompose en 2S + 1 composantes avec 
J—=|K—S|,..., K + S, de sorte qu'au lieu d'une seule raie 
J — J' on obtient un multiplet. Puisque dans le cas considéré nous 
avons affaire à l'addition des moments K et S libres (non liés à l'axe 
de la molécule), les formules donnant les probabilités relatives de 
transition pour les différentes raies du multiplet coïncident avec 
des formules analogues (49,15) pour les composantes de la structure 
fine des spectres atomiques où un même rôle (dans le cas du couplage 
LS) est joué par les moments L et S. 

Ainsi, nous avons examiné les règles de sélection qui déterminent 
les raies spectrales possibles dans tous les cas principaux qui peu- 
vent se présenter dans les molécules diatomiques. 

L'ensemble des raies dues aux transitions entre composantes 
rotationnelles de deux niveaux électroniques vibrationnels donnes 
constitue, comme on dit en spectroscopie, une bande; les intervalles 
rotationnels étant très petits, les raies sont si serrées qu'elles ont 
l'aspect d’une bande continue. Les fréquences de ces raies sont don- 
nées par les différences 


Row; — const + BJ (J +1) — B'J'(J" +1), (53,15) 


où B, B° sont des constantes de rotation dans les deux états élec- 
troniques (pour éviter des complications inutiles, nous supposons 
que les termes électroniques sont singulets). Pour J' — J, J + 1, 
la formule (53,15) est représentée graphiquement (fig. 2) par trois 
branches (paraboles) dont les points déterminent les valeurs des 
fréquences pour des valeurs entières de J (la disposition des branches 
de la figure 2 correspond au cas de B” < B; pour B” > B, les bran- 
ches sont dirigées vers des faibles valeurs de w, et la courbe supé- 
rieure correspond à J” — J — 1) '). La présence d'une branche ayant 
un point d'inflexion conduit, comme le montre la figure, à une con- 
densation des raies vers une position limite (bord de la bande). 
En examinant les intensités des raies, il convient de signaler un 
phénomène spécifique d'alternance des intensités dans certaines ban- 
des du spectre électronique des molécules constituées par les atomes 


1) Les séries de raies correspondant aux transitions avec J' = J + 1, 
J, J — 1 sont appelées branches P, Q et R respectivement. 
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d'un même isotope (W. Heisenberg, F. Hund, 1927). Les exigences 
de symétrie liées aux spins nucléaires conduisent à ce que les compo- 
santes rotationnelles des termes électroniques Z présentent par rap- 
port aux noyaux des symétries opposées lorsqu'elles ont des valeurs 
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paires et impaires de À et donc des poids statistiques nucléaires dif- 
férents g, et g, (voir III, $ 86). Conformément à la règle (53,14), 
lors des transitions entre deux termes Z différents, seuls sont possi- 
bles J'=— J + 1; dans ce cas l’un des termes © doit être, en vertu 


de (53,4), pair et l'autre, impair. 11 en résulte que pour une valeur 
donnée de J” — J les transitions avec des valeurs successives de J 
se produisent alternativement entre les paires de niveaux symétri- 
ques et les paires de niveaux antisymétriques (comme l'illustre le 
schéma de la figure 3 sur l'exemple des états S£ et Z{). D'un autre 
côté, l'intensité observée d'une raie est proportionnelle au nombre 
de molécules se trouvant à l'état initial donné et par là même à 
son poids statistique. Par conséquent, l'intensité des raies successives 
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(J -- 0, 1, 2, .. .) sera alternativement plus grande et plus petite, 
proportionnelle ‘alternativement a £g, et g, (en plus de l'allure 
monotone prédite par les formules (53,12)) ?). 

Pour la variation du nombre quantique vibrationnel lors des 
transitions entre deux termes électroniques différents, il n'y a au- 
cune règle de sélection rigoureuse. Il existe pourtant une règle (prin- 
cipe de Franck-Condon) qui permet de prédire la variation la plus 
probable de l'état vibrationnel. Elle est basée sur le caractère quasi 
classique du mouvement des noyaux, lié à leur grande masse (cf. 
ce qui a été dit sur la prédissociation dans III, $ 90) :). 

Dans l'intervalle qui détermine l'élément de matrice de la tran- 
sition entre les états vibrationnels £ et £” des termes électroniques 
LU (r) et U” (r) un rôle principal est joué par le voisinage du point 
[ro OÙ 


U (ro) — L' (ro) = EE — E (53,16) 
(c'est-à-dire que les impulsions de mouvement relatif des noyaux 


sont les mêmes das les deux états: p - p’). Pour une valeur donnée 
de Æ, la probabilité de transition (en tant que 


U(r) fonction de l'énergie finale Æ”) est d'autant plus 
forte que chacune des différences Æ — U et E° — 
ur) — U' est plus petite. Elle prend sa valeur maxi- 
£ male pour 
| E — Uro) — £ — U'(r;)--0, (53,17) 
€’ 


c'est-à-dire lorsque le « point de transition » ro 
(la racine de l'équation (53,16)) se confond avec 
le point classique d'arrèt des noyaux (ce lien 
entre Æ et la valeur la plus probable de Æ£” est 
illustré graphiquement par la figure 4). On 
peut dire, pour expliquer ceci, que Ja transition 
est la plus probable près d'un point en lequel les noyaux s'arrètent 


el au voisinage duquel ils séjournent pendant un temps relative- 
ment plus long. 


Fig. 4 


$ 54. Rayonnement des molécules diatomiques. 
Spectres de rotation et de vibration 


Les règles de sélection et les formules indiquées au paragraphe 
précédent pour les probabilités de transition restent également va- 


1) On suppose dans ce cas que tous les états caractérisés par des valeurs 
différentes du spin nucléaire total sont uniformément peuplés. 
2) En toute rigueur, il faut encore que le nombre quantique de vibration 
suit suffisamment grand. 
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lables pour des transitions dans-lesquelles l'état électronique de la 
molécule ne change pas !). Dans ce qui suit nous nous contenterons 
d'indiquer seulement quelques traits spécifiques de telles transitions. 

Notons tout d’abord que par la règle de sélection (53,4) les tran- 
sitions sans changement de l’état électronique sont en général in- 
terdites dans les molécules constituées d'atomes identiques parce 
que lors d’une telle transition la parité du terme électronique res- 
terait inchangée. D'après ce qui a été dit au $ 53, cette interdiction 
ne pourrait être annulée que si l’on tenait compte de l'interaction 
des spins nucléaires avec les électrons, et pour les molécules consti- 
tuées par divers isotopes d'un même élément cette interdiction 
s'annule déjà grâce à l'influence de la rotation sur l’état électroni- 
que. 
Le calcul des éléments de matrice du moment dipolaire (par 
les formules II], $ 87) se ramène à leur calcul dans un système de 
coordonnées tournant avec la molécule. Dans ce système, la fonction 
d'onde de la molécule s'exprime par le produit de la fonction d'onde 
des électrons pour une distance r donnée entre les noyaux et de la fonc- 
tion d'onde du mouvement de vibration des noyaux dans le champ 
efficace U (r) des électrons et des noyaux. Si l’on néglige totalement 
l'influence du mouvement des noyaux sur l'état électronique, les 
fonctions d'onde électroniques initiale et finale sont, pour les tran- 
sitions considérées, identiques. C'est pourquoi l'intégration sur les 
coordonnées des électrons donne dans l'élément de matrice tout 


simplement le moment dipolaire moyen d de la molécule (dirigé 
évidemment le long de son axe) en tant que fonction de la distance 


r. Les vibrations étant petites, la fonction d (r) peut être développée 
en puissances de la coordonnée de vibration g — r — r,. Pour les 
transitions liées au changement de l’état vibrationnel, le terme d or- 
dre zéro du développement disparaîtra dans l’élément de matrice 
du fait que les fonctions d'onde du mouvement de vibration dans un 
même champ UÜ (qg) sont orthogonales, de sorte qu'il ne subsiste 
qu'un terme proportionnel à qg. Si les vibrations sont considérées com- 
me harmoniques, alors d’après les propriétés connues de l'oscillateur 
linéaire (III, $ 23), les éléments de matrice ne seront non nuls que 
pour les transitions entre les états vibrationnels voisins; autrement 
dit, le nombre quantique de vibration v obéira à la règle de sélec- 
tion suivante: 


‘, 


LL —U0 = +Æ 1. (54,1) 


1) Les transitions ayant pour effet un changement de l'état vibrationnel (et 
donc rotationnel) constituent ce que l'on appelle spectre de vibration de la molé- 
cule; il se situe dans l'infrarouge proche (longueurs d'onde << 20 pm). Les 
transitions avec changement du seul état rotationnel constituent le spectre 
rotationnel situé dans l’infrarouge lointain (longueurs d'onde > 20 um). 
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Cette règle cesse pourtant d'être valable si l’on tient compte de 
l’anharmonicité des vibrations ainsi que des termes suivants du 


développement de la fonction d (q). 

Dans le cas d’une transition purement rotationnelle (l’état 
vibrationnel restant lui aussi inchangé) l'élément de matrice de la 
projection du mouvement dipolaire sur l’axe mobile & peut être posé 
égal tout simplement au moment dipolaire moyen de la molécule 


d = d(0)!}). Il en résulte pour la probabilité de la transition 
J—+ J — 1 la formule suivante 
4w3 —, J:—Q° 
vf +n J-N= TT: 49 

qui permet de calculer non seulement les valeurs relatives (comme 
(53,12)) mais aussi les valeurs absolues des probabilités. (La formule 
(54,2) est écrite pour le cas a; dans le cas b il faut écrire X, A au lieu 
de J, 2.) 

Les fréquences de transitions purement rotationnelles sont don- 
nées par les différences entre les énergies de rotation BJ (J +1) 
et ont pour valeurs 


ho,, 5-1 = 2BJ. (54,3) 


Les raies successives sont équidistantes (de 2B) l’une de l’autre. 


$ 55. Rayonnement des noyaux 


Dans le cas du rayonnement gamma des noyaux la condition 
de petitesse des dimensions du système (du rayon À du noyau) par 
rapport à la longueur d'onde du photon se trouve en règle générale 
satisfaite. Pourtant les distances entre les niveaux nucléaires (et 
par là même, l'énergie d’un quantum gamma) sont généralement 
petites devant l'énergie par nucléon dans le noyau. Ceci étant, la 
quantité R/À n'est pas liée directement à la vitesse v/c des nucléons 
dans le noyau et, en général, elle est beaucoup plus petite que cette 
vitesse. Par voie de conséquence, la probabilité est en règle générale 
plus forte pour le rayonnement MI que pour £, ! + 1 (cf. début du 
$ 950). 

Les règles générales de sélection d’après le moment total (le 
« spin ») du noyau et d’après la parité sont dans ce cas les mêmes que 
pour le rayonnement de tout autre système. Une particularité carac- 
téristique du rayonnement nucléaire est que les transitions de mul- 
tipolarités supérieures y sont bien répandues. À l'inverse des atomes, 
dont le rayonnement est d'ordinaire dipolaire électrique, pour le 


1) Il est évident par raison de symétrie que pour une molécule constituée 
d'atomes identiques d = 0. 
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noyau aux faibles énergies de telles transitions sont relativement 
rares, étant interdites par les règles de sélection. 

Si la transition radiative du noyau peut être considérée comme 
une transition à une particule — changement d'état d'un seul nuc- 
léon, l’état de la carcasse atomique restant inchangé — il faut 
tenir compte des règles de sélection supplémentaires d'après le mo- 
ment de ce niicléon. Toutefois la précision d’observation de telles 
règles de sélection « à une particule » est en fait très médiocre. 

Les règles de sélection spécifiques du noyau sont celles d'a- 
près le spin isotopique. Rappelons que'la projection 7, du spin iso- 
Lopique se détermine déjà par le poids et le numéro du noyau: 


Î A 
Ts=s(Z-N)=2 +. 


Pour une valeur donnée de 7 ,, le spin isotopique peut prendre toutes 
les valeurs absolues T > | T,; |. La règle de sélection d'après le 
nombre 7 pour les transitions radiatives apparaît du fait que les ope- 
raleurs moments électriques et magnétiques du noyau, exprimés 
à l'aide des opérateurs des spins isotopiques des nucléons, sont 
des sommes d'un scalaire et de la composante x; du vecteur dans 
l'espace isotopique (voir III, $ 116). Cela signifie que leurs éléments 
de matrice ne sont différents de zéro que si 


T'—T=0, +1. (2,1) 


Toutefois. cette regle n'impose pas, par elle-même, de restrictions par- 
Liculières aux transitions dans les noyaux légers (les seuls pour les- 
quels on puisse parler avec une précision suffisante de la conservation 
du spin isotopique); le fait est que parmi les niveaux inférieurs de 
ces noyaux les niveaux avec T >> 1 sont pratiquement absents. 

Mais les transitions E1 sont encore astreintes à une règle supplé- 
mentaires du fait que pour le moment dipolaire électrique la partie 
isotopique scalaire disparaît et son opérateur se réduit à la composan- 
te zx; du vecteur isotopique (voir III, 8 116). C'est pourquoi, si 
TA = 0, les transitions avec AT — 0 sont elles aussi interdites. Au- 
trement dit, dans les noyaux contenant un même nombre de neu- 
trons et de protons (N = Z, À = 22), les transitions £1 ne sont 
possibles que si 


T'T=+1 (T, = 0). (59.2) 


Bien entendu, la précision d'observation de cette règle dépend de la 
précision avec laquelle se conserve le spin isotopique du noyau. 

La probabilité de transitions £1 dans le noyau est encore influen- 
cée par l'effet de recul de la carcasse atomique lors du mouvement 
de nucléons distincts. Le résultat de cet effet est que les protons 
participent à la création du moment dipolaire avec une charge ef- 
ficace e (1 — Z/4) au lieu de e et les neutrons avec une charge —eZ/A 
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au lieu de © (voir III, $ 118). La diminution de la charge efficace 
du proton conduit à une certaine diminution de la probabilité 
de transitions E1. 

Les niveaux d’énergie des noyaux non sphériques ont une structu- 
re rotationnelle. Il en résulte une structure rotationnelle du spectre 
de rayons gamma, spécifique de tels noyaux. 

La symétrie du champ dans lequel les nucléons se déplacent 
dans un noyau non sphérique (axial) « immobile » coïncide avec 
la symétrie du champ dans lequel les électrons se déplacent dans 
une molécule diatomique « immobile » constituée par des atomes 
identiques (groupe ponctuel C.). Aussi les propriétés de symétrie 
des niveaux d’un noyau non sphérique (et avec elles les règles de 
sélection pour les éléments de matrice) sont-elles analogues à la sy- 
métrie des niveaux d’une molécule diatomique (voir III, $ 119). 
Notamment, de même que pour une molécule diatomique formée 
d'atomes identiques, sont interdites les transitions dipolaires élec- 
triques à l’intérieur d’une même bande rotationnelle (c'est-à-dire 
les transitions sans changement de l’état intérieur du noyau) (cf. 
$ 54). C’est pourquoi de telles transitions se font comme des transi- 
tions £2 ou M1. Dans le premier cas, le moment cinétique total J 
du noyau peut varier de 2 ou de 1 et dans le second cas, de 1. 

Suivant (46,9), la probabilité de transition quadrupolaire, som- 
mée sur les valeurs de la projection #” du moment total du noyau 
à l’état final, a pour valeur 


8 
Wpe= ques À | (J'QM' | QE | JOM) [?, 
é 


(où J est le moment cinétique total du noyau; Q, sa projection sur 
l’axe du noyau; m — M — M). A l’aide de III (110,8) cette somme 
s'exprime par l'intermédiaire des carrés des quantités données, c’est- 
à-dire des moments quadrupolaires diagonaux (suivant l’état inté- 
rieur du noyau) de la transition Q,, déterminés dans le système de 
coordonnées En & lié au noyau. Alors À = 2 — (° si bien que dans 
le cas considéré (Q° — () la seule composante @,, intervient. Par 
définition, on appelle simplement moment quadrupolaire du noyau 
la quantité 


eQo= € | par (282 —E — n°) dE dn dt = — 2e (Qo)ur 
Aussi obtient-on 


’ 1 je a , J 
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Sous forme développée, 
PA Q: Q2(J2— 02) 
20hes 0(J—1J(J+1(2 +1)" 


___w (J?—@Q?) [0 —1)* —8*] 
De (U + T2) ue HT DES 


Ces formules appellent pourtant la remarque suivante. Elles uti- 
lisent des éléments de matrice calculés avec des fonctions d’onde de 
la forme 


Yom = Const: xoDE (n) 


(où Ya est la fonction d'onde de l’état interne du noyau). Ces fonc- 
tions répondent à des valeurs déterminées (en grandeur et en signe) 
de la projection du moment sur l’axe des €. Or, dans les noyaux 
nous avons affaire à des états qui ne possèdent qu’une parité déter- 
minée et une valeur déterminée de la projection du moment (c’est 
cette dernière qu'on entend généralement par Q). Cela signifie que 
pour @ -£ 0 on devrait prendre comme fonctions d'onde initiale et 
finale des combinaisons de la forme 


7 (hram + Ÿr, -a, M); 7x (rom: E br’, -0, m')- 


Les produits des premiers et des seconds termes donneront la valeur 
précédente de l'élément de matrice du moment quadrupolaire. 
Quant aux produits « en croix », ils donneront des intégrales non nul- 
les si 20 < 2 1). Aussi, en toute rigueur, la formule (55,3) n’est-elle 
pas valable si Q — 1/,, 1; dans de tels cas l’expression de la proba- 
bilité de transition fait intervenir un terme supplémentaire qui 
ne s'exprime pas par la valeur moyenne du moment quadrupolai- 
re *). 


1) Pour les éléments de matrice des moments 2!-polaires, les expressions à 
intégrer contiendront les produits de la forme 


J'}* l J 
Du DO DEN - 


L'intégrale sur les angles sera non nulle pour gg’ = — 2Q, alors que g’ ne prend 
ses valeurs qu'entre —Z et +1; il faut donc que 20 < 1. 

?) En fait, ce terme ne donne une correction importante que dans le cas 
où Q = 1/,, lorsque le couplage entre la rotation et l'état interne du noyau est 
particulièrement fort (à ce propos, voir III, & 119). 
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En procédant de la mème manière que pour la formule (55,3), 
on obtient pour la probabilité de la transition M1 la formule sui- 
vante : 


__ 4wi J—1 1 J\ 4 J2—Q: 
ns of 9 0 o) as ren (59%) 


où pu est le moment magnétique du noyau (cette formule est inappli- 
cable dans le cas de Q = !/.) 


$ 56. Effet photo-électrique. Cas non relativiste 


Au cours des $$ 49 à 52 nous avons examiné les transitions radia- 
tives (avec émission ou absorption d'un photon) entre niveaux 
atomiques du spectre discret. L'effet photo-électrique ne diffère d'un 
tel processus d'absorption du photon que par le fait que l’état final 
appartient au spectre continu. 

La section efficace d'effet photo-électrique ne peut être calculée 
sous forme analytique explicite que pour l’atome d'hydrogène ou 
pour un ion hydrogénoïde (de nombre de charge du noyau Z € 137). 

A l’état initial, on a un électron situé à un niveau discret €; = 
= —/] (où 7 est le potentiel d’ionisation de l'atome) et un photon 
d’impuilsion k déterminée. A l'état final, l’électron a une impulsion 
p (et une énergie €, = e). Puisque l'impulsion p parcourt une série 
continue de valeurs, la section efficace d'effet photo-électrique est 
donnée par la formule 


do—?2n}V,;,|258(—1+0— (56,1) 


e)—— E 
(cf. (44,3)), et la fonction d'onde de l'état final de l’électron est 
supposée normalisée « à une particule dans le volume V = 1 ». 
La fonction d'onde du photon est elle aussi normalisée de la mème 
façon comme précédemment; pour passer à la section efficace do, 
la probabilité dw doit être divisée par la densité de flux de photons 
(égale à c/V = c), mais en unités relativistes cette opération n’affecte 
pas la forme de la formule (56,1). 

Prenons (de même que dans (45,2)) une jauge transverse tridimen- 
sionnelle du photon. On a alors 


à + A 
Vi = — eÀj;; = — € V'än V2 


M, 
où l'on a noté 


My = \ p'* (œe) eikry dir (56,2) 
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(b = Yi et Ÿ’ =; étant les fonctions d'onde initiale et finale de 
l’électron). En effectuant dans (56,1) la substitution d°p + 
— pd | p | do = e | p | dedo et en intégrant la fonction 6 sur de, 
récrivons cette formule sous la forme 


do=e= Let | 9, 2 do. (56,3) 


Nous ferons les calculs dans deux cas qui diffèrent par la valeur 
de l'énergie du photon: pour w > I et pour w<& m. Comme I — 
— me “Z?< m, ces deux domaines se recouvrent partiellement (pour 
I w< m), si bien que l'étude de ces cas donne en fait une descrip- 
tion complète de l'effet photo-électrique. 

Commençons par le cas où 


© M: (56,4) 


La vitesse de l’électron est alors petite tant à l’état final qu'à l’état 
initial, de sorte que par rapport à l’électron le problème est entière- 
ment non relativiste. Ceci étant, remplaçons dans (56,2) & par l’opé- 


rateur vitesse non relativiste v = — i V/m (cf. $ 45). On peut en ou- 
tre, en passant à l’approximation dipolaire, poser eïkr = 1, c’est- 
à-dire négliger l'impulsion du photon devant l'impulsion de l’élec- 
tron. Alors il vient 


dome LR Levée, vu + (veve-diz (56,5) 


Considérons l’effet photo-électrique à partir du niveau fondamen- 
tal de l’atome d'hydrogène (ou d’un ion hydrogénoïde). On a 


= ( Zeïm)"! 2 


I 
(en unités classiques me° —+ 1/a, où a, — h*/me* est le rayon de Bohr). 
Comme ° il faut prendre une fonction d'onde dont la forme asymp- 
totique contient une onde plane (e‘P') et une onde sphérique conver- 
gente (voir III, $ 136 où une telle fonction était notée #!{”). En vertu 
de la règle de sélection d’après !, la transition de l’état s n’est possible 
qu'à l’état p (cas dipolaire). Aussi dans le développement !) 


= Di (2+1)e LR 1(r) Pi(nn)) (56,7) 


1=0 


n = p/p, n, = r/r) suffit-il de ne garder que le terme en ! = 1. 
En négligeant les facteurs de phase sans importance, on a 


ÿ'= 2 (nn) Ra (r). (56,8) 


e—Zemr (56 6) 


1) Plus loin dans ce paragraphe p désigne | p |. 
17-0596 
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En utilisant les fonctions 1 et Ÿ’ données par (56,6) et (56,8), 
on obtient 


= 3Geëm)" =Zeïmr r2dr— 
ev,; = TER (1 (nn,) (n,e)e Ra (r) do, -r°? dr = 


(ne) \ r’e-ZemrR,, (r) dr. 
0 


Suivant III (36,18) et III (36,24), la fonction radiale (en unités adop- 
tées ici) a pour expression 


8x Ze? 1+ v? ipr F x 
Ry= VE ZEn Va pre”‘PrF(2+ iv, 4, 2ipr), 


__V2x (Ze?m)°/2 
= 7 — 


où on a noté 


 — Per (— La . (56,9) 


L'intégrale qui nous intéresse se calcule à l’aide de la formule 
\ e-Mzv-1F (a, y, kz)dz—T(y)A° (A —Rk)" 
0 
(voir III (f, 3)). En remarquant aussi que 
(2) =e-2vareoss, 
V—1 
on obtient 
27/2xy3 (ne). e”2varccotg v 
Vpm(+v)/ Vie 
L'énergie d’ionisation depuis le niveau fondamental de l’atome 
d'hydrogène (ou d’un ion hydrogénoïde) est égale à Z = Z*e*m/2. 
Il vient donc 


eV: = 


w= += (414). (56,10) 


En tenant compte de cette relation, écrivons l’expression définitive 
pour la section efficace avec émission d’un électron dans l'élément 
d’angle solide do: 

I \4 e”“varccotg v 
ho ) 


do = 27naa? ( (ne)? do, (56,11) 


4—e7 °71V 
où a = h*/mZe® = a,/Z (ici et plus loin nous employons les unités 
classiques). Notons que la distribution angulaire des photo-électrons 
se détermine par le facteur (ne)°. Ce facteur a sa valeur maximale dans 
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des directions parallèles à la direction de polarisation des photons 
incidents et s’annule dans des directions perpendiculaires à e, y 
compris dans la direction d'incidence. Pour des photons non pola- 
risés, la formule (56,11) doit être moyennée sur la direction de e, 
ce qui se ramène à la substitution 


(ne}— + [nonF, 
où n, = k/k (voir 45,4b). 


Quant à l'intégration de la formule (56,11) sur les angles, elle 
donne la section efficace totale d'effet photo-électrique : 


997? 2 I ins 


O = 3 Tr (56,12) 


NI 
(M. Stobbe, 1930). 

La valeur limite de o, lorsque Âw — Z (c’est-à-dire lorsque 
v — oo), est égale à 


27° 27? aa ai 
O = et qe 7 = 0,28 + (56,13) 


(au dénominateur e — 2,71...!). Comme il se doit pour une réaction 
s'effectuant avec formation de particules chargées (voir III, $ 147), 
la section efficace d'effet photo-électrique près de son seuil tend 
vers une limite constante. 

Quant au cas de Âw > JZ (où on a toujours #w € mc’), il répond 
à l’approximation de Born (v = Ze*/hv< 1). La formule (56,12) 
prend la forme 


28 | PS 
| 0= Re aaïZs (ee) u (56,14) 


(où 7, = etm/2h° est l'énergie d’ionisation de l’atome d'hydrogène). 

Un processus inverse de l'effet photo-électrique est la recombinai- 
son radiative d’un électron avec un ion immobile. La section effi- 
cace de ce processus (O,ecomb) Peut être déterminée à partir de la 
section efficace d'effet photo-électrique (0,2) à l’aide du théorème 
de l’équilibre en détail (III, $ 144). Suivant ce théorème, les sec- 
tions efficaces des processus à — f et f — i (avec deux particules 
dans chacun des états à et f) sonz liées par la relation 


BiPiOi- = 8ÿP O1 


où p;, p, sont les impulsions du mouvement relatif des particules 
et g , g,, les poids statistiques de spin des états à et f. En tenant comp- 
te de ce que les poids statistiques de l’électron libre et de l’atome 
d'hydrogène à l’état fondamental sont identiques et que pour le pho- 
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ton g = 2 (deux directions de polarisation), on obtient pour l'état 
fondamental de l’atome d'hydrogène 


— (56,15) 


Orecomh — Oph p= 


(où p = mv est l'impulsion de l'électron incident, k, l'impulsion 
du photon émis). 


Problèmes 


1. Obtenir la formule (56,14) en utilisant directement l'approximation de 
Born dans le cas non relativiste. 

Solution. A l’approximation de Born il convient d'écrire dans la for- 
mule (56,5) au lieu de Ÿ’ tout simplement l'onde pere +” = eipr et au lieu de 
+ comme précédemment la fonction (56,6). Alors il vient 


1 A ; Ze°m 3/3 L 
= Yÿ= \ vpŸ'diz = _— — (e se 


La composante de Fourier est donnée par la formule (57,6b), si bien que 
Vi & 8 Æ pm /2 (Ze2)°/2 n. 


En portant cette expression dans (56,5) et en intégrant sur do, on obtient (56,14) 
(et on a, avec une précision suffisante, p*/2m = w). 

2. Déterminer la section efficace totale de recombinaison radiative d'un élec- 
tron rapide non relativiste (7 & mui< mc?) avec un noyau (de nombre de char- 
ge Z& 137). 

Solution. La section efficace de capture sur la couche ÆÀ (de nombre 
quantique principal #7 = 1) s'obtient en introduisant (56,14) dans (56,15): 


97 C 
sou __ Ziasa? (= ] À 


(où e — mv?/2 est l'énergie de l'électron incident; #w = €). Parmi les autres 
états de l'atome qui se forme seuls sont essentiels les états s: lors du calcul de 
l'élément de matrice à l’approximation de Born les valeurs de la fonction d'onde 
de l'état lié pour les petits r sont essentielles (comme le montreront les calculs 
du $ 57), alors que pour 1 > 0 ces valeurs sont petites devant les valeurs des 
fonctions pour ! = Ü; dans ces cas, il suffit de tenir compte de deux premiers 
termes du développement de Ÿ en puissances de r. Pour les états de ! = 0 et de 
n quelconque, ces termes sont 


1 r 
van (+). 


c'est-à-dire ne contiennent #7 que sous la forme d'un facteur commun nr */* (l’ex- 
pression écrite s'obtient par développement de la fonction III (36,13)). Ceci étant, 
la section efficace totale de recombinaison a pour expression 


Los] © 
1 r b 
grecomb _ >» giecomb _ Grecomb > = (3) afccom 
n=1 n=1 


(la valeur de la fonction & : & (3) = 1,202). 
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8 57. Effet photo-électrique. Cas relativiste 


Reportons-nons maintenant au cas de 
o> I. (57,1) 


Dans ce cas on a toujours € — @ — 1 J, si bien que l'influence 
du champ coulombien du noyau sur la fonction d'onde du photo- 
électron (1) peut être prise en compte à l’aide de la théorie des per- 
turbations. Ecrivons 1‘ sous la forme 


, Î , 97 
d= (u'ers + 400). (51.2) 


Le photo-électron pouvant être relativiste, la fonction non perturbée 
est écrite dans (57.2) sous la forme de l’onde relativiste (23,1). 
Bien qu'à l’état initial l’électron soit non relativiste, sa fonction 
d'onde 1 doit néanmoins tenir compte (pour des raisons qui seront 
expliquées plus loin) de la correction relativiste (<Ze*). Une telle 
fonction est donnée par la formule (voir problème du $ 39) 
— (4! 460) 4 57 .: 
Ÿ (1 2m Y YV V 2m Vnon rels (57.3) 
OÙ Yionrer eSt la fonction non relativiste de l'état lie (56,6) et u, 
l'amplitude bispinorielle de l'électron au repos, normalisée par la 


condition adoptée uu — 2m. Introduisons les fonctions (57,2) et 
(57,3) dans l’élément de matrice (56,2) !) : 


Mise | {ut tre) [1 — 2 407 ) iron re] € 1670074 
+ 40 (ve) éikunon re} de (57,4) 


Pour obtenir le premier terme du développement de cette quantité 
suivant Ze’, nous pouvons remplacer 4,,n re figurant au deuxième 


terme entre accolades simplement par la constante (Ze*m)*’?/V x. Mais 
par suite d’une telle substitntion le premier terme s'annulerait (pour 

p — k 0), ce qui rend nécessaire de tenir compte dans la fonction 

Ÿ également de la première correction relativiste proportionnelle 

à Ze; pour v — 1, la contribution apportée par cette correction à la 

section efficace est du même ordre de grandeur que celle due au 

terme suivant du développement de Yon res Suivant Ze *). 


1) La fonction (57,3) a été obtenue pour des distances r — 1/mZe? sur les- 
quelles le terme correctif qu'elle contient était d'ordre de grandeur relatif de 
Ze. Mais pour l'état fondamental (et en général, pour tous les états s) la formule 
(57,3) est valable pour des r quelconques parce que la dérivée de la fonction pu- 
rement exponentielle (56,6) (et done le terme correctif figurant dans (57,3)) est 
toujours proportionnelle à Ze. Cette circonstance permet d’utiliser la formule 
(57,3) dans le problème considéré où les faibles valeurs de r ont de l'importance 
(comme nous le verrons plus loin). 
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Effectuons dans le premier terme de (57,4) l'intégration par par- 
ties, en faisant passer l’action de l'opérateur V de 4 ra au facteur 
exponentiel. Il vient 


(Zeïm)'/: emr ve 
M je = re a (re) [145 vor — 1) ]u(e-2em), + (ve)u}, 
(97,9) 

où l'indice vectoriel désigne la composante de Fourier spatiale. 
On a, au terme —Ze * près, i) 
8nZem 
(p—k)* ” 

Pour calculer la composante de Fourier 5” écrivons l’équation 
que satisfait à la fonction 1): 


(erZermr) — 


(57,6) 


(Ye + iyV — m) 0 = e (y A,) u'eirr = — 2 pou'eier 


(elle s'obtient en portant (57,2) dans (32,1)). Appliquons aux deux 
membres de cette équation l'opérateur (y°e + ” + m), il vient 


(A+ pr) pi = — Ze? (y + iyV + m) (yu") Leirr. 


Multiplions cette équation par e-ï'kr et intégrons sur d°zr, en effec- 
tuant dans les termes en À et V une intégration par parties ordinaire : 


(p°—k2) = — — Ze (fe — yk+m) (you) (+ L p— 


= — Ze (2e — y (k—p)) (Vu) Dr - 
Dans la dernière ligne on a tenu compte du fait que l'amplitude 
u” satisfait à l'équation 
(eyÿ°—py—m)u"—=0, ou (ey°+py—m) you = 0. 
On en tire 


Es ‘s — 2e k — 
Po = pp = AnZetu er ÿ. (57,7) 


1) En prenant la composante de Fourier des deux membres de l'égalité 


—àr 
(A — A2) = — And (r), 


on obtient 
hr 
e __ 4x 2 
(—).= qi+ A * . 
La dérivation de cette expression par rapport au paramètre À donne 
hr, ___ 8x 
(e )qa = (q?+ A2)2 e (57,6b) 
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En reportant (57,6) et (57,7). dans l'élément de matrice (57,5), 
écrivons ce dernier sous la forme 


1/27 ,2m\%/2 — 
= Cm) AS. 
(em) /2 (k—p} 


« 


ou 


A = a (ye) + (ve) y° (vb) + (ve) v° (ve), 


L 1 ‘e :1 … k—p _ k—p 
Poe En tm k?—p° ? dv mp © 2m ps 


La section efficace s'exprime par 


8e? (Ze®m)® En A 
do = TE (u' Au) (uAu') do, 
où À = y’4*y° (voir $ 65). Il faut encore sommer cette expression 
sur les directions finales et prendre la moyenne sur les directions 
initiales du spin de l’électron. Ces opérations sont à effectuer en 
appliquant les règles décrites plus loin au $ 65, à l’aide des matrices 
de polarisation de densité des états initial et final: 


p=+ (+1), p'=r(ye-yp+m) 


à l’état initial p = 0, & — m). Elles conduisent à l'expression 


__ 16e7 (Zeïm)° | p | , = 
do =  motk—ph Tr (p ApÀ) do. 
Le calcul de la trace (à l’aide des formules (22,22)) est une opération 
purement algébrique qui donne le résultat suivant: 


Tr (p’ApA) — 
= [ap—(b—c)(e+ m)]?+ 4m (be) [(e + m) (ce) + a (pe)] 


(le vecteur e — polarisation linéaire du photon — est supposé réel). 

Nous donnerons la forme définitive à la formule de la section 
efficace d'effet photo-électrique en introduisant l'angle polaire 8 
et en prenant l’azimut œ de la direction p par rapport à la direction 
k pour axe des z, et le plan k, e pour plan xz (de sorte que pe = 
= | p |cos œ sin 80). Pour w > 7, la conservation de l'énergie peut 
s'écrire sous la forme € — m = w (au lieu de e — m = wo — Î). 
I] est facile de vérifier qu'’alors 


k° — p — — 2m(e — m), (k — p}° = 2e (e — m) (1 — v cos 6), 
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où v = p/£ est la vitesse du photo-électron. On obtient finalement, 
toutes réductions effectuées, 
3 —— 12)3 cn? 
do = Z'air! us (1 à sin? 6 
(1— 7/1 —v2)° (4 —v cos 0)‘ 


1—V1—L) 1— y 1—v02) (1 —v cos 0 
EEE (100050) + [ 2 — EU 28 9 cos2 y do 
| (57,8) 


Dans le cas ultrarelativiste (e 5 m) la section efficace d'effet 
photo-électrique présente un maximum aigu aux faibles valeurs 
des angles (8 — V1 — v°), c’est-à-dire que les électrons sont émis 
principalement dans la direction d'incidence du photon. Au voisi- 
nage du maximum, nous écrivons 


1—vcos6 ETC — v?) + 62], 
et les termes principaux de (57,8) donnent 


4 — v2)°/2 03 
tré vero d0 der 9) 


Une intégration élémentaire, bien qu'’assez fastidieuse, de l’ex- 
pression (57,8) sur les angles conduit à la formule suivante pour la 
section efficace totale (F. Sauter, 1931): 


 — 2nZatrà {34102 (1 — in VE) 


. do = 4Z5a 


—1}° v+1 | 2 y Y—1 y—1/Y—1 
(57,10) 
où on a introduit, pour abréger, le « facteur lorentzien » 
y=—i—=tsmte, (57,11) 


V 1—v! m m 


Dans le cas ultrarelativiste cette formule-se réduit à l'expression 
simple suivante: 


= 2nZSar£ + | (57,12) 


Quant au cas où 1€ w< m, le passage dans (57,10) à la limite de 
faibles valeurs de y — 1 conduit au résultat déjà connu (56,14). 


$ 58. Photodésintégration du deutéron 


Une particularité caractéristique du deutéron est la petitesse 
de son énergie de liaison (par rapport à la profondeur du puits de 
potentiel). Cette circonstance permet de décrire les réactions se 
déroulant avec la participation du deutéron sans connaître dans le 
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détail l'allure des forces nucléaires, à l’aide de la seule énergie de 
liaison (voir 111, $ 133). On suppose alors que les longueurs d'ondes. 
des particules entrant en collision sont grandes par rapport au rayon 
a d’action des forces nucléaires. 

Ceci s'applique aussi à la désintégration du deutéron par les 
quanta gamma pour lesquels ka 1. On suppose également que 
pa< 1, où p est l'impulsion du mouvement relatif du neutron et 
du proton libérés (cette condition est plus sévère que la précédente !)). 

Partons de la formule non relativiste pour la section efficace 
d'effet photo-électrique (56,5) en l’intégrant sur les directions: 

ep M 4n 
o— a 53 | (Vp)ye À. 


Ici, pest l'impulsion du mouvement relatif du proton et du neutron *} 
et m figurant dans (56,5) est remplacé par leur masse réduite M/2 
(où M est la masse du nucléon). L'élément de matrice est pris de la 
vitesse du proton v, puisque seul le proton interagit avec le photon. 
En exprimant v, moyennant l'impulsion p (v, = v/2 = p/M), 
on obtient 


2 
= | Pyi (2. (58,1) 


L'indice (e) indique que cette formule correspond aux transitions 


dipolaires électriques: ep/M = ev, = d, de sorte que ep;;/M = 
= iwd;;. 

La fonction d'onde normalisée de l'état initial (fondamental) 
du deutéron a pour expression 


VV. x VAT, (58.2) 


où / — 2,23 MeV est l'énergie de liaison (voir III, $ 133) 5). Comme 
fonction d'onde de l’état final on peut prendre la fonction du mou- 


1) Due du photon pour laquelle pa Æ 1 (a = 1,5-10-13 cm) est de 
15 MeV. 

2) Dans ce paragraphe p désigne | p |. | 

3) Cette fonction peut être précisée en introduisant une correction liée à la 
finitude de a. On y arrive en remplaçant le coefficient de normalisation figurant 


dans (58,2) par 
V ds 
2x (1 — ax) 


(voir 111 (133,13)). 11 en résultera l'apparition du facteur 1/(1 — ax) aussi dans 
les formules donnant la section efficace. 11 est à noter que cette correction n'est 
en fait tellement petite; pour l'état fondamental du deutéron ax = 0,4. 

L'état fondamental du deutéron est l'état 5S, avec un faible « mélange » 
d'état °D, dü à l’action des forces nucléaires tensorielles (voir 111, 8 117). Nous 
négligerons ce mélange et donc les forces tensorielles elles aussi. 
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vement libre, c'est-à-dire l’onde plane 
Ÿ = eipr, (58,3) 


La raison en est que dans la théorie considérée la « dimension du 
deutéron » 1/4 est supposée grande par rapport au rayon effectif 
d'interaction a. C’est pourquoi on ne doit tenir compte de l’interac- 
tion entre le proton et le neutron que dans les états S, en la négli- 
geant dans les états de / &£ 0 dont les fonctions d’onde sont petites aux 
petites distances. Or, suivant les règles de sélection, les transitions 
dipolaires électriques entre deux états S (l’état fondamental et 
l'état S du spectre continu) sont interdites. C’est ce qui permet dans 
le cas considéré de négliger l'interaction des nucléons à l’état final. 

En intégrant par parties, on trouve pour l'élément de matrice 


l'expression suivante: 
; x 4 rs ex ou 
=) à | FT Pr ep | r = 


= + 4np 
ue 2n p'+x? 


e*r 
r 


{voir note au bas de la p. 262). 
En tenant compte de l'égalité 


1 2 :! p° 
ter p)=1+r=0 


qui exprime la conservation de l'énergie, on obtient finalement 
pour la section efficace de photodésintégration (en unités classiques) 


&n _h? VT(hw—1)/? : 
o{e) = 3 % N ire (58,4) 


({H.A. Bethe, R. Peierls, 1935). Elle a la valeur maximale pour 
hw — 21 et s'annule pour wo — 7 et pour kw — oc. 

L’absorption dipolaire électrique du photon, décrite par la for- 
mule (58,4), n'apporte pourtant pas une contribution principale à 
la section efficace au voisinage du seuil de l'effet photo-électrique 
{les Aw voisins de 7). Le fait est que dans ce domaine l'effet prin- 
<ipal doit provenir des transitions vers l’état S, mais ces transitions 
ne se produisent pas dans l’absorption dipolaire électrique. Elles 
n'existent pas non plus dans l’absorption quadrupolaire électrique 
bien qu'elles ne soient pas interdites dans ce cas par la règle de 
sélectinn d’après la parité mais soient interdites par la règle de sé- 
lection suivant le moment orbital (rappelons que nous négligeons 
les forces tensorielles sans lesquelles L et S sont conservés séparé- 
ment l’un de l’autre). Cela signifie que pour calculer la section ef- 
ficace de photodésintégration au voisinage du seuil d’effet photo- 
électrique, il faut considérer l'absorption dipolaire magnétique pour 
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laquelle les règles de sélection autorisent les transitions entre les 
états S (E. Fermi, 1935). 

En substituant dans la formule (58,1) le moment magnétique 
au moment électrique, on obtient 


om) = = oMp | 1; (2. (58,5) 


Le moment magnétique du mouvement orbital n'apporte pas de con- 
tribution à u,, parce que le moment orbital L n’a pas d'éléments de 
matrice pour les transitions entre les états S. Le moment magnéti- 
que de spin s'exprime par 


D = 2UpSp + 2Un8n = 2 (Up — Un) Sp + 2UnS, 


où S =s, +s,etu», u, sont les moments magnétiques respective- 
ment du proton et du neutron. Quand les forces tensorielles sont né- 
gligées, le spin total est conservé, de sorte que son opérateur ne donne 
pas de transitions. C’est pourquoi on a 


Mi — 2 (Sp)si (Up — Un): 


A la même approximation (en négligeant les forces tensorielles), 
les variables de spin et de coordonnées se séparent. En même temps 
que les fonctions d'onde, l’élément de matrice se présente lui aussi 
par un produit des parties de spin et de coordonnées : 


ui =2(u— un) (58 M' 18, 15nSM) ( p'* (r) p(r) ds. 


Mais l'existence de forces nucléaires spin-spin a pour effet que l’équa- 
tion d'onde pour les fonctions de coordonnées + (r) contient comme 
paramètre la valeur S du spin. Si S” = S, les fonctions Ÿ° (r) et 
+ (r) sont des fonctions propres d’un même opérateur et donc ortho- 
gonales entre elles. Ainsi, depuis l’état initial S la photodésinté- 
gration ne se produira que vers l’état du spectre continu !S. 

Le carré | u,;, | figurant dans (58,5) doit être bien entendu moyen- 
né sur les projections M du spin S à l'état initial. Ainsi, le problème 
se ramène au Calcul de la quantité 


1 ’ ’ 
5+T à | (sPS'M | Sp | SPSM) [2, 


OÙ Sp = Sn = 2, S = 1, S’ —= 0. Suivant les formules générales 
pour les éléments de matrice, l’addition des moments donne pour 
cette quantité la valeur suivante: 
1 , 
es+rnes +0 (SPS" Il sp | SpS) = 
_fSp S° s1]° 


1 
=fr D Glen lis F6 llspllsn F 
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(on a utilisé les formules 111 (107,11), (109,3)). L'élément de matrice 
réduit s'exprime par 


 —_ — 3 
(Sp Sp IN Sp) = VS» (Sp + 1) (25) + 1) — + 
La formule (58,5) prend donc la forme suivante : 
Ù , 2 ae 
0m —oMp(u — p)?| \ Ÿ “pdsz | (58,ü) 


La fonction initiale 1 est donnée par la formule (58,2). Quant à 
la fonction finale, elle s'exprime par 


, 1 
Ÿ = 35 »0 (r). 
C’est le premier terme ({ — 0) du développement (56,7) de la fonction 
contenant une onde asymptotiquement plane et une onde sphérique 
convergente; le facteur de phase sans importance a été omis. Puis- 


que l’intégration se fait sur un domaine à l'extérieur du rayon d’ac- 
tion des forces nucléaires, la fonction radiale a pour expression 


sin (pr+ 6) 
R >o (r) = 2 To 


La phase 6 est liée à la valeur du niveau virtuel (7, — 0,067 MeV) 
du système « proton + neutron » pour S = 0: 


cotgô=+, x. = V MI, 


(voir III, $ 133). Maintenant on a 


10 


\ d'*pdiz — (2x)”/* ee Im ( e —*r +ipreiô dr — (2x)"/? Vx Im e 


pr X— ip" 


Après quelques transformations algébriques simples, on obtient 
pour la section efficace de photodésintégration l'expression suivante 
(en unités classiques) : 


_ 8x VT@o—I(VI+VI:) 
= (Ur) oo) (58,7) 


Lorsque fiw — 1, cette section tend vers zéro comme V ñ#o — 1 
conformément aux propriétés générales caractérisant le comporte- 
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ment des sections efficaces au voisinage du seuil de la réaction (IIT, 
$ 147). 
S 

Le processus inverse de la photodésintégration est la capture 
radiative d’un proton par un neutron. La section efficace de capture 
(6.) se déduit à partir de la section efficace d'effet photo-électrique 
(ph) à l’aide du théorème de l'équilibre en détail (cf. établissement 
de (56,15)). Le poids statistique de spin du neutron et du proton est 
de 2-2 — 4. Quant au poids statistique du deutéron (à l'état de 
S — 1) et du photon, il est égal à 3-2 = 6. Il vient donc 

à _3 (iw)® 3 (4w)° (58,8) 


CZ cpe Ph ZMe(hw—1) Ph 


CHAPITRE VI 


DIFFUSION DE LA LUMIÈRE 


$ 59. Tenseur de diffusion 


La diffusion d’un photon par un système électronique (pour 
fixer les idées nous raisonnerons sur un atome) est un processus d’ab- 
sorption d’un photon initial k avec émission simultanée d'un autre 
photon k’. À la suite de ce processus, l’atome peut soit rester au 
niveau initial, soit se situer à un autre niveau d'énergie quelconque 
discret. Dans le premier cas la fréquence du photon émis ne change 
pas (diffusion Rayleigh), alors que dans le second cas elle varie d’une 
quantité 


© — © — E,—E,, (59,1) 


où £,, E, sont les énergies initiale et finale de l’atome (diffusion 
Raman) '). Si l'état initial de l'atome est son état fondamental, 
dans la diffusion Raman on a £, > E;,, de sorte que w’ << ©, c'’est- 
a-dire que la diffusion se fait avec diminution de la fréquence (dif- 
fusion Stokes). Quant à la diffusion par un atome excité, elle peut 
panner lieu aussi bien à la diffusion Stokes qu’à la diffusion anti- 
Stokes (w° > w). 

Comme l’opérateur perturbation électromagnétique ne comporte 
pas d'éléments de matrice pour les transitions impliquant un chan- 
gement simultané de deux nombres d’occupation photoniques, l’ef- 
fet de diffusion ne se manifeste qu’à l’approximation du second ordre 
de la théorie des perturbations. Ce processus doit être considéré 
comme passant par des états intermédiaires déterminés qui peuvent 
être de deux types: 

I. Un photon k est absorbé, l’atome passe à l’un de ses états pos- 
sibles Æ, ; le passage ultérieur de l’atome à l’état final se fait avec 
émission d’un photon k'; 

II. Un photon k” est émis, l’atome passe à l’état £, ; le passage 
de l’atome à l’état final se fait avec absorption d’un photon k. 


1) Dans ce chapitre, les grandeurs se rapportant aux états initial et final 
du système diffusant seront assorties des indices 1 et 2 respectivement. 
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Le rôle de l'élément de matrice pour le processus considéré est 
joué par la somme (voir III (43,7)) 


V., — "p VonVni VanVni 
É = &-6, | 8-56 }» Lee 


où l'énergie initiale du système « atome + photons» est &, — 
— ÆE, + w et les énergies des états intermédiaires sont égales à 


él=E,r, El=E,+o+0". 


où V.. sont les éléments de matrice d'absorption du photon k, V”, 
les éléments de matrice d'émission du photon k’; l’état initial est 
exclu de la sommation sur nr (ce qu’on a indiqué en accentuant le 
signe de somme). La section efficace de diffusion s'exprime par 
w’2 do’ 

do — 2a|V:,l? (2x) , (59,3) 
où do’ est l’élement d'angle solide pour les directions k”’. L'énergie 
de la lumière d]” diffusée (en 1 s) dans l'angle solide do” s'exprime 
moyennant l'intensité Z (la densité de flux d'énergie) de la lumière 
incidente par la formule 


dl'=1% do. 
[A] 


Nous admettrons que les longueurs d'onde des photons initial 
et final sont grandes par rapport aux dimensions a du système dif- 
fusant. Par voie de conséquence, nous considérerons toutes les tran- 
sitions à l’approximation dipolaire. Si l'on décrit les états des pho- 
tons par des ondes planes, à cette approximation répond le remplace- 
ment des facteurs eikf par l'unité. Ceci étant, les fonctions d'onde des 
photons (en jauge transverse tridimensionnelle) ont pour expres- 
sions 

= N7 Ze. © -ivt = V e” ut. 
Aeu = V 47 V 20 e ? Ae'w an V 20° (d 

Dans les conditions considérées, l'opérateur d'interaction élec- 

tromagnétique peut s'écrire sous la forme 


V= —dE, (59,4) 


où E = — A est l'opérateur intensité de champ et d, l'opérateur 
moment dipolaire de l'atome (de manière analogue à l'expression 
classique donnant l'énergie d'un système de petites dimensions placé 
dans un champ électrique, voir II, $ 42). Ses éléments de matrice 
sont les suivants: 


Vi —i V'2nw (ed, 1), Vin=i V 2rw” (e*d;;). 
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En portant ces expressions dans (59,2) et (59,3) on obtient la section 
efficace de diffusion (en unités classiques) !): 


do = | > (d2ne"*) (dn 1€) + K2n9) Gnie (dene) (dn1e’*) RE TE do’, (99,9) 


On 1 —@ —i0 On + —i0 


’ 
ho =E,—E,, OO —Q—= OICE 


La sommation est étendue à tous les états possibles de l'atome, y 
compris les états du spectre continu (les états À et 2 étant automati- 
quement exclus de la sommation parce que les éléments de matrice 
diagonaux d,, = d,, — 0). Les termes correctifs imaginaires, infi- 
niment petits, figurant aux dénominateurs correspondent à la 
règle habituelle de contournement du pôle dans la théorie des pertur- 
bations (voir III, $ 43): aux énergies Æ, des états intermédiaires, sur 
lesquels est effectuée la sommation, est ajoutée une partie imaginai- 
re négative, infiniment petite. La règle de contournement est es- 
sentielle lorsque les pôles de l'expression (59,5) suivant la variable 
E, tombent dans le domaine du spectre continu (ainsi, lorsque l’état 
4 est l'état fondamental de l'atome, la valeur de ñw doit être à cet 
effet supérieure au seuil d’ionisation de l'atome} ). 

Introduisons la désignation suivante (en unités classiques) *) 


di)an (dk}n dR)on (dibn 
Enu= 7 2 [tan Pons (di)sn (dr}n1 SE (dr)an (din1 (59,6) 


On —@— i0 On1 +o’— i0 


{où i, k = zx, y, z sont les indices vectoriels tridimensionnels). 
Avec cette notation la formule (59,5) se récrit sous la forme 


do = 2 CTON |(o)ueites |? do”. (59,7) 


ct 
La désignation (59,6) est justifiée parce que cette somme peut 
être réellement représentée comme élément de matrice d'un certain 
tenseur. On peut s’en assurer le plus simplement si l’on introduit 
une certaine quantité vectorielle b dont l'opérateur satisfait à l’équa- 
tion 


ib+ wb— d. 
Ses éléments de matrice s'expriment par 


———— 9 nd 
M @—@h] ? 2 @+On2 ? 


1) Cette formule a été obtenue pour la première fois par #.4. Kramers et 
W. Heisenberg et, encore avant la création de la mécanique quantique. 

2) Pour une molécule le rôle du seuil d’ionisation est joué sous cet aspect 
par le seuil de dissociation en atomes. 

3) La plupart des résultats exposés au cours des $$ 59 à 61 ont été obtenus 
par G. Placzek (1931-1933). 
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si bien que 
(Cin)oi = (Ordr — dibi)os- (59,8) 


Les élements de matrice (c;x)+, seront appelés tenseur de diffusion 
de la lumière. 

De ce qui précède nous pouvons conclure que les règles de sélec- 
tion pour la diffusion coïncident avec les règles de sélection pour les 
éléments de matrice de tout tenseur du deuxième rang. Signalons tout 
de suite que si le système est pourvu de centre de symétrie (de sorte 
que ses états peuvent être classés suivant la parité), les transitions 
ne sont possibles qu'entre les états de même parité (y compris sans 
changement d'état). Cette règle est l'inverse de la règle de sélection 
d'après la parité lors de l'émission (dipolaire électrique), de sorte 
qu'on est en présence d’une interdiction alternative: les transitions 
permises en émission sont interdites en diffusion, alors que les tran- 
sitions permises en diffusion sont interdites en émission. 

Décomposons le tenseur c;, en parties irréductibles : 


Cin = On = Ci + Ciks (59,9) 
où 
1 
= Ci 
h=+ (Cin + Crr) — CO; (59,10) 


1 
Cih = T7 (Cix — Chi) 


sont respectivement un scalaire, un tenseur symétrique (de trace 


nulle) et un tenseur antisymétrique. Leurs éléments de matrice ont 
pour expressions respectives 


1 n n 
a+ D TE (dilan (dnu (59:11) 
8 1 n n 
Cha = D DE (dan (du)ns + 
+ (dr)an (dilna) — (C°)2101mr (59,12) 
(cin)2s _ 200 » (di)an (dr)n1—(dn)an (di}na (59,13) 


(@n1 —@) (@n2 +0) 7 


(pour abréger l'écriture, nous avons omis les signes du contourne- 
ment des pôles). 
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Examinons certaines propriétés du tenseur de diffusion dans les 
cas limites des petites et des grandes fréquences du photon !)). 

Lors de la diffusion sans changement de fréquence (w,, — 0) 
la partie antisymétrique du tenseur s’annule lorsque © — 0 (du 
fait du facteur w placé devant la somme dans (59,13)). Quant aux 
parties scalaire et symétrique du tenseur de diffusion, elles tendent 
vers une des limites finies lorsque w —+ 0. Par voie de conséquence, 
la section efficace de diffusion est proportionnelle à w‘ lorsque les 
valeurs de w sont faibles. 

Dans le cas inverse où la fréquence « est grande par rapport à 
toutes les fréquences essentielles w,,, w,, intervenant dans (59,6) 
(mais, bien entendu, la longueur d'onde correspondante est toujours 
très supérieure à la dimension a), nous devons revenir aux formules 
de la théorie classique. Le premier terme du développement du 
tenseur de diffusion en puissances de 1/w est égal à 


_ > [(dx)2n (din Di (di)an (dy)n41) _— _ (did, co dida)2s, 


il s’annule du fait de la commutativité des opérateurs d, et d,. Le 
terme suivant du développement a pour expression 


1 
(Cine — “o? > [On (dx)2n (di}n cn (di)enOn: (dans) = 
À e e 
— 07 (drd; — didy)24- 


En utilisant la définition d — Xer (la somme étant étendue à tous 
les électrons dans l’atome) et les règles de commutation entre les 
impulsions et les coordonnées, on obtient 


2 
(Cru = — 2. Oinr  (Cin)21 = 0, (59,14) 


où Z est le nombre total d'électrons dans le système, m, la masse 
de l’électron. Ainsi, à la limite des grandes fréquences, il ne reste 
dans le tenseur de diffusion que la partie scalaire et la diffusion se 
fait sans changement de l'état du système (c’est-à-dire que Ja dif- 
fusion est toute entière cohérente, voir plus loin). La section efficace 
de diffusion est égale dans ce cas à 


do = r?Z?|e'*e|? do’, (59,15) 


1) Le cas de la résonance (lorsque © est proche de l’une des fréquences w,s 
ou &h3) sera examiné plus loin au $ 63. 
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où r, = e°/m. En effectuant la sommation sur les polarisations du 
photon final, on obtient la formule 


do = r?2? {1 — (en’}?} do’ — reZ? sin?6. do”, (59,16) 


qui coïncide réellement avec la formule de Thomson classique II 
(80,7) (8 étant l’angle que la direction de diffusion fait avec le vec- 
teur polarisation du photon incident). 

Considérons la diffusion de la lumière par un système de #V ato- 
mes identiques situés dans un volume dont les dimensions sont pe- 
tites devant la longueur d'onde. Le tenseur de diffusion d'un tel 
système est égal à la somme des tenseurs de diffusion des atomes 
constitutifs. Mais dans ce cas on doit tenir compte du fait que les 
fonctions d'onde (à l’aide desquelles sont calculés les éléments de 
matrice du moment dipolaire) pour plusieurs atomes identiques pris 
simultanément ne peuvent pas être considérées tout simplement 
comme égales. De par leur essence même, les fonctions d'onde ne 
sont définies qu'à un facteur de phase arbitraire près et chaque atome 
a son propre facteur. La section efficace de diffusion doit être moyen- 
née sur les facteurs de phase de chaque atome indépendamment. 

Le tenseur de diffusion (c;:):, de chaque atome comporte le fac- 
teur ei®:-0:1), où œ,, y, sont les phases des fonctions d'onde des 
états initial et final. Dans le cas de la diffusion avec changement de 
fréquence les états 1 et 2 sont différents l’un de l’autre et ce facteur 
n'est pas égal à l'unité. Dans le carré du module 


lei es Z (cin)21 17 


(la somme étant étendue à tous les N atomes), les produits des ter- 
mes de la somme se rapportant à des atomes différents contiendront 
des facteurs de phase qui s’annuleront lorsque les moyennes sont 
prises indépendamment sur les phases des atomes; seuls resteront 
les carrés des modules de chacun des termes. Cela signifie que la 
section efficace totale de diffusion par V atomes peut être obtenue en 
multipliant par N la section efficace de diffusion par un seul atome 
(la diffusion est incohérente). 

Si les états initial et final sont identiques, les facteurs ei®i-®:1) = 
= 1. Dans ce cas l’amplitude de diffusion par un système d’atomes 
différera de celle par un seul atome par le facteur N et la section 
efficace de diffusion le sera respectivement par le facteur N°? (la dif- 
fusion est cohérente) !). Si le niveau d'énergie de l'atome est non 
dégénéré, la diffusion sans changement de fréquence sera ainsi tota- 
lement cohérente. Mais si le niveau d'énergie est dégénéré, on sera 


1) Notons que le facteur Z? figurant dans les formules (59,15) et (59,16) 
est de la même nature: la section efficace de diffusion cohérente par Z électrons 
d'un même atome est Z? fois plus grande que la section efficace de diffusion par 
un seul électron. 


18* 
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en présence aussi d’une diffusion incohérente sans changement de 
fréquence due aux transitions de l’atome entre différents états mutuel- 
lement dégénérés. Notons que cette dernière est un effet purement 
quantique : en théorie classique la diffusion sans changement de fré- 
quence est toujours cohérente. 

Le tenseur de diffusion cohérente est donné par l'élément de ma- 
trice diagonal (c;:)1,; nous le noterons &;, (en omettant, pour sim- 
plifier les notations, l'indice qui devrait indiquer l'état de |’ atome). 
Suivant (59,6) on a 

Gun (w) = (ci) = Es 2 Lure (di)in (dr)n1 + RME ERL (dR)in (dijn1 5 es |. (59,17) 


On —0—i0 On1 + © — 


Cette expression peut également être mise sous la forme sui- 


vante : 
anntors |}, 


(59,18) 


in (w)=—— ni —0—i0 


où on a mis en évidence l'expression limite (59,14). Ici, p est l'im- 
pulsion totale des électrons de l'atome; il est facile de s'assurer que 
les deux formules sont équivalentes si l’on remarque que les éléments 
de matrice de l'impulsion et du moment dipolaire sont liés par la 
relation 


EPin/M = iWin din 


et tient compte des relations utilisées pour établir l'expression (59,14). 

Si la somme ou la différence Æ, + © ne coïncide avec aucun des 
niveaux d'énergie Æ, de l’atome (y compris dans le domaine du 
spectre continu), les termes i0 aux dénominateurs peuvent être omis. 
Alors, en remarquant que ph = Ph1, On constate que le tenseur a&;, 
est hermitique !): 


Œin = Ahi- (59,19) 


Cela signifie que ses parties scalaire et symétrique sont réelles et sa 
partie antisymétrique est imaginaire. Notons que la partie antisy- 
métrique s'annule a priori si l'atome se trouve dans un état non 
dégénéré; la fonction d’onde d'un tel état est réelle et donc les 
éléments de matrice diagonaux le sont eux aussi. 

Le tenseur &;, est lié à la polarisabilité de l’atome dans un champ 
électrique extérieur. Pour mettre en évidence cette liaison, calculons 


1) Ce résultat est lié à ce qu'on néglige la largeur naturelle de la raie et 
donc la possibilité d'absorption de la lumière incidente (voir 8 62). 
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la correction à apporter dans la valeur moyenne du moment dipo- 
laire du système lorsque celui-ci est placé dans un champ électrique 
extérieur 


+ (Ee-ivt+ Eveiot), (59,20) 


On peut le faire en utilisant la formule connue en théorie des pertur- 
bations (voir 111, $ 40): si le système est soumis à une perturbation 


V = Fe-ivt + Fteiot, 


la correction du premier ordre aux éléments de matrice diagonaux 
d'une certaine quantité f a pour valeur 


Fn1 QUE | 
(1) _ in Fn ni” in -10 
HQE E à Eee: On —Q— ne un On + © + {0 È | + 


Fin 


+ EL ete}. 


(la perturbation V doit être considérée comme étant branchée de 
façon infiniment lente depuis { — — ©, de sorte que w doit être 
posé égal à w + i0 dans le premier terme et à w — i0 dans le second 
terme; les corrections imaginaires écrites aux dénominateurs en 
tiennent compte). 


Dans le cas considéré, À — — dE/2 et la correction à l'élément 
de matrice diagonal du moment dipolaire est égale à 


d{} — — — (de- iut +. deiut), (59,21) 


où d est le vecteur de composantes 
d, 7 apDE,, (59,22) 


et l'expression du tenseur aR°) (w) diffère de l'expression (59,17) 
donnant &;, par le signe contraire de la correction imaginaire au 
dénominateur du second terme. Par définition, «3°! (w) est le ten- 
seur de polarisabilité de l’atome dans un champ de fréquence w. 
Dans le cas des fréquences pour lesquelles les corrections imaginaires 
aux dénominateurs peuvent être omises et le tenseur «&;, est hermi- 


tique, les tenseurs «4, et a{P°) coïncident tout simplement l'un avec 
l’autre. Notamment, pour w — 0 la formule (59,22) se réduit à la 
formule 111 (76,4) et l'expression du tenseur de polarisabilité sta- 
tique III (76,5) coïncide avec celle de «;, (0) obtenue à partir de 
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(59,17). Notons également que si l'état 1 est fondamental ‘), toutes 
les fréquences w,, > 0 et la règle de contournement n’est essentielle 
que pour w >> 0 dans le premier terme de (59,17) et pour w < 0 
dans le second terme. Dans un tel cas 


an (w) = afp” (Jw/). (59,23) 


D'après le sens des formules établies en théorie de la diffusion on 
sous-entend que w >> 0; ceci étant, le tenseur «&;, coïncide avec le 
tenseur de polarisabilité. 

Nous aurons à utiliser par la suite non seulement la section ef- 
ficace mais encore l’amplitude de diffusion f du photon. Comme d'or- 
dinaire en théorie des perturbations, elle coïncide, à un facteur de 
normalisation près, avec l'élément de matrice (59,2) changé de signe. 
En donnant à ce facteur une valeur telle que la section efficace 


(59,7) se mette sous la forme do = | f |*do”, on obtient pour l’am- 
plitude de diffusion élastique 
f=vw"a;reier. (59,24) 


Suivant le théorème optique (voir plus loin formule (71,10)), 
la partie imaginaire de l'amplitude de diffusion vers l’avant (c'’est- 
à-dire sans changement de l'impulsion et de la polarisation) détermi- 
ne la section efficace totale ©, de tous les processus élastiques et 
inélastiques possibles pour un état initial donné du photon: 


®, . 

Or = = Im (w?a&,re?ez) = Gr RE eÿe,. (59,25) 

Ainsi, la section efficace totale se détermine par la partie antihermi- 
tique du tenseur de diffusion. 

La formule (59,25) a un sens classique simple. Le champ électri- 

que E produit sur le système en unité de temps un travail égal à 


SevE — Ed. En représentant le champ sous la forme (59,20) et le 
moment dipolaire sous la forme (59,21) et (59,22), on obtient, après 
avoir pris la moyenne de ce travail dans le temps, 


1 @ih — Gki 
5 w|£|?e;e; à 
(où E — e£). D'un autre côté, si E est le champ de la lumière in- 


cidente, la densité moyenne de flux d'énergie de ce champ est égale 
à | E |? /8x et l'énergie absorbée par l’atome est égale à 


1 
5x IE l*0+. 


1) Seul un tel cas re nous aurons en vue lors des raisonnements ultérieurs) 
admet une étude tout à fait rigoureuse, étant donnée une durée de vie finie des 
états excités; voir plus loin $ 62. 
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En égalant entre elles les deux «expressions, on obtient la formule 
(99,25). 

Si le moment cinétique J de l'état fondamental de l'atome est 
nul, &;, - àô;, en raison de la symétrie sphérique. Alors on a 


= 470 Im &. (59,26) 


Pour un système de moment non nul, une telle relation est vraie 
pour des quantités moyennées sur les directions du moment dans 
l'espace (voir $ 60). 

Pour des énergies du photon supérieures au seuil d'ionisation 
de l’atome, la contribution principale à la section efficace totale 
54 est apportée par le processus d'ionisation, c'est-à-dire par l’absorp- 
tion du photon par suite de l'effet photo-électrique. Quant à la sec- 
tion efficace de diffusion, c'est une quantité d'ordre de grandeur plus 
élevé en e° (comparer par exemple (56,13) et (56,16)). 

Si l'énergie du photon est inférieure au seuil d'ionisation (mais 
non proche de la résonance, c'est-à-dire d'une quelconque des fré- 
quences discrètes d'excitation de l'atome), la section efficace, qui 
se réduit dans ce cas à celle de diffusion, et avec elle la partie ima- 
ginaire de l'amplitude, sont d'un ordre de petitesse plus élevé que 
sa partie réelle. En négligeant la partie imaginaire, on obtient de 
nouveau la relation (59,19). La situation change au voisinage de la 
résonance où la section efficace s'accroît; cette situation sera exa- 
minée au $ 62. 

Les processus à deux photons, qui se manifestent dans l'appro- 
Ximation du deuxième ordre de la théorie des perturbations, sont 
représentés en plus de la diffusion encore par une double émission, 
c'est-à-dire l'émission par l'atome de deux quanta à la fois. 

L'expression donnant la probabilité de ce processus ne diffère 
de la formule (59,5) que par les substitutions © — — w, e — e* 
(l'émission du photon w au lieu de l'absorption) et par le facteur 
supplémentaire 


dk w® do do 


(2x)5  (2n) 


qui est le nombre d'états quantiques du photon émis dans les in- 
tervalles donnés de fréquence w et de directions k; quant à la fré- 
quence du deuxième photon, elle se détermine à partir de w par l éga- 
lité w© + & = &3,. Ainsi, la probabilité d'émission (par unite de 
temps) !) s'écrit 


dw = |(byn)aei"es |? D do do’ dw, (59,27) 


1) Ici et plus loin dans ce paragraphe, nous employons les unités classiques. 
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(dihon (dh}n1 (dr)an (dihna 
(O;n)os = 2 Crest ©ni + —i0 D O0 do 00 


ne diffère de (c;:):, donné par (59,6) que par le signe devant w. En 
sommant cette expression sur les polarisations des photons et en 
l'intégrant sur les directions de leur sortie !), on obtient 


30)’ 3 
re Ibix)es|? du. (59,28) 

La probabilité d'émission simultanée de deux photons de w et 
w’ est ordinairement très faible devant la probabilité d'émission 
d'un seul photon de fréquence w + w’. Font exception les cas où 
les règles de sélection interdisent le deuxième processus mais au- 
torisent le premier. Telles sont, par exemple, les transitions entre 
deux états de J — 0 pour lesquelles tout processus d'émission d'un 
seul photon est rigoureusement interdit. Un autre exemple est fourni 
par Ja transition du premier état excité de l’atome d' hydrogène (25,/e) 
à l’état fondamental (1s,,;,) qui est interdit tant pour l'émission £1 
que pour l'émission M1 (voir problème 2 du $ 52) *). 

Si l'atome se trouve dans le champ créé par un flux incident de 
photons de w, k, il existe en plus de la double émission spontanée 
(dont la probabilité est donnée par (59,27)) aussi une double émis- 
sion stimulée: le champ provoque l'émission d'un même photon et 
d'un photon de w’, k’. La probabilité de ce processus diffère de la 
probabilité d'émission spontanée par le facteur Mi. qui exprime 
la densité de nombre de photons de la lumière incidente dek, e don- 
nés. La densité de flux de photons incidents a pour expression 


dw — 


dk 2 
di = cNie D — Nye Rr du do. 


Si l’on exprime à partir de cette expression Ve moyennant dJ et 
divise la probabilité de processus par d/, on obtient la section effica- 
ce de ce processus 

ww’3 
do=- 


D'une manière analogue, si l’atome se trouve dans le champ de pho- 
tons de w’, k”, la chute sur cet atome d’un photon de w, k provoque 
une diffusion Raman stimulée dont la section efficace est proportion- 
nelle à la densité de nombre de photons de w’, k”. 


|(bin)s2ei"ex |? do”. (59,29) 


1) Cette opération revient à prendre la moyenne totale sur les directions e 
suivant eje* — 6;x/3 et à multiplier ensuite par 2-2-4n-4n. 


; ii. durée de vie du niveau 2s,/, déterminée par la double emission est 
e s 
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La détermination des tenseurs (c;:);2 ou (b;:,)12 pour des atomes 
concrets exige de calculer les sommes de la forme 


di)an (din 
MPa = D RER (59,30) 


où E prend les valeurs E, + … ou E, + how’. Supposons, pour 
simplifier l’écriture, qu'il s'agit de l'atome d'hydrogène. Ecrivons 
la somme (59,30) sous la forme de l'intégrale 


MPa = | HE dE (r, r')dipi(r)dir dx", (59,31) 


G(r,r' 2-2 OR (59,32) 


Appliquons à la fonction G l'opérateur H — E où H est l’hamil- 
tonien de l’atome. En tenant compte que HŸÿn — E,w,, on obtient 


(H—E)G= D Pn(r) pa (r’). 


Mais en vertu de la complétude du système de fonctions #,, la somme 
qui y figure est une fonction delta 6 (r — r’). Ainsi, la fonction G 
satisfait à l'équation 


(H—E)G(r, r'; E)—ô(r—r'}, (59,33) 


c'est-à-dire qu'elle est une fonction de Green de l'équation de Schrô- 
dinger (la règle de contournement dans (59,32) détermine celle des 
solutions de cette équation qu'il faut choisir). On voit donc que le 
problème du calcul de la somme (59,30) se ramène à la détermination 
de la fonction de Green de l'atome. Toutefois l'équation (59,33) 
n'admet une solution exacte que si l’on connaît les solutions exactes 
de l’équation de Schrôdinger homogène, c'est-à-dire en fait seule- 
ment pour l'atome d'hydrogène !). 


Problème 


Calculer la probabilité de diffusion élastique d'un électron (non relativiste} 
par une onde lumineuse stationnaire presque monochromatique (P.L. Kapitza, 
P.A.M. Dirac, 1933). 


1) Voir Hostier L. — J. Math. Phys., 1964, v. 5, p. 591. Pour l'application 
de cette fonction de Green au calcul de l' amplitude de diffusion par l'atome 
d'hydrogène, voir Granovsky Y. 1.— IK3TO®, 1969, v. 56, p. 605 (en russe). 
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Solution. Uneondestationnaire peut être considérée comme un ensem - 
ble des photons d'impulsions k et —k (et de polarisations identiques). 
Quant à la diffusion de l’électron, elle peut être considérée comme l’'ab- 
sorption d'un photon k et une émission stimulée d’un photon k, de sorte que 
l'impulsion p de l’électron subit un accroissement de 2ñk en tournant (sans va- 
rier en grandeur) d'un angle 6: |pl|sin (0/2) = fiw/c. La probabilité de ce 
presse ai être calculée à partir de la section efficace de diffusion de Thorm- 
son (99, 


do=r?le"*e|? do’ = r? do’ 


en Ja multipliant pe la densité de flux de photons d'impulsion k et par le nom- 
bre de photons d'impulsion —k. 
La densité de flux de photons de fréquences comprises dans l'intervalle 


« 


dw est égale à 


cU,, do 
2ho 


où U,,dw est la densité d'énergie de l'onde stationnaire dans l'intervalle de spec- 
tre do (le facteur !/, tient compte du fait que l'énergie de l'onde est pores 
<n deux parties égales entre les photons de sens contraires).Les impulsions k 
de tous les photons constituant l'onde stationnaire sont parallèles à une direction 
déterminée n (« direction » de l'onde stationnaire). Autrement dit, la densité 
d'énergie en fonction de la fréquence et de la direction des photons n° s'exprime 
par U,,: = UAô()(n" — n). Corrélativement, le nombre de photons de —k 
est égal à 

8n*c U,, 


Ro 2 


(cf. (44,8)). Finalement, on obtient pour la probabilité de diffusion de l'électron 
(en 15) 


| w_u do’ = 


3 p4 ÿ 


m°’h°o* 


Le facteur w”t est sorti du signe d'intégration puisque le degré de non-monochro- 
maticité Aw est supposé petit. La valeur de 1 intégrale est inversement propor- 
tionnelle à Aw (pour une intensité totale donnée). 


$ 60. Diffusion par des systèmes librement orientables 


Si le niveau d'énergie de l'atome est non dégénéré, la polarisa- 
bilité et l’intensité de la diffusion cohérente sont déterminées par un 
mème tenseur œ;yx = (Cin)n. Mais si le niveau est dégénéré, les valeurs 
observées de ces grandeurs s’obtiennent en prenant la moyenne sur 
tous les états qui se rapportent à un niveau donné. La polarisabilité 
doit être déterminée comme étant égale à la valeur moyenne 


Œin = (Cin)11e 


Quant à l'intensité de diffusion observée, elle se détermine par les 
valeurs moyennes des produits 


(Cin)15 (Cim)s1- 
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C'est pourquoi la liaison entre la polarisabilité et la diffusion de- 
vient moins directe. 

Notons que bien que chacune des grandeurs (c;,);, puisse être 
complexe, leurs valeurs moyennes sont réelles (on suppose que l’ab- 
sorption est nulle et &;, est un tenseur hermitique). En effet, en pre- 
nant la moyenne, on peut choisir arbitrairement l’ensemble des 
fonctions d'onde indépendantes (répondant à un niveau dégénéré 
Cons) et on peut obtenir toujours que toutes les fonctions soient 
réelles. 

Pour les atomes ou les molécules libres (c’est-à-dire non situés 
dans un champ extérieur) la dégénérescence est ordinairement liée 
à un moment cinétique qui s'oriente librement dans l’espace. Soient 
J, le moment cinétique de l’état initial lors de la diffusion et J., 
le moment de l'état final. Comme d'ordinaire, on doit moyenner 
la section efficace sur toutes les valeurs de la projection M, et la 
sommer sur les valeurs de #,. Après la prise de la première moyenne, 
la section efficace cesse de dépendre de M, si bien que la sommation 
ultérieure se ramène à la multiplication par (27, + 1). Ainsi, la 
section efficace moyennée de diffusion s'exprime par 


do — wow heite,ees, do”, (60,1) 


* 


ou 


1 à e 1 
DER TA > (Cin)es (Cim)21 = (292 + 1) (cin)2s (Cim)21 » (60,2) 
MM 


et le trait affecté de l'indice 1 désigne la prise de la moyenne sur M. 

Pour une diffusion sans changement de fréquence les états JZ et 2 
se rapportent à un même niveau d'énergie (w,, = 0). S'il ne s’agit 
que de la diffusion cohérente, les états 1 et 2 doivent être totale- 
ment confondus, c'est-à-dire qu'on doit avoir M, — M,. Alors, la 
sommation sur M, et donc le facteur 27, + 1 dans (60,2) disparais- 
sent : 


CRim = (Cinss (Cim)f1 - (60,3) 


Le résultat donnant la moyenne peut s'écrire sans faire des cal- 
culs si l’on tient compte du fait que la prise de la moyenne sur M, 
est équivalente à la prise de la moyenne sur toutes les orientations 
du système après quoi la valeur moyenne ne peut s'exprimer que 
par le tenseur unité 6,,. Alors il se peut que les seules valeurs moyen- 
nes non nulles soient celles des produits des parties scalaire, symé- 
trique et antisymétrique du tenseur de diffusion prises séparément ; 
il est clair qu'on ne peut pas former à l'aide du tenseur unité des 
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expressions qui puissent correspondre d'après leurs propriétés de 
symétrie à des produits en croix. Ainsi, il vient 


21 0 21 21 
cr, = GS? 6:n 01m + {Es + ce ; (60,4) 


G21 — (27, + 1)1(2)al?, 
CRUE = (2, + 1) (chn)es (Cim)21 (60,5) 
De (2, + 1) (cé Jos (Cém)24 « 


En d'autres termes, la section efficace (et avec elle l’intensité) de 
diffusion d’un système librement orientable vaut la somme de trois 
parties indépendantes que nous appellerons diffusions scalaire, sy- 
métrique et antisymétrique. 

Chacun des trois termes de (60,4) ne s'exprime que par une seule 
quantité indépendante. La diffusion scalaire s'exprime par la quanti- 
té G°, et pour les diffusions symétrique et antisymétrique on a 


8 1 s 2 
EX — 10 G21 ( Bu04m + OimOat 7 6txôtm ) ’ 


= (273 + 1) (chk)es (Chr) : (60,6) 


21 1 
CR = S G21 (OnÔnm — OimÔnt); 


Cas = (2J a+ 1) (Ch)es (Cxde 


(la combinaison des tenseurs unités est formée d’après les propriétés 
de symétrie après quoi le coefficient général est déterminé par con- 
traction sur les paires d'indices il et km). 

En reportant les formules (69,4) à (6),6) dans (60,1), on obtient 
pour la section efficace l’expression suivante: 


d0 = wws {Giije"tel?+ 7 Ga (1+ je'el?— À je*el?) + 
1 ha , , 
+ 6Gh(1— le'el?)} do’. (60,7) 


Cette formule détermine sous la forme explicite les dépendances an- 
gulaires et les propriétés de polarisation de la diffusion. 

La section efficace totale de diffusion dans toutes les directions, 
sommée sur les polarisations du photon final et moyennée sur les 
polarisations et les directions d'incidence du photon initial, est facile 
à obtenir directement à partir de (60,1). A cet effet, remarquons que 


+ — 1 
ejeg == EL Oih 
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si la moyenne est prise tant sur les polarisations que sur les directions 
de propagation du photon (quant à la sommation sur ces directions, 
elle donne un résultat 2-4x fois plus grand). On a finalement 


ou" = &w'3 (3G21 + G21 + G51). (60,8) 


Comme cela a été dit plus haut, les règles de sélection pour la 
diffusion coïncident avec celles pour les éléments de matrice d'un 
tenseur du deuxième rang arbitraire. Vu que l'intensité de diffusion 
est la somme de trois parties independantes, il y a intérêt à formuler 
ces règles séparément pour chacune de ces parties. 

Les règles de sélection pour la diffusion symétrique coïncident 
avec les règles de sélection pour le rayonnement quadrupolaire 
électrique parce que ce dernier se détermine lui aussi par un tenseur 
symétrique irréductible (tenseur moments quadrupolaires). 

Les règles de sélection pour la diffusion antisymétrique coïn- 
cident avec celles pour le rayonnement dipolaire magnétique étant 
donné que ces deux processus sont déterminés par un vecteur axial 
(rappelons qu'un tenseur antisymétrique est équivalent (dual) à un 
vecteur axial) !)). Mais il existe ici une différence, à savoir: les 
éléments de matrice qui donnent, dans le cas radiatif, les valeurs 
moyennes des moments électriques ou magnétiques (et ne corres- 
pondent pas aux transitions radiatives) sont essentiels dans le cas 
de la diffusion: ils se rapportent à la diffusion cohérente. 

Les règles de sélection pour la diffusion scalaire coïncident avec 
celles pour les éléments de matrice d'une grandeur scalaire. Cela 
signifie que les transitions ne sont possibles qu'entre les états de 
même symétrie. Notamment, les valeurs du moment total J et de sa 
projection M doivent être les mêmes (les éléments de matrice diago- 
naux suivant M étant indépendants du nombre M, voir III (29,3)). 
Ceci étant, les états Z et 2 pour la diffusion sans changement de fré- 
quence doivent coïncider complètement (non seulement suivant 
l'énergie mais aussi suivant M), de sorte que la diffusion scalaire 
sans changement de fréquence est totalement cohérente. Inverse- 
ment, vu que dans la diffusion scalaire tous les états sont obligatoi- 
rement combinés l'un avec l'autre, la diffusion cohérente comporte 
toujours une partie scalaire. 

En procédant de la même façon que plus haut pour la prise de 
la moyenne de la section efficace de diffusion, pour un système li- 
brement orientable dans l’espace on doit moyenner le tenseur de 


1) Il s'agit bien entendu des règles de sélection qui sont liées à la symétrie 
et non à la forme concrète du vecteur axial dans le cas du rayonnement: le 
vecteur moment magnétique comporte une partie de spin, alors que dans le 
cas de la diffusion il s'agit des éléments de matrice des grandeurs de nature 
orbitale (de coordonnées). 
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polarisabilité sur les directions du moment J,. Cette opération se 
fait très simplement : il est évident que 


Qi = (Cixhax —= (c),, On 


Lors du calcul de la moyenne les parties symétrique et antisymétri- 
que du tenseur de diffusion disparaissent : 6;, est le seul tenseur iso- 
trope du deuxième rang. 

Comme il est indiqué précédemment, les éléments de matrice 
diagonaux d'un scalaire sont indépendants du nombre M,. Ceci étant, 
le signe de moyennage surmontant (c°),, peut être omis (et cet élé- 
ment de matrice peut être calculé pour toute valeur de M,), si bien 
que la polarisabilité s'exprime par 


Qin = (C)11Oi ne (60,9) 


Pour la même raison on peut omettre le signe de moyennage dans 
la quantité G*, qui détermine la partie scalaire de la diffusion cohé- 
rente : 


G,= IC), =(c) (60,10) 


(le facteur 27, + 1 est omis conformément à (60,3)). Ainsi, il existe 
une relation simple entre la polarisabilité moyenne et la partie sca- 
laire de la diffusion cohérente. L'une et l’autre sont déterminées par 


Cher D RE [dufe (60,11) 


n 


Problèmes 


1. Trouver la distribution angulaire et le degré de dépolarisation lors de la 
diffusion d’une lumière polarisée rectilignement. 

Solution. Soit 6 l'angle formé entre la direction de diffusion n° et la 
direction de polarisation de la lumière incidente e. La lumière diffusée compor- 
te deux composantes indépendantes polarisées dans le plan n’,e (d'intensité 
1,) et perpendiculairement à ce plan (d'intensité Z,) ; le degré de dépolarisation 
est donné par le rapport 7 3/1 1. Les intensités J, et 7, se déterminent par la for- 
mule (60,7), les vecteurs e” étant orientés de façon appropriée. 

Lors de la diffusion scalaire la lumière reste totalement polarisée dans le 
même plan (7: = 0) et la distribution angulaire de l'intensité s'exprime par 


_ À se 
=; Sin 6. 


(Ici et plus loin les expressions donnant 7 = 1, + 7, sont normalisées de telle 
sorte que la prise de la moyenne sur les directions donne 1). Pour la diffusion 
symétrique on a 

1, 3 


3 
PGO TE TES 
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Pour la diffusion antisymétrique : 


8 iQ), = — 
1=7 (A+ cos 6), T0 0 


2. Le même problème pour la diffusion de la lumière naturelle. 
Solution. Le passage à la lumière incidente naturelle (non polarisée) 
dans la formule (60,7) s’obtient en effectuant la substitution 


1 
GR + TZ (ôir —ninx) 


qui correspond à la prise de la moyenne sur les directions de polarisation e 
pour une direction d'incidence n donnée. La lumière diffusée sera partiellement 
polarisée et il est évident par raison de symétrie que ses deux composantes in- 
dépendantes seront polarisées rectilignement dans le plan de diffusion n, n° 
(d'intensité 7 n) et perpendiculairement à ce plan (d'intensité 7 ). L'angle de 
diffusion (formé entre n et n°’) sera noté 6. 

On a pour la diffusion scalaire: 


I 


I=1I, +7, = (+ cos Ô), T, = Ÿ, 


pour la diffusion symétrique : 


__ 3 i Ty _ 6+cos 8 
I=7 (13+ cos Ô), FSU 
et pour la diffusion antisymétrique: 


3 ; T, . 
+ (2+ sin? Ô), Te 1 + sin? 6. 
L 


3. Déterminer pour la diffusion d’une lumière polarisée circulairement le 
coefficient d’inversion (le rapport de l'intensité de la composante polarisée 
circulairement dans le sens « inversé » à l'intensité de la composante polarisée 
dans le sens « régulier »). 

Solution. Dans le cas de la lumière incidente polarisée circulairement, 
la distribution angulaire et le degré de dépolarisation (le rapport Iy/1 1) sont 
les mêmes que lors de la diffusion de la lumière naturelle. 

Soient e = (1, i, 0)/V/2 les composantes du vecteur e de la lumière inciden- 
te (dans un système de coordonnées dont le plan zz est confondu avec le plan de 
diffusion et l'axe des z est dirigé le long de la direction n). Alors, les composantes 
polarisées circulairement dans les sens « inversé » et « régulier » du vecteur pola- 
risation de la lumière diffusée s'expriment par 


1 1 
5 (cos i sin Ÿ) 72 


En calculant l'intensité à l’aide de la formule (60,7), on trouve les coeffi- 
cients d'’inversion P pour les trois types de diffusion 


8 
e = 


(cos Ÿ, i, — sin Ÿ). 


Ÿ 

4 — cost — 

pou, ps—13+c0s 0410008 pe 7" 7 
2° 13+ cos? 8 — 10 cos 8 ’ TE 

2 


(où © est l'angle de diffusion). 
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4. Calculer la section efficace de diffusion d'un photon de faible fréquence 
par un atome d'hydrogène à l'état fondamental. 

Solution. Un photon de faible fréquence ne peut être diffusé que de 
façon élastique. Puisque dans l’état fondamental de l'atome d'hydrogene le 
moment orbital L = 0, les règles de sélection n'autorisent (lorsque l’interac- 
tion spinorbite est négligée) que la diffusion scalaire. La polarisabilité statique 
de l’atome (en unités classiques) a pour expression 


3 
a=+ | me? ] 


(voir 111, problème 4 du 8 76). En portant cette expression dans (60,8), on ob- 
tient la section efficace cherchée : 


ONE 


c me: 


5. Calculer la section efficace de diffusion élastique des rayons y par le 
deutéron (X. À. Bethe, R. Peieris, 1935). | 

Solution. Les fonctions d'onde de l'état fondamental du deutéron et 
de ses états du spectre continu (du deutéron dissocié) ont pour expressions 
e*r 
r % 


“VX 


Vp— ele, x=VMI 


(voir (58,2) et (58,3)). L'élément de matrice du moment dipolaire do = 
= —iepy/Mo, a été calculé au $ 58: 


d .— 2e V £ p 
po Mo, 2n x°+p° ? 


où les fréquences &p = (P° + x2)/M. Le tenseur de polarisabilité s'écrit 


nl po 2 _PP re) 
ane {5 À Sr 1 don np 2er) 0 


Le premier terme de cette expression est lié à une excitation virtuelle des degrés 
internes de liberté du deutéron ; il s'écrit sous la forme (60,11). Le second terme 
est lié à l’action du champ de l'onde sur le mouvement de translation du deuté- 
ron tout entier. Ce mouvement étant quasi classique, la partie correspondante 
du tenseur de diffusion est donnée par la formule (59,14) (la masse 2M du deuté- 
ron étant pese pour m). 


Le calcul de &;, se ramène à celui de l’intégrale 
où 
REA \ >) 
CZ) FPE Tu ET 
Il vient 1179 ! 


y=1 fin LS 
7 8 Aa \À 4 | Es ; 9 2 \ (224 2) [(22+1)2— 73] " 
00 
Pour y < 1, l'expression sous le signe d'intégration possède dans le demi-plan 
supérieur de la variable complexe : les pôles aux points 4, iY 1 + y, iy 1 — y: 


& 61] DIFFUSION PAR LES MOLBECULES 289 


l'intégrale J, se calcule d’après les résidus en ces pôles. On a finalement 


LA fU+p", An (8, 1 } 
TT 5 y (+) | 
La section efficace totale de diffusion s'exprime au moyen de &;, suivant 
(60,8) et est égale (en unités classiques) à 


__ 8x e? 2 4 2 3/ _a3/ 


pour = < 1. 


L'amplitude de diffusion pour y > 1 (au-dessus du seuil de dissociation du deu- 
téron) se déduit de l'amplitude pour y < 1 par un prolongement analytique, de 

lus elle comporte une partie imaginaire qui doit être positive (conformément 
à la règle de contournement dans (59,17)) : 


__ 8x €a 2 4 : 2 3/° , 2 — 3/e 2 
= (7) [1-57 + 3y° (v+ 1) Tige (y —1) pour y>1. 


Pour y > 1, on obtient ô = (8x/3) (e?/Mc3)3, ce qui correspond, comme il se 
doit, à une diffusion non relativiste par un proton libre. 
La distribution angulaire de rayonnement s'exprime par 


3 do 
do = 0-7 (1+ cos” 6) 4x” 


où 6 est l'angle de diffusion. En déterminant l'amplitude de diffusion suivant 
(59,24), on aura 


De? —14)/2 
Im O=-r pour Y> 1. 


D'après le théorème optique (59,26), cette quantité coïncide avec &64/47, où 
O1 est la section efficace totale de la photodissociation (58,4). Rappelons que la 
section efficace de diffusion élastique est d'un ordre de grandeur plus élevé 
(—et) que la section efficace de dissociation (—e?, voir (58,4)), de sorte que 
O4 coïncide avec la section efficace de dissociation. Pour la même raison, à 
l'approximation considérée, l'amplitude de diffusion pour y << 1 (au-dessous 
du seuil de dissociation) s'est trouvée réelle. 


$ 61. Diffusion par les molécules 


Les particularités de la diffusion moléculaire sont liées aux 
mêmes propriétés des molécules qui sont à la base de la théorie de 
leurs spectres: à la possibilité de traiter séparément l'état électro- 
nique, les noyaux étant supposés fixes, et le mouvement des noyaux 
dans le champ efficace donné des électrons. 

Supposons que la fréquence w de la lumière incidente soit infé- 
rieure à l'énergie w. de la première excitation électronique. Dans 
ces conditions, la diffusion ne peut pas donner lieu à l'excitation 
des termes électroniques. La diffusion sera soit sans changement de 
fréquence, soit avec changement de fréquence par suite de l'excitation 
des niveaux rotationnels ou vibrationnels. 


19—-0596 
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Supposons ensuite que le terme électronique fondamental de 
la molécule est non dégénéré (et ne présente pas de structure fine). 
Autrement dit, on suppose nuls le spin total des électrons et la pro- 
jection de leur moment cinétique orbital total sur l’axe de la molé- 
cule (pour des molécules du type de toupie symétrique). Cela signi- 
fie par exemple pour les molécules diatomiques que le terme élec- 
tronique fondamental doit être Z. On sait que ces conditions sont 
remplies pour les états fondamentaux de la plupart des molécules !). 

Enfin, nous supposerons que la fréquence «w est grande par rap- 
port aux intervalles de structure nucléaire (rotationnelle et vibra- 
tionnelle) du terme fondamental et que la différence @ — & est 
dans le même rapport avec la structure nucléaire du terme électro- 
nique excité. En d’autres termes, la fréquence de la lumière inci- 
dente doit être suffisamment éloignée des résonances. Ce sont pré- 
cisément ces conditions qui permettent, lors du calcul du tenseur 
de diffusion, de faire abstraction d’abord du mouvement des noyaux, 
en considérant le problème pour une configuration nucléaire don- 
née. 

Dans un tel problème, le tenseur de diffusion coïncide avec le 
tenseur de polarisabilité œyr = (Cin)y1 et se calcule en principe à 
l’aide de la formule générale (59,17) dans laquelle la sommation est 
étendue à tous les termes électroniques excités. Les quantités @&;4 
ainsi obtenues seront des fonctions des coordonnées q de la configu- 
ration nucléaire (dont dépendent, comme des paramètres, l'énergie 
et les fonctions d'onde des termes électroniques). L'état étant non 
dégénéré, le tenseur &;x (g) sera réel et donc symétrique. 

Le tenseur &;, (q) représente la polarisabilité électronique de la 
configuration nucléaire donnée de la molécule. Pour résoudre le 
problème réel de la diffusion, il faut encore tenir compte du mou- 
vement des noyaux dans les états initial et final. Soient #., (q) et 
v.. (q) les fonctions d'onde nucléaires de ces états (s, et s, étant les 
systèmes de nombres quantiques de vibration et de rotation). Le 
tenseur de diffusion cherché est l’élément de matrice du tenseur &;} (q) 
calculé d’après ces fonctions: 


(Sal@x 151) = À 1, (a) œix (9) ve, (9) da. (61,1) 


Le tenseur a; (q) étant symétrique, le tenseur (61,1) le sera lui aus- 
si (que les nombres s, et s, soient les mêmes ou diffèrent). Ainsi, nous 


1) Les résultats exposés plus loin peuvent pourtant être valables (avec une 
certaine précision déterminée) aussi dans les cas où la dégénérescence du terme 
électronique fondamental est liée à un spin non nul, l'interaction spin-orbite 
étant faible (si bien ve peut négliger la structure fine qui lui est due). A 
cette approximation, les états caractérisés par des spins de différentes directions 
ne combinent pas et en ce sens se comportent comme des états non dégénérés. 
Tel est par exemple le cas de la molécule O, de terme fondamental 53. 
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sommes amenés à cette conclusion que dans les conditions considérées 
la partie antisymétrique sera absente tant dans la diffusion sans 
changement de fréquence que dans celle avec changement de fréquen- 
ce. La diffusion ne comportera que les parties scalaire et symétrique. 

La partie scalaire de la polarisabilité &° (q) est indépendante de 
l'orientation de la molécule, elle ne dépend que de la disposition 
des atomes à l’intérieur de la molécule. Désignons par v l’ensemble 
des nombres quantiques de vibration de la molécule et par r l’en- 
semble des nombres quantiques de rotation, excepté le nombre quan- 
tique magnétique m. Alors les éléments de matrice s’écrivent 


(rom | a |uiram) = (V2 1@ [0i) Or Omim (61,2) 


La diagonalité suivant les nombres r, m est une propriété générale 
de tout scalaire. La relation (61,2) a ceci de particulier que les élé- 
ments de matrice dans ce cas ne dépendent pas du tout de ces nom- 
bres. Ainsi, la diffusion scalaire n’a lieu que pour des transitions 
purement vibrationnelles et ne dépend pas de l’état de rotation. 

La diffusion symétrique se détermine par les éléments de matrice 
du tenseur «°,. Ses composantes par rapport au référentiel xzyz fixe 
s'expriment par les composantes af, dans le système Enë, lié à la 
molécule, suivant la relation 


ai = >, in DiiDyen, (61,3) 
iR' 


où D;, sont les cosinus directeurs des nouveaux axes par rapport 
aux anciens. Les quantités a, ne dépendent pas de l'orientation 
de la molécule et D,.; ne dépendent pas de ses coordonnées internes. 
On peut donc écrire 
s TS 
(UoraMa |@in|Uirams) = 2, (Val@ ie [0s) (rome DiiDrrnlrims). 

J1 est facile de s'assurer que la somme sur r,m, de ik carrés des mo- 
dules de ces quantités est égale à !) 


2 2 léremlahlrinm)l?= 2 l{zlainlv,)12 (61,4) 
Mars iR i’h’ 

Cela signifie que l'intensité totale de la diffusion avec des transi- 

tions d’un niveau de vibration-rotation v,r, donné vers tous les ni- 

veaux rotationnels de l’état de vibration v, ne dépend pas de r.. 


1) Pour la transformation de la somme on utilise l'égalité suivante qui 
exprime l’unitarité de la matrice D;, 


> D (ram: DiiDrglrams) (rame D, Dre’ | r1M1) = 


1À Tamïs 


= (rm | > DuDkgDu Das-trama) = (rimilôu Ôge| rm) = Our Ogg" 
ik 
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Pour les molécules du type de toupie symétrique on peut aller 
plus loin et établir la dépendance de l'intensité de diffusion vis-à-vis 
des nombres quantiques de rotation pour chaque transition v,r, —+ 
— v,r,. Les nombres r sont constitués dans ce cas par le moment ciné- 
tique J et sa projection k sur l'axe de la molécule. Introduisons au 
lieu des composantes cartésiennes af, un tenseur sphérique du deu- 
xième rang correspondant, dont les composantes sont désignées par 
&x (À = 0, +1, +2). Suivant III (110,7) les carrés des modules de 
ses éléments de matrice ont pour valeur 


l@J km lalviikim,)l? = 


Ja 2 ANT ds 2 Ji NY — 
= (27, +1) (27, +1 - ? lus) 1, 
+ De D( En (ES A) leo 


où a; (g) est le tenseur de polarisation sphérique rapporté aux axes 
liés à la molécule et À” — k, — k,. En sommant sur m, et À — 
= m;: — m, (pour m donné), on obtient (cf. III (110,8)): 


2 [(U2J 2k2Mo la lo kim) [2 = 


FE 2 J, 
—k, N k 


Cette quantité détermine l’intensité de la diffusion avec la transition 
de vibration-rotation v,J,k, —+ v.J,k.. Comme les éléments de ma- 


trice (v, | &;° | v,) ne dépendent pas de la rotation de la molécule, 
cette relation détermine en même temps la dépendance de l’inten- 
sité de diffusion tant des nombres J,, J, que des nombres k,, k.. 
Notons que le second membre de l'expression (61,5) ne fait intervenir 
qu’une seule composante sphérique du tenseur de polarisabilité. 

Si l'on effectue la sommation de l'égalité (61,5) sur J, et k., 
on obtient !) 


2 2. Load akemelas vi kim lee 2 TCAC ALAN 


2 > 
= (27,+ 1) ( ) ea) (61,5) 


c'est-à-dire qu’on retrouve la règle des sommes (61,4). 
Un cas particulier de la toupie symétrique est fourni par le ro- 
tateur, une molécule linéaire (en particulier une molécule diatomi- 


1) En effectuant la sommation sur J, pour k, et À’ (et donc aussi k, = 
= k, + À’) donnés, on obtient 
> ( Je 2 J; ) =1 
: (2J2+1) \—ke À kil 
2 


(en vertu de JII (106,13)). Après quoi on somme sur k, (ou, ce qui revient au 
même, sur À — ke — k,) pour k, donné. 


$ 61] DIFFUSION PAR LES MOLECULES 293 


que). La projection du moment cinétique sur l’axe d’une telle molé- 
cule est nulle (à l’état électronique non dégénéré avec le moment or- 
bital électronique nul)'). Aussi, dans ce cas faut-il poser k, — k, — 0 
dans (61,5). 

Enfin, considérons la question concernant les règles de sélection 
pour la diffusion Raman vibrationnelle simultanément avec la 
question analogue pour les spectres vibrationnels d'émission (ou 
d'absorption) de la molécule ?). 

Dans le cas de la diffusion, la question se ramène à/la détermina- 
tion des conditions dans lesquelles les éléments de matrice du ten- 
seur &;r (q) sont différents de zéro par rapport aux fonctions d'onde 
de vibration Ÿ, (q); ce faisant, on doit considérer séparément le 
scalaire «° (pour la diffusion scalaire) et le tenseur symétrique irré- 
ductible «i, (pour la diffusion symétrique). Dans l'émission (ou 
l'absorption) un rôle analogue est joué par les éléments de matrice 
du vecteur d (q), c’est-à-dire du moment dipolaire de la molécule 
moyenné sur l’état électronique pour une position donnée des noyaux 
(pour les molécules diatomiques cela a déjà été indiqué au $ 54). 

Les vibrations d’une molécule polyatomique sont classées suivant 
les types de symétrie, représentations irréductibles du groupe ponc- 
tuel correspondant: D, où a est le numéro de la représentation 
(voir III, $ 100). D’après ces représentations on détermine aussi la 
symétrie des fonctions d'onde des états vibrationnels de la molé- 
cule (voir III, $ 101). La symétrie des fonctions d'onde du premier 
état vibrationnel (le nombre quantique v, — 1) coïncide avec la 
symétrie D, du type de vibration. Quant à la symétrie des états su- 


périeurs (v, > 1), elle est donnée par la représentation [D;°]: 
Je produit symétrique de la représentation D, par elle-même pris 
Va fois. Enfin, la symétrie des états caractérisés par des différentes 
vibrations a et b simultanément excitées est donnée par le produit 


direct [Dsa ] x [Dzt] 3). Le procédé permettant de déterminer les 
règles de sélection de diverses quantités (scalaire, vecteur, tenseur) 
d’après les types de symétrie est exposé dans III, $ 97. 

Les règles de sélection basées sur les propriétés de symétrie 
de la molécule sont rigoureuses. Il existe aussi des règles approchées 
liées à l'hypothèse d’harmonicité des vibrations et au développe- 
ment des fonctions &;x, (q) ou d (g) en puissances des coordonnées 
vibrationnelles q. Elles apparaissent comme une conséquence de 


1) Nous n'examinons pas ici les effets liés à l’interaction entre les vibra- 
tions et la rotation de la molécule (cf. III, $ 104). 

2) Ces spectres se situent dans le domaine infrarouge et s’observent d’ordi- 
paire en absorption. 

3) Les propriétés de symétrie des fonctions d'onde des états vibrationnels 
ne dépendent évidemment pas de la forme concrète de l'énergie potentielle de 
vibration; notamment elles sont indépendantes de l'hypothèse d'harmonicité 
des vibrations faite dans III, 8 101. 
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la règle de sélection connue pour l’oscillateur harmonique suivant 
laquelle les éléments de matrice de sa coordonnée q ne sont diffé- 
rents de zéro que pour des transitions entraînant une variation du 
nombre quantique de vibration Av = + 1 


$ 62. Largeur naturelle des raies spectrales 


Jusqu'ici, en étudiant l’émission et la diffusion de la lumière, 
nous avons considéré tous les niveaux d’un système (par exemple d’un 
atome) comme des niveaux rigoureusement discrets. Or, en possé- 
dant une probabilité de se désexciter, les niveaux excités ont une 
durée de vie finie. Suivant les principes généraux de la mécanique 
quantique, ceci conduit à ce que les niveaux deviennent quasi dis- 
crets en prenant une largeur finie (petite) (voir III, $ 134); ils s’écri- 
vent sous la forme de £ — il/2, où T (— F/h) est la probabilité 
totale (en 1 s) de tous les processus possibles de « désintégration » 
d’un état donné. 

Voyons comment cette circonstance influe sur le processus d’émis- 
sion (V. Weisskopf, E. Wigner, 1930). Il est clair a priori que la lar- 
geur du niveau étant finie, la lumière émise ne sera pas rigoureuse- 
ment monochromatique: les fréquences seront comprises dans un 
intervalle Aw — F (= T/h). Mais pour obtenir la distribution des 
photons suivant les fréquences avec une telle précision, il faut effec- 
tuer les mesures pendant un temps T > 1/Aw — 1/7. Mais au cours 
de ce temps, le niveau possédant la plus grande probabilité de dé- 
sexcitation se désexcitera. Aussi, doit-il s’agir de trouver la proba- 
bilité totale d'émission d’un phonon de fréquence donnée mais non 
pas la probabilité par unité de temps. Commençons par calculer 
cette probabilité pour le cas de la transition de l’atome d’un certain 
niveau excite 


E;—— Fr, 


vers le niveau fondamental Æ, qui possède une durée de vie infinie 
et est donc strictement discret. 

Soient Y la fonction d’onde de l'atome et du champ photonique, 
H = H° + V l’hamiltonien de ce système, V étant l'opérateur 
d'interaction entre l'atome et le champ photonique. Cherchons 
une solution de l'équation de Schrôdinger 


(40 + Ÿ) y (62,1) 


sous la forme d’un développement en fonctions d'onde des états non 
perturbes du système 


Ve Dia,(9 Pi = 2ia,(e- tés. (62,2) 
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Pour la détermination des coefficients a, ({) on obtient un système 

d'équations 

Fe — D) (vIVIv') a exp{i(£, — E)1}. (62,3) 
F 


ui 


Soient | v) un état d'énergie 8, — Æ£, + w, où l’atome se situe 
au niveau fondamental Æ,, et un quantum de fréquence déterminée 
w; cet état sera désigné par le symbole | w2). A l'instant initial 
le système se trouve dans l’état | 7) où l'atome est excité au niveau 
E, et les photons sont absents. En d'autres termes, pour { = 0 on 
doit avoir 


aj=1, a;=0 pour |v}#|1). (62,4) 


La solution de l'équation (62,3), trouvée avec cette condition ini- 
tiale, donne (pour une normalisation convenable des fonctions d'onde) 
la probabilité de transition de l'atome 7 — 2, vers l'instant t, avec 
émission d’un photon dans l'intervalle de fréquence dw: 


Ce qui nous intéresse c'est la probabilité finale pour { —+ oo : 
dw = |a,,, (0) |° du. (62,5) 


Pour mieux comprendre la position du problème, rappelons que 
pour déterminer la probabilité d'émission ordinaire (en 1 s) avec 
la transition 2 —+2 (sans tenir compte de la largeur du niveau), 
il faut résoudre l'équation (62,3) en remplaçant à l'approximation 
du premier ordre, tous les a, (t) figurant dans son second membre 
par les valeurs tirées de (62,4). Puis, on doit examiner la solution 
obtenue pour les grandes valeurs de { (cf. 111, $ 42). Nous pouvons 
préciser maintenant le sens de cette procédure : elle se rapporte à des 
temps petits par rapport à la durée de vie du niveau excité; les 
{ grands signifient alors des temps grands par rapport à la période 
1/(E, — EÆ,), mais petits quand même devant 1/F.. 

Dans notre cas où sont considérés des temps comparables à 1/l,, 
Ja fonction a, (t} décroiît avec le temps suivant la loi 


a(t)=e-nit/2. (62,6) 


Quant aux fonctions a, (t) pour les états |v'} qui peuvent apparaî- 
tre lors de la désexcitation de l'atome, elles croissent avec le temps. 
Si la désexcitalion à partir du niveau donné Æ, peut se faire vers 
des niveaux différents (en plus de £,) de l'atome, il y aura plusieurs 
fonctions a, ({) croissantes dont chacune correspond à un état où 
l'atome se situe à un de ses niveaux et il y a un photon d'énergie 
correspondante. Néanmoins, il ne reste au second membre de l'équa- 
tion (62,3) qu'un seul terme comme précédemment, pour | v') = 
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— | 1). En effet. puisque les éléments de matrice ne peuvent être 
différents de zéro que pour les transitions avec variation de 1 du 
nombre de photons d'une seule énergie quelconque, ils sont a priori 
nuls pour les transitions entre les états contenant chacun un photon 
de différentes énergies. 

Ainsi, on a pour a: (!) l'équation 


2 — (w2|V|1) eitEstw-Entg, — 


dt 
=: (w2]V]Z) exp {i 


(62.7) 
(où wie — E, — E;). L'intégration de cette équation avec la condi- 
tion a, (0) -- O donne 


age = (w2]V]1) a | (52.8) 


On en déduit pour la probabilité du: (62,5): 


— |(w2 = 
des 1 LE (w— &12)° + Ti/4 
Etant donné que la largeur F, & w,,, dans le facteur | (w2 | F | 1) F 
on peut poser w—=4%. Alors la quantité 2x |[(&@2 | V | 7) [° traduit 
la probabilité ordinaire (en 1 s) d'émission d'un photon ayant 
la fréquence w,, ainsi que d'autres caractéristiques (direction de 
mouvement, polarisation) (sauf la fréquence) dont nous avons jus- 
qu'ici négligé l'existence pour simplifier les notations. Notons que la 
dépendance de la probabilité envers ces caractéristiques se détermi- 
ne entièrement par le facteur | (w2 | V | Z ) |*. Autrement dit, la 
prise en compte de la largeur du niveau est sans effet sur les proprié- 
tés de polarisation et la distribution angulaire du rayonnement. 

La somme 


Lio = 2n À [(w2|V112) |? (62.9) 


prise sur les polarisations et les directions de mouvement du photon 
est la probabilité ordinaire totale d'émission. Elle exprime en mé- 
me temps la partie de la largeur du niveau E, (largeur partielle) qui 
est liée à la transition Z — 2 à la différence de la largeur totale F, 
qui est la somme des contributions apportées par tous les procédés 
possibles de « désintégration » d'un état quasi-stationnaire donné !). 


1) Les formules (62,6) et (62.9) peuvent certes être obtenues également en 
résolvant une équation pour a; ({) analogue à (62.7). 

Notons que les transitions vers les états du spectre continu. ui condi- 
tionnent une largeur finie du niveau, ne sont pas forcément liées à l'émission 
de photons. Des niveaux fortement excités (niveaux X) peuvent se désintégrer 
avec émission d'un électron et formation d'un ion positif à l'état fondamental 
(effet Auger). 
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En effectuant une sommation analogue de la probabilité du, 
on obtient pour la répartition en fréquence de la lumière émise la 
formule définitive suivante: 

Fr; do 
dw — Wtot 5x oo) +I74 , (62,10) 
où Etot — T1-2/T, est la probabilité relative totale de transition 
1 — 2 donnée. C'est une distribution de forme dispersive. La forme 
de la raie spectrale décrite par la formule (62,10) est propre à un ato- 
me isolé immobile; elle est dite naturelle ?). 

Supposons maintenant que le niveau E, de l'atome est excité lui 
aussi et présente une largeur finie l,. Supposons également, pour 
simplifier, que cette largeur est liée à la transition de l'atome à l'état 
fondamental E, avec émission d'un photon (la réponse finale — 
formule (62,12) — ne dépend pas de cette hypothèse). Dans ce cas, 
le processus de désintégration de l'état Z peut être considéré comme 
celui d'émission de deux photons que nous avons étudié au $ 59. L'élé- 
ment de matrice de ce processus — pour l'instant sans tenir compte 
de la durée de vie finie de l'état 2 — est donné par la formule 

, 2 ___(ww’0|V|w2) (w2|1V]1) 
(dans la formule (59,2) on a changé la désignation de l'état 2 — 0 
et dans la somme sur nr on n'a gardé que celui des termes répondant 
au séjour de l'atome dans l'état 2 qui est grand à la résonance pour 
un w” voisin de Æ, — E;). Si maintenant on tient compte de la durée 
de vie finie de l'état 2. ceci conduira seulement à la substitution dans 
(62,11) E, —+ E, — iT,/2, si bien que 
ie (&w’0]V |w2) (w21V11) 
(ou O|V\ )| 7) = “Es Es+ 0 +ilz/2 
Portant cette valeur de l'élément de matrice dans l'équation pour 
Gow’2 ({) (qui ne diffère de (62,7) que par des notations), on obtient 
après des développements tout à fait analogues à ceux faits pour ob- 
tenir (02,8): 
= (@w'0[V|w2) (w21F11) 
_. (@°— w30 + il 2/2) (© + ©” —w19+ il 1/2) 


La probabilité d'émission de photons de fréquences w et w” 
a pour valeur 
du = |avure (0)|? du du’ = 


ie Te=o LE (62 12} 
2n 20 o—u)+T5/4] [w+w’—w,)+T$/4] on 


1) A la différence d'une raie élargie par suite de l' interaction de l'atome 
avec d'autres atomes (élargissement par collisions) ou de la présence dans la 
source d'atoines animes de vitesses différentes (élargissement par effet Doppler). 


298 DIFFUSION DE LA LUMIERE [Ch. VI 


Comme il se doit, cette expression présente des maxima aigus pour 
D = Do et © Æ We. 

La forme cherchée de la raie spectrale correspondant à la transi- 
tion Z —+ 2 s'obtient en intégrant (62,12) sur dw’ (cette intégration 
peut être étendue à tout le domaine de —c à + co). L'intégrale se 
calcule le plus simplement en bouclant le chemin d'intégration par 
un demi-cercle à l'infini dans le demi-plan supérieur de la variable 
complexe w’ et se détermine par la somme des résidus de l’expression 
sous le signe d'intégration aux pôles: 


On obtient finalement 


Ti+Pe duo 


= rot re Tom TT TT 


(62,13) 


OÙ Lio = To 20/17, est la probabilité totale de transition double 
1—2—+01). 

La forme (62,13) de la raie ne diffère de (62,12) que par le rem- 
placement de F, par, + F,: la largeur de la raie est égale à la som- 
me des largeurs des états initial et final. 

Notons que la largeur de la raie n'est en général pas égale à la 
probabilité l,., de la transition 1 —+ 2 elle-même, c'est-à-dire qu'el- 
Je n’est pas proportionnelle à l'intensité de la raie (comme il en se- 
rait en théorie classique). Comme F, + F, > lT,.., la raie peut 
avoir une grande largeur pour une intensité relativement faible. 


8 63. Fluorescence résonnante 


La prise en compte de la largeur finie des niveaux dans le proble- 
me de la diffusion de la lumière est essentielle dans les cas où la 
fréquence w de la lumière incidente est voisine de l’une des fréquen- 
ces « intermédiaires » &Wh OU Won, Ces Cas étant connus sous le nom 
de fluorescence dite résonnante (V. Weisskopf, 1931). 

Considérons une diffusion sans changement de fréquence par un 
système (disons par un atome) à l’état fondamental, si bien que les 
niveaux initial et final coïncident et sont rigoureusement discrets. 
Supposons que la fréquence de la lumière est voisine d'une certaine 
fréquence w,,, où le niveau n est excité et donc quasi discret. 

Ce problème pourrait être résolu par la méthode exposée au pa- 
ragraphe. précédent. Mais il n'en est pas besoin parce que ce proble- 
me est parfaitement analogue au problème relatif à la diffusion ré- 


1) Dans des cas plus complexes, wt est la probabilité totale de toutes les 
<uscades qui commencent par la transition Z — 2 et se terminent au niveau 0. 
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sonnante non relativiste par un niveau quasi discret, examiné dans 
111, $ 134. Suivant les résultats qui y ont été obtenus, l'amplitude 
de diffusion doit contenir un facteur à pôle 


[w— (E,-i-#)]|". 


D'un autre côté, lorsque | © — w,, | > l,, la formule doit se réduire 
à la formule non résonnante (59,5). 11 est donc clair que la section 
efficace de diffusion cherchée s'obtient en remplaçant tout simple- 
ment Æ, dans la formule (59,5) par E, — il ,/2 et dans la somme sur 
n on pourra ne pas garder que les termes résonnants 


2 (dsne"*) (dne)| ” 
M} 


narFrn 0" do'. Ci) 


do — 


La sommation est étendue à tous les états (de valeurs différentes de 
la projection du moment M,) correspondant au niveau de résonance 
E, ; les états Z et 2 se rapportent à un seul et même niveau (fonda- 
mental), mais ils peuvent aussi différer par les valeurs de M, et 
M. 

La section efficace (63,1) a la valeur maximale pour & = @,:1. 
L'ordre de grandeur de cette valeur maximale o,, — w“dt/T3. 
Vu que la probabilité de transition spontanée n — 1 et, avec elle, 
la largeur F, — w°d°?, cette valeur est égale à 


Omax Ce _ Fe. À?, (63,2) 


c’est-à-dire de l’ordre de grandeur du carré de la longueur d'onde de 
Jumière et ne dépend pas de la constante de structure fine: au lieu 
des valeurs typiques — r? en dehors du domaine de résonance. 

Soulignons que, l’atome se trouvant avant et après la diffusion 
à un niveau strictement discret (au niveau fondamental), les fré- 
quences des photons primaire et secondaire coïncident elles aussi 
strictement. Ceci étant, l’illumination avec une lumière monochro- 
matique donne une raie de diffusion monochromatique. Mais si la 
lumière incidente présente une distribution spectrale d'intensité 
I (w) et que la fonction Z (w) varie peu sur la largeur F,, l'intensité 
de la lumière diffusée sera proportionnelle à 


TI (&h1) do 


Gun) + TR A ne 


Autrement dit, la forme de la raie diffusée coïncidera avec la forme 
naturelle de la raie obtenue lors de l'émission spontanée à partir du 
niveau E,. 
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A la section efficace (63,1) correspond le tenseur de diffusion 


2] (di)an (dx)n1 


(Cindu =RE : (63,4) 
En particulier, le tenseur de polarisabilité s'écrit 
2: (ia (dr)n1 
M} 
Gin = (Ci = SE (63,5) 


Notons tout de suite que l’adjonction de la partie imaginaire aux 
niveaux d'énergie des états intermédfaires excités rend le tenseur 
de polarisabilité non hermitique même aux fréquences situées au- 
dessous du niveau d'ionisation. Il apparaît dans la composition de 
ce tenseur une partie imaginaire directement liée à l'absorption de 
la lumière. 

En absorbant un quantum, l'atome passera tôt ou tard de nou- 
veau à l’état fondamental avec émission d’un ou plusieurs photons. 
Aussi, dans un tel point de vue, la section efficace d'absorption est- 
elle tout simplement la section efficace totale 0:,+ de tous les proces- 
sus de diffusion possibles !). D'un autre côté, suivant la formule 
(59,25) qui exprime le théorème optique, cette section efficace se 
détermine par la partie antihermitique du tenseur de polarisabilité. 

En portant dans (59,25) la valeur du tenseur &,, tirée de (63,5), 
on trouve la formule suivante pour la section efficace d'aborsption 
d'un photon de fréquence w voisine de w,,: 


T'a/2 
Saber = 4 2 ldne|? = (63,6) 


n 


A la limite quand l, —+ 0, le dernier facteur dans cette formule 
tend vers la fonction delta Ô (w6 — w,,) du fait que dans ce cas ne 
peut être absorbé qu'un photon de fréquence strictement détermi- 
née. Soit un atome soumis à une lumière incidente de densité spec- 
trale et angulaire de flux d'énergie Z,e (cf. (44,7)). Alors la densité 

.7 jun 
de flux de nombre de photons est égale à € do do et la probabilité 
d'absorption a pour expression 


I € 
dWabsorp = Cabsorp —— dw do. (63,7) 


1) Soulignons qu'il s'agit de l'absorption par un système se trouvant à l’état 
fondamental stable. La durée de l'expérience étant finie, la position du problè- 
me pour un état excité serait différente. 
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Dans le cas où la variation de la:fonction Z,e (w) sur la largeur l', 
est petite, on obtient après l'intégration sur les fréquences 


dWabsorp — 4? 2 Idrsel? Zre (On1) do. 


En remarquant d’un autre côté que suivant (45,5) 


3 s 
dwspont = 5e 2) Idine* |? do = += D) |dusel? do 


M} M} 


est la probabilité d'émission spontanée d'un photon de fréquence w,, 
nous retrouvons la formule (44,9). 


CHAPITRE VII 


MATRICE DE DIFFUSION 


$ 64. Amplitude de diffusion 


Le problème des collisions se présente sous la forme générale sui- 
vante: connaissant l’état initial d’un système (un certain ensemble 
de particules libres), calculer les probabilités de ses divers états fi- 
nals possibles (d’autres ensembles de particules libres). Si le symbole 
| à) désigne l’état initial, le résultat de la collision peut être repré- 
senté par une superposition 


2 1f) (LS 1ë), (64,1) 


où la sommation est étendue aux divers états finals |f) possibles. 
Les coefficients de ce développement (f | S |i) (ou, sous forme 
abrégée, S,;) constituent une matrice que l’on appelle matrice de diffu- 
sion ou matrice S 1). Les carrés | S;; |? donnent les probabilités 
de transitions vers des états |) déterminés. 

Si les particules n'interagissaient pas entre elles, l'état du systè- 
me resterait inchangé et la matrice S correspondante serait une matri- 
ce unité (absence de diffusion). Il est toujours commode de mettre en 
évidence cette unité en écrivant la matrice de diffusion sous la for- 
me 


Si = 6}: + à (27)tô(9) (P, — P:;) T;s, (64,2) 


où T7}; est une nouvelle matrice. La fonction 6 quadridimensionnelle 
intervenant au second terme exprime la loi de conservation de la 
quadri-impulsion (P; et P,; étant les sommes des quadri-impulsions 
de toutes les particules dans les états initial et final); les autres fac- 
teurs sont introduits pour la commodité des calculs ultérieurs. 
Dans les éléments de matrice non diagonaux le premier terme de 
(64,2) disparaît, si bien que pour la transition i —+ f les éléments des 
matrices $ et 7 sont liés l’un à l’autre par 


Si = À (27n)6%) (2; _ P;) T}i- (64,3) 


1) La notation «S » provient des mots anglais scattering et allemand Streuung. 
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Les éléments de matrice T',;, qui subsistent après qu'on a explicité 
la fonction Ô, seront appelés amplitudes de diffusion. 

L'élévation au carré des modules | S;; | fera apparaître le carré 
de la fonction 6. L'interprétation physique de ce carré est la suivan- 
te. La fonction 6 provient de l'intégrale 


SO (Py—P)= me | 6 PE dix. (64,4) 


Si on calcule une autre intégrale de même forme pour P, = P; 
(du fait qu'il existe déjà une fonction 6) en étendant l'intégration à 
un certain volume V, grand mais fini, et à l'intervalle de temps t, 
on obtient Vt/(2x)* 1). On peut donc écrire 


St? = (2n)80 (P;— P,)|T srl? Ve. 


Si l’on divise cette expression par t{, on obtient la probabilité de 
transition par unité de temps 


wyi= (27) 60 (P; — P:)1T;:l7V. (64,5) 


Chacune des particules libres (initiales et finales) est décrite par 
sa fonction d’onde qui est une onde plane de certaine amplitude u 
(pour l’électron c'est un bispineur, pour le photon, un quadrivecteur, 
etc.). L'amplitude de diffusion T,; possède une structure de la for- 
me 


Ty;j=u;u; ... Quiu, ..., (64,6) 


où les amplitudes des fonctions d'onde des particules finales sont 
placées à gauche et celles des particules initiales à droite ; Q est une 
certaine matrice (par rapport aux indices des composantes des ampli- 
tudes d'onde de toutes les particules). 

Les cas les plus importants sont ceux où l’état initial n'est qu'à 
une ou à deux particules. Dans le premier cas il s’agit de la désinté- 
gration et dans le second, de la collision de deux particules. 

Considérons d’abord la désintégration d'une particule en un nom- 
bre quelconque d’autres particules d’impulsions p; dans l'élément 
d'espace des impulsions [Id’rs (l'indice a numérote les particules 


1) On peut le montrer d'une autre façon en calculant d’abord l'intégrale sur 
chacune des coordonnées intervenant dans (64,4) entre des limites finies et en 
faisant tendre ensuite ces limites vers l'infini à l’aide de la formule 111 (42,4): 
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dans l'état final, de sorte que d ps — P;). Le nombre des états con- 
tenus dans cet élément (et dans le volume V de normalisation) ') 
est égal à 


Vip, 
Î 


En multipliant l'expression (64,5) par cette quantité, on obtient 


Vdp° 
du = (2x) 60 (P,— P)ITal%V IT TR (64,7) 


Dans ces conditions, les fonctions d'onde utilisées pour le calcul 
de l’élément de matrice doivent être normalisées « à une particule 
dans le volume V ». C’est ainsi que pour l'électron c’est une onde 
plane (23,1), pour une particule de spin 1, une onde plane (14,12) 
et pour le photon, une fonction d'onde (4,3). Toutes ces fonctions 
contiennent le facteur 1/V 2eV, où & est l'énergie de la particule. 
Toutefois, pour la commodité des calculs ultérieurs, nous convien- 
drons d'écrire les fonctions d'onde des particules sans ces facteurs (que 
nous introduirons dans les expressions de la probabilité). Ainsi, 
l'onde plane électronique s'écrira 


d=ue"ir, uu— 2m, (64,8) 
et l'onde photonique 
A= Vänee-it, ee*— 1, ek—0. (64,9) 


L'amplitude de diffusion calculée avec de telles fonctions sera 
notée M}; (à la différence de T;;). Il est évident que 


Ti GT Te : 


(64,10) 


où le dénominateur contient un facteur V 2eV par chaque particule 
initiale ou finale. 

Pour la probabilité de désintégration, par exemple, au lieu 
de (64,7) on obtient 


| 1 dÿp, 


1) Dans ce paragraphe, pour rendre les calculs plus suggestifs, nous ne sup- 
poserons pas que le 7olume de normalisation est égal à l'unité. 
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où & est l'énergie de la particule qui se désintègre ; quant au volume 
: normalisation, il disparaît, comme il se doit, dans cette formu- 
e ‘). 

Ecrivons la formule (64,11) sous une forme plus achevée (en y 
faisant disparaître les fonctions 6) pour le cas où une particule se dé- 
sintègre en deux particules (d’impulsions p;, p; et d'énergies &;,e.). 
Dans le référentiel où la particule qui se désintègre est au repos, 
p=—p=p,e +e, = m. La probabilité de désintégration 
s'écrit alors 


1 1 1 , ’ , ' , ’ 
dWU= Sr Ml ee J(pi+p.) 6 (e:+e;—m) dfp: d*p.. 


La première fonction 6 s’élimine par intégration sur d°p, ; quant à la 
différentielle d'p, elle peut s'écrire sous la forme 


dp' = p'? d|p'ido= |p’| do TETE (64,12) 
it Es 
(il est facile de s'assurer de la légitimité de cette écriture en remar- 
quant que e°— m;°= e, — m,°— p*). L'intégration sur d (e, +e,) 
fait disparaître la deuxième fonction 6, si bien qu'on obtient 


1 , , 
du =-s |M;:l*1p"1 do”. (64,13) 


Considérons maintenant la collision de deux particules (d'im- 
pulsions p, et p, et d'énergies &, et e.) qui conduit à un nombre quel- 
conque de particules d’impulsions pe. Au lieu de (64,11) on obtient 
pour ce cas 


dpe 


1 
duw= (2x) 80 (P;—P:) Ml Il GE - 


La quantité qui nous intéresse dans ce cas n'est pourtant pas la 
probabilité mais la section efficace do. La section efficace invariante 
(par rapport à une transformation de Lorentz) s'obtient à partir de 
dw en divisant cette dernière par la quantité 


j — Veiee ’ (64,14) 


où 7 désigne un quadriscalaire 
1= VS = mr (64,45) 


1) Si parmi les particules finales il en est W identiques, on doit, lors de l'in- 

tion sur leurs impulsions (pour trouver la probabilité intégrale), introduire 
le facteur 1/N1 qui tient compte de l'identité des états qui ne diffèrent l'un 
de l’autre que par la permutation des particules. 


20-0596 
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(voir II, $12) 1). Dans le référentiel du centre d'inertie (p, — 
— —p,=p) on a 


I = Ip| (es + 8), (64,16) 
si bien que 


IP) 2) vP 
1 y ir V * La 
ce qui coïncide avec la définition ordinaire de la densité de flux de 
particules qui s’entrechoquent (v,, v, étant leurs vitesses) ?). Ainsi, 
on obtient pour la section efficace la formule suivante: 


dsp, 


1 
= (2n) 89 (P,— PMP Il CH: (64,18) 


Mettons cette formule sous la forme définitive, en y faisant dispa- 
raître la fonction 6, pour le cas où l’état final lui aussi n'est qu'à 
deux particules. Nous considérerons le processus dans le référentiel 
du centre d'inertie. Soient e = e, + e, = e; + e, l'énergie totale; 
M = —P =pet p = —p;=p les impulsions initiale et fi- 
nale. En faisant disparaître la fonction ô de la même façon que lors 
de l'établissement de la formule (64,13), on obtient 


1 d , 
do = Mal? LES do (64,19) 
(dans le cas particulier de la diffusion élastique où la collision lais- 
se inchangée la nature des particules: | p° | = | p |). 


Récrivons cette formule encore sous une autre forme en y intro- 
duisant une quantité invariante 


t=(p,- p;}=mi+m;—2(p,p;)— 
— m; + m;° — 28,8, + 2|p.l Ip; | cos 6, (64,20) 


où 6 est l’angle entre les impulsions p, et p;. Dans le référentiel du 
centre d'inertie les impulsions|p |=|pl et Ip |=lp | 


1) Ecrivons, à titre de références ultérieures, l'expression de Z aussi sous 
la forme suivante 


D Le (ma m3)?] [(6— (ma — ma), (64,450) 


où 3) Ga + Pa)*. 


ans un référentiel arbitraire 
| 1 ——_— 
Fey Viva) —[vival 


Cette expression se réduit à la densité de flux ordinaire dans tous les cas où 
Vi Il Vai = | Vi — Va l/V. 
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sont déterminées par la seule énergie totale € et lorsque e est donnée, 
on a 


= 2|pl|ip |dcose. (64,21) 
Aussi, dans la formule (64,19) peut-on effectuer la substitution 
ere dc 
do — — ddcosy Zipllr il: 
où est l’azimut de p; par _— à p;1). Ainsi, il vient 
do = ge Mn (64,22) 


(nous avons introduit de nouveau l’invariant Z suivant (64,16)). 
L'azimut œ et, avec lui, la section efficace sous la forme (64,22) 
sont invariants par rapport à des transformations de Lorentz qui 
laissent inchangée la direction de mouvement relatif des particules. 
Si la section efficace ne dépend pas de l’azimut, la formule (64,22) 
prend une forme PE it 


do |Myl À. (64,23) 


Si l'une des particules entrant en collision est suffisamment lour- 
de (et son état ne change pas par suite de la collision), son rôle dans 
Je processus se réduit à celui d'une source fixe de champ constant 
dans lequel est diffusée l’autre particule. Du fait que dans un tel 
champ c'est l'énergie du système (et non son impulsion!) qui est 
conservée, une telle interprétation du processus de collision permet 
de représenter les éléments de la matrice $ sous la forme 


Si = i270 (E, — E;) T}i. (64,24) 


Dans |S;,; |? le carré de la fonction 6 unidimensionnelle doit 
être interprété comme suit 


BCE, — EP +7 ê(E,—Es)t. 


Puis, en passant (comme lors de l'établissement de (64,11)) à l'ampli- 
tude M; au lieu de T;;, nous obtenons l'expression suivante pour la 
probabilité de processus au cours duquel une particule diffusée dans 
un champ constant crée dans l’état final un certain nombre d'autres 


particules : 
_ Pa. 
duw — 2rû (E;—e)|M,;,l? _. La (2x)%2e; : 


.'d Le me correct de la différentielle étant dans de tels cas évident, nous 
écrirons par la suite, pour simplifier, dt au lieu de d (—t), etc. 
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Ici. de nouveau # ( E;) est l'énergie de la particule initiale, p, 
et #, sont les impulsions et les énergies des particules finales, Quant 
à la section efficace de diffusion, elle S'obtient en divisant de par 
la densité de flux eFoouc [pl # est la vitesse de la parti- 
cule diffusée. Finalement, le volume de normalisation disparaît 
comme précédemment dans la réponse et on obtient 


Pa 
(nr, 


do 5 2nô (£, F)| M ,;[° D Ipl p | LG : (64,2) 


Dans le cas particulier de la diffusion élastique, on trouve à l'état 
final aussi une seule particule avant la mème impulsion (en gran- 
deur) et la méme énergie. En effectuant la substitution d'p — 

1 , , ’ , Û , . . a ’ 

— pd |p |do | p' |e'de' do" et en faisant disparaître Ô (£ — €) 
par intégration sur de”. on obtient Ja section efficace sous la forme 


Î ss pe 
do — TG [7 ,; |* do . (64,26) 


Enfin, si le champ extérieur dépend du temps (par exemple le 
champ créé par un système de particules animées d'un mouvement 
donné), la fonction 6 de l'énergie est elle aussi absente de la matrice 
S. Dans ce cas S,; — iT,; et, après le passage de T,; à M,; suivant 
(64.10), la probabilité par exemple d’un processus dans lequel le 
champ fait naître un ensemble déterminé de particules sera donnée 
par Ja formule 


du: M,;[? re (64,27) 
fi (22)%2e° ? 


$ 65. Réactions avec la participation 
des particules polarisées 


Nous montrerons dans ce paragraphe sur des exemples simples 
comment on tient compte, lors du calcul de la section efficace de 
diffusion, de l'état de polarisation des particules participant à la ré- 
action. 

Supposons que les états initial et final sont chacun à un seul élec- 
tron. Alors l'amplitude de diffusion est de la forme 


M; .u'Au (=uiA un). (62,1) 


où u et u” sont les amplitudes bispinorielles des électrons initial et 
final et À est une certaine matrice (dépendant des impulsions et des 
polarisations des autres particules participant à la réaction, S'il v 
en à). 
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La section efficace de diffusion est proportionnelle à | M; | *. 
On a 


(u'Au)* = up ASUS — u% Ayo! 


ou encore 
(u'Au)* — u Au’, (65,2) 
où i) 
À = y°A*yp. 
Ainsi, 
IMil2=(u'Au) (uAu')= viuiAntiumAm- (65,3) 


Si l’électron initial se trouvait dans un état mixte (partielle- 
ment polarisé) avec matrice de densité pet que nous nous intéressons 
à la section efficace d'un processus conduisant à la création d'un 
électron final dont l’état de polarisation p° est déterminé à l'avance, 
il faut remplacer les produits des composantes des amplitudes bispi- 
norielles 


uiui né Din; Um + Pim 
ce qui donnera 
IM;:12= Tr (p'ApÀ). (65,4) 
Les matrices de densité p et p’ sont données par la formule (29,13) 


= + (yp+m) [1 — y (ya)] (65,5) 


(et d’une manière analogue pour p'). 
Si l’électron initial n’est pas polarisé, 


p= + (vp+m). (65,6) 


L'introduction de cette expression dans (65,4) est équivalente à la 
prise de la moyenne sur les polarisations de l’électron. S'il s’agit 
de calculer la section efficace de diffusion avec création d'u élec- 
tron final ayant une polarisation quelconque, il faut aussi poser 
p" — (yp' + m)/2 et doubler le résultat ; cette opération est équiva- 


1) Vu la nécessité de former la matrice À, indiquons les égalités suivantes, 
faciles à vérifier, que nous aurons à utiliser par la suite: 


M, PO PP, = y, yy= vip (65,28) 
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lente à la sommation sur les polarisations de l’électron. Ainsi on 
obtient 


+ D IMul=<Tr{yr'+m)A(yp+m)}, (65,7) 
polar 


où 5 désigne la sommation sur les polarisations initiales et finales 


olar 
de l'électron et le facteur !/, transforme l’une des sommations en 
prise de la moyenne. 

La matrice de densité p” intervenant dans (65,4) est une notion 
auxiliaire qui caractérise en fait les propriétés du détecteur (déga- 
geant une polarisation ou une autre de l’électron final) et non celles 
du processus de diffusion lui-même. Une question se pose : quel sera 
l'état de polarisation de l’électron dans lequel il est mis par le pro- 
cessus de diffusion lui-même ? Si p(N) est la matrice de densité de cet 
état, la probabilité de localisation de l’électron dans l’état p” s’ob- 
tient en projetant pl) sur p’, c’est-à-dire en formant la trace 
Tr (pp'). A cette même quantité sera proportionnelle la section ef- 
ficace correspondante, c'est-à-dire le carré | M,; | *. La comparaison 
avec (65,4) permet de conclure que 


pt) — ApA. (65,8) 


Puisqu'il est connu d'avance que p() doit être de la forme (65,5), 
comportant un certain quadrivecteur æ), le problème se réduit à la 
détermination de ce dernier. On pourrait le faire à l’aide de la for- 
mule (29,14), mais il est encore plus simple de procéder comme suit. 

Nous avons vu au $ 29 que les composantes du quadrivecteur a 
s'expriment par l'intermédiaire des composantes du vecteur tridi- 
mensionnel £ quiest la valeur moyenne (doublée) du spin de l'élec- 
tron dans son référentiel de repos. Les états de polarisation des élec- 
trons se déterminent entièrement par ces vecteurs et il est judicieux 
d'exprimer la section efficace de diffusion elle-même au moyen de 
ces. vecteurs. Il est évident que le carré | M;, | * sera linéaire en cha- 
cun des vecteurs & et £’ se rapportant aux électrons initial et final. 
En tant que fonction de &”, il s'écrit 


IM;:l2= œ+ 6%, (65,9) 


où « et B sont eux-mêmes des fonctions linéaires de £. 

Le vecteur £’ figurant dans (65,9) traduit la polarisation donnée 
de l'électron final distinguée par le détecteur. Quant au vecteur 
£V) correspondant à la matrice de densité pl), on le trouve facile- 
ment en procédant comme suit. D'après ce qui précède 


Ml? Tr (p'p0). 
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Etant donné l'invariance relativiste de cette quantité, on peut la 
calculer dans n'importe quel référentiel. Dans le référentiel de repos 
de l'électron final on a d'après (29,20) 


pp — (1+ 08") (1 + oEt). 
On a donc 


Ml 1 +580 
et, en rapprochant de (65,9), on trouve que 
60 = B/a. (65,10) 


Ainsi, en calculant la section efficace en fonction du paramètre 
&', nous déterminons par là même la polarisation £U). 

Dans des cas plus complexes où l'on a plus d'un électron initial 
ou final, les calculs se font de la même façon suivant le schéma ex- 
posé. 

Ainsi, lorsqu'il y a deux électrons au début et deux électrons à la 
fin, l'amplitude de diffusion est de la forme 


M, = (u;Au,) (u;Bu.) + (u;Cu,) (u; Du), 


où u,, u, sont les amplitudes bispinorielles des électrons initiaux 
et u, u., celles des électrons finals. La formation du carré | M,, | ? 
fera apparaître des termes de la forme 


[u; Au, [? [u;Bu,|? 
et de la forme 
(u;Au,) (u,Bu;) (u;Cu,)* (u;Du,)*. 


Les premiers se ramènent à des produits de deux traces de la forme 
(65,4) et les seconds à des traces de la forme 


Tr (p; Ap:Cp;Bp2D). 


Les positrons sont décrits par des amplitudes de « fréquence né- 
gative » u (—p). Pour les réactions avec la participation des posi- 
trons, la différence par rapport à l'exposé ci-dessus consiste en ce que 
comme matrices de densité on doit prendre des expressions qui ne dif- 
fèrent des (65,5) et (65,6) que par le changement de signe devant m 
(cf. (29,16) et (29,17)}- 

Considérons maintenant les états de polarisation des photons par- 
ticipant à la réaction. 

Dans l’amplitude de diffusion la polarisation de chaque photon 
initial intervient linéairement sous la forme du quadrivecteur e 
et celle de chaque photon final, sous la forme de e*. Dans les deux 
cas, la section efficace (c’est-à-dire le carré | M}; | *) fait interve- 
nir le quadritenseur e,e$. Pour passer au cas d'un état quelconque, 
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partiellement polarisé, ce tenseur doit être remplacé par une matri- 
ce de densité quadridimensionnelle, c’est-à-dire par le quadritenseur 


Puv: 


EL EN —+ Puv-: (65,11) 

En particulier, pour un photon non polarisé on a suivant (8,15) 
1 

Puv — T3 uv (69,12) 


Ainsi, la prise de la moyenne sur les polarisations du photon se ramèé- 
ne à la contraction tensorielle dans | M,; | ? sur deux indices tenso- 
riels correspondants pv ?). 

S'il s'agit d'effectuer non pas la prise de la moyenne mais la som- 
mation sur les polarisations du photon, il faut remplacer e,es 
par une expression deux fois plus grande: 


En eŸ —+ — Env (65,13) 


La matrice de densité d'un photon polarisé est donnée par la 
formule (8,17). Le choix des quadrivecteurs et), «4? figurant dans 
cette expression est ordinairement dicté par les conditions concrètes 
du problème. Dans certains cas ces vecteurs peuvent être liés à des 
directions spatiales déterminées dans un référentiel donné. Dans 
d'autres cas, il est plus commode de les lier aux quadrivecteurs carac- 
téristiques figurant dans les hypothèses du problème, quadri-im- 
pulsions des particules. 

Dans (8,17) la polarisation du photon est décrite par les paramè- 
tres de Stokes qui forment un « vecteur » ë — (E,, £., E.). De mème 
que pour l’électron, il faut distinguer la polarisation £V) du photon 
final comme tel de la polarisation Ë’ enregistrée par le détecteur. 
Si le carré de l’amplitude de diffusion en fonction du paramètre 
ÈS 

IM 12 = @ +- BE, 


est connu, la polarisation £(/) — B/a sera donnée par une formule tout 
à fait analogue à (65,10). 


$ 66. Invariants cinématiques 


Examinons quelques relations cinématiques valables pour des 
processus de diffusion dont tant l’état final que l’état initial sont à 
deux particules en tout. Nous avons en vue des relations qui sont 
des conséquences des seules lois générales de conservation et qui sont 


1) L'expression (65,12) ramène en quelque sorte la pus de la moyenne sur 
deux polarisations réellement possibles du photon à celle sur quatre directions 
indépendantes du quadrivecteur e. 
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donc valables quelles que soient ‘la nature des particules et les lois 
de leur interaction. 

Ecrivons la loi de conservation de la quadri-impulsion sous la 
forme générale, sans spécifier les impulsions qui se rapportent aux 
particules initiales et celles qui se rapportent aux particules finales : 


Qi + Ge + Ga + G = 0. (66,1) 


Ici + q, sont les quadrivecteurs impulsions dont deux correspondent 
aux particules incidentes et deux autres aux particules diffusées; 
les impulsions de ces dernières sont —g,. En d'autres termes, la 
composante temporelle de deux g, est g2 > 0 et de deux autres g << 
< (. 
A côté de la conservation de la quadri-impulsion c'est aussi la 
loi de conservation de la charge qui doit être observée. Notons que 
par charge on peut entendre dans ce cas non seulement une charge élec- 
trique mais également d'autres grandeurs conservatrices dont les 
signes pour les particules et les antiparticules sont contraires. 

Lorsque les espèces des particules participant au processus sont 
données, les carrés des quadrivecteurs g, sont des carrés donnés des 
masses des particules (gf — m£). Suivant les valeurs prises par les 
composantes temporelles g et les valeurs des charges, on a trois réac- 
tions différentes. Ecrivons-les sous la forme suivante: 


1)1+2—3 +04, 
11] 1+3—2 +4, (66,2) 
II) 1+4—2 +3. 


Ici, le chiffre désigne le numéro de la particule et la barre surmon- 
tant le chiffre distingue l’antiparticule d'une particule. Le passage 
d’une réaction à une autre, c'est-à-dire le transfert de la particule 
d’un membre de la formule à l’autre, correspond au changement de 
signe de la composante temporelle g respective ainsi que de signe de 
Ja charge, c'est-à-dire au remplacement de la particule par son anti- 
particule. (Les réactions inverses des (66,2) sont, bien entendu, éga- 
Jement possibles). 

On dit que les trois processus (66,2) sont des canaux croisés (ou 
de croisement) d'une seule réaction (généralisée). 

Donnons quelques exemples. Si les particules 1 et 3 sont des élec- 
trons et les particules 2 et 4 des photons, le canal I est la diffusion 
d'un photon par un électron; le photon étant une particule neutre 
vraie, le canal 111 représente la même chose que le canal I. Quant au 
canal I], il représente la transmutation d'une paire électron-positron 
en deux photons. Si toutes les quatre particules sont des électrons, 
le canal I est la diffusion d’un électron par un électron et les canaux 
IT et 111, la diffusion d'un positron par un électron. Si les particules 
4 et 3 sont des électrons et les particules 2 et 4, des muons, le canal 
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J est la diffusion de e par p, le canal III, la diffusion de e par p 
et le canal II, la transmutation d'une paire ee en une paire uu. 

Dans l'examen des processus de diffusion un rôle particulier est 
joué par des quantités invariantes qu'on peut composer à partir des 
quadri-impulsions. Leur fonction est représentée par les amplitudes 
de diffusion invariantes ($ 70). 

A partir des quatre quadri-impulsions on ne peut former que deux 
quantités invariantes indépendantes. En effet, en vertu de (66,1), 
des quatre quadrivecteurs g, trois seulement sont indépendants; 
supposons que ce sont gq,, g, et g.. Avec ces trois quadrivecteurs on 
peut constituer 6 invariants: trois carrés qi, g°, g, et trois produits 
43921 Ia 9293. Maïs les trois premiers sont les carrés des masses don- 
nés et les trois autres sont reliés par une relation qui découle des éga- 
lités !) 

(gi + 92 + 93) =- gi — mi. 


Pour plus de symétrie il est pourtant commode de considérer trois 
invariants au lieu de deux, par exemple, les suivants: 


S = (1 + 9e) = (a + GX)”, 
t = (q1 + 93) = (9: + Gi), (66,3) 
u — (q + qu) = (ÿe + 93)°. 


Jls sont liés, comme il est facile de s'en assurer, par la relation 


s+t+tu—=h, (66,4) 
où 


= mi) + mi + ms, + mi. (66,5) 


Dans le canal principal (1) l’invariant s présente un sens physique 
bien simple. C’est le carré de l'énergie totale des particules qui s’en- 
trechoquent (1 et 2) dans le référentiel de leur centre d'inertie (pour 
Pi + Pe = 0:s —= (e, + e.)*). Dans le canal IT un rôle analogue est 
joué par l'invariant t et dans le canal III, par l’invariant u. Ceci 
étant, les canaux I, III, III sont souvent appelés canaux s, tet u 
respectivement. 


1) Dans le cas général où le nombre de particules participant à la réaction 
n > 4, le nombre de variables invariantes fonctionnellement indépendantes, 
est égal à 3n — 10. En effet, on a en tout 4n quantités qui sont des composantes 
de nr quadri-impulsions g,. 11 existe entre elles n relations fonctionnelles qg? — 
= m£ et encore quatre relations données par la loi de ee = (0. 
Des valeurs arbitraires peuvent être données à six quantités d'après le nombre 
de paramètres déterminant la transformation de Lorentz généraie (rotation qua- 


dridimensionnelle générale). C'est pourquoi le nombre de variables invariantes 
indépendantes cest égal à 4n — n — 4 — 6 — 3n — 10 
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Il n’est pas difficile d'exprimer tous les invariants s, f, u moyen- 
nant les énergies et les impulsions des particules qui entrent en col- 
lision dans chacun des canaux. Considérons le canal s. Dans le ré- 
férentiel du centre d'inertie des particules 1 et 2, les composantes 
temporelles et spatiales des quadrivecteurs qg, sont données comme 
suit : 

Qi = Pi = (Ei, Pi); Qa= P2=(Ez —p,); 
Qs= — Ps—=(—Es —p), %—=—-P=(—8&; pi) (66,6) 


(l'indice s dont sont affectés p, et p, rappelle que ces impulsions se 
rapportent à la réaction dans le canal s). Alors il vient 


S— es €, = EE — Es + E4 (66,7) 
4sps = [s — (m, + m,)?] [s — (m, — m,)°], 
4sp —={[s—-(m;+m)1{[s— (m3 —m,)°]; 


U—h—s+4p,p; — <(m— m}) (m;— mi), 


(66,8) 


| (66,9) 
2u—h—s—4p,p;+—(mi—m;) (m;— mi). 


Dans le cas de la diffusion élastique (m, — ms, m,; = m,), on a 
|p,l = |p.l, si bien que e, — es, e, — e,. On obtient alors au 
lieu de (66,9) les formules plus simples 


t— —(p,—p;)= — 2p;(1—cos8,), 


u— — 2pl (14 cos 0,) + (e, — 2,7, ps 
où 0, est l’angle entre p, et p.. Notons que l’invariant —t traduit 
dans ce cas le carré de l’impulsion (tridimensionnelle) transférée lors 
de la collision. 

Des formules analogues pour les autres canaux s’obtiennent par 
un simple changement des notations. Pour passer au canal t il faut 
effectuer dans les formules (66,6) à (66,10) les substitutions s + £, 
2++3 et pour passer au canal u, les substitutions s > u, 2 4. 


$ 67. Domaines physiques 


En considérant les amplitudes de diffusion comme des fonctions 
des variables indépendantes s, £, u (liées par la seule relation 
S +t+u = h), nous nous heurtons à la nécessité de distinguer des 
domaines de leurs valeurs physiquement admissibles et physique- 
ment inadmissibles. Les valeurs susceptibles de répondre à un pro- 
cessus physique de diffusion doivent satisfaire à des conditions bien 
déterminées qui sont des conséquences de la loi de conservation de la 
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quadri-impulsion et du fait que le carré de chacun des quadrivec- 
teurs qg. est une quantité donnée: g£é = mé. 
Le produit de deux quadri-impulsions 


PaPb > May. (67,1) 
On a donc 
(Ga + 96) = (Pa + Pb) > (Ma + My)? 
Si Ga — Par 9b = Pb (OU G3— — Par Ib = — Pr), Où bien 
(Ga + 9b)°= (Pa — Pr) LM — Me)?, 


Si a = Par Ib — — P+- Il en résulte pour la réaction dans le canal 
S: 


(m,+m,)<s2>(m, + m,)?, 
(m—ms)>t<(m,— m,)?, (67,2) 
(m—m,)} zu<(m,— ms)? 


(des inégalités analogues sont également valables pour les réactions 
dans les canaux f et u). 

Pour déterminer les autres conditions, formons un quadrivecteur 
L, dual du produit de trois quelconques des quatre quadrivecteurs 
de» par exemple 


Li = eruvog 93e. (67,3) 

Dans le référentiel de repos de l’une des particules (par exemple, de 
la particule 1), g, = (gi, 0). Dans ce cas le vecteur L ne comporte que 
des composantes spatiales: L; — e;ox19 gg. Autrement dit, L 
est un vecteur du genre espace, de sorte que dans tout référentiel 
L?< 0. En développant le carré L?, on obtient la condition 

qi 12 GiQs 

JU 3  G:9s|[>0. (67,4) 

QU I 


Elle peut être exprimée moyennant les invariants s, £, u sous une 
même forme pour tous les canaux: 


stu > as + bt + cu, (67,5) 


ah= (mèmi— mim?) (m?+ mi mi m°), 
bh = (mm? — mim?) (m? + mi — mi— m}), Fe 
ch = (mimi — mimi) (mi + mi — mi — mi) 


(T. W. B. Kibble, 1960). 
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Pour la représentation graphique des domaines de variation des 
variables s, £, u il est commode d'utiliser des coordonnées dites trian- 
gulaires dans le plan dit de Mandelstam (S. Mandelstam, 1958). 
Les axes de coordonnées sont 
constitués par trois droites dont 
les points d'intersection sont 
les sommets d'un triangle équi- 
latéral. Les coordonnées s, t, u 
sont comptées suivant des direc- 
tions  perpendiculaires à ces 
trois droites (les directions po- 
sitives étant celles dirigées vers 
l’intérieur du triangle, comme 
il est indiqué par les flèches 
sur la figure 5): Autrement dit, 
à chaque point du plan corres- 
pondent des valeurs de s, £, u fi- 
gurées (avec des signes corres- 
pondants) par les longueurs des Fig. 9 
perpendiculaires abaissées sur 
les trois axes. La condition s + { + u — h est alors assurée en vertu 
du théorème de géométrie connu (si la hauteur du triangle équila- 
téral est égale à h) !). 

Considérons un cas important où au canal principal (s) correspond 
une diffusion élastique; dans ce cas, les masses des particules sont 
deux à deux égales 


M=ME=EmM M =ME=HbL. (67,7) 
Supposons que m > u. Dans la condition (67,5) on a 
h—2(m +u), a=c—0, b=(m — p°}, 


de sorte que 
suf > (m° — u°)°t. (67,8) 


La frontière du domaine déterminé par cette inégalité est constituée 
par une droite £ — 0 et une hyperbole 


su = (m°? — y°}® (67,9) 


1) En joignant le point P par exemple (fig. 5) aux trois sommets du triangle 
ABC, nous divisons ce triangle en trois triangles de hauteurs s, t, u ; en égalant 
la somme de leurs aires à l’aire du triangle ABC, on trouve l'égalité cherchée. 
Elle se démontre aussi de la même manière dans le cas où le point P se situe 
à l'extérieur du triangle ABC. 
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dont les deux branches se situent dans les secteurs u < 0, s<0, 
et s>0, u > 0; les axes s — 0 et u — 0 étant les asymptotes de 
l'hyperbole. Au lieu de (67,8) on peut écrire 


1>0, su>œ(m—p*)" ou {1<0, su< (m° — u°}?. 


En outre, en vertu des conditions (67,2) on devra encore tenir compte 
de l'inégalité s > (m + u)° pour le canal s et de u > (m + u)° 
pour le canal uv; après cela les autres inégalités sont automatique- 
ment vérifiées. On en conclut qu'aux canaux I, II, III (s, £, u) cor- 
respondent, comme on le dit, les domaines physiques hachurés sur 
la figure 6. 

Si p = 0 (les particules 2 et 4 étant des photons), la branche in- 
férieure de l’hyperbole est tangente à l'axe £ — 0 et les domaines 
physiques sont ceux représentés par la figure 7. 


u=0 Il s=0 


p 4 TZXZ ES 
u=(meyuf  s=(ms+u)? ZZ KS ZA 


s=(m-y)" u=(m-y )? CS 


Fig. 6 Fig. 7 


Si m = p, les frontières du domaine (67,8) dégénèrent en axes de 
coordonnées et les domaines physiques sont les trois secteurs montrés 


sur la figure 8. | | 
Dans le cas général où les masses des quatre particules sont diffé- 


rentes, l'équation 
stu = as + bt + cu (67,10) 
détermine une cubique dont les branches délimitent les domaines 
physiques des trois canaux comme l'indique la figure 9. Soit 
M>MZ>MsZ> NM. 
Alors, 
a>b>c,, a>0, b>0. 
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La courbe (67,10) coupe les axes.de coordonnées en des oints si- 
tués sur la droite 


as + bt + cu = 0. 


(voir lignes en traits interrompus de la figure 9). Selon le signe de c 
cette courbe passe comme l’indique la figure 9. Pour c << 0, le do- 
maine physique du canal u couvre une partie de la surface du trian- 
gle de coordonnées: autrement dit, 
dans ce cas les quantités s, £, u peu- 
vent être simultanément positives. 
Toutes les trois branches de la courbe 
frontière ont pour asymptotes les axes 
de coordonnées correspondants (il est 
aisé de s’en assurer en faisant dispa- 
raître dans l'équation (67,10) une des 
variables à l’aide de la relation s + 
+ t +u—h et en faisant tendre 
ensuite vers l'infini l’une des variables 
restantes). Dans le cas général, les con- 
ditions (67,2) n’apportent rien de nou- 
veau par rapport aux frontières éta- Fig. 8 

blies par l'équation (67,10). Les droi- 

tes correspondant aux signes d'égalité dans (67,2) ne coupent 
pas les domaines physiques couverts de hachures sur la figure 


Fig. 9 


9; certaines d’entre elles sont tangentes aux frontières de ces domai- 
nes en répondant aux valeurs extrémales des variables s, £ ou u dans 
le canal correspondant. 
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Dans le cas où la masse d’une des particules est plus grande que 
la somme des masses des trois autres particules (m, >> m, + ma + 
+ m,), il devient possible la formation, en plus des canaux I, 
11, III, d'un quatrième canal de réaction correspondant à la désin- 
tégration 


IV) 12 +3 +4. (67,11) 


Dans le référentiel de repos de la particule qui se désintègre, on a 
pour ce canal 


Qu = (My, 0), 2 = (— Es —Pr), a = (—Es —Ps), 
Qu = ( — Ex —Pi); 
Es + Es + E = My, Ps + Ps + Pi, = 0. 


Les invariants ont pour expressions 
s=m{—+m;— 2m,e,, 
t=mi+m;— 2m, (67,12) 
u—m;+m;{— 2m. 


On déduit maintenant de (67,1) 
(ms+m)<s<K(m,— m,)?, 
(nm, + mm) <LI<(m,— ms), (67,13) 
(nm, +ms) <u<(m — mi). 

Ainsi, tous les trois invariants sont positifs, c’est-à-dire que le do- 


maine physique du canal de désintégration se situe à l’intérieur du 
triangle de coordonnées. 


Problèmes 


1. Trouver les domaines physiques dans le cas des trois masses identiques : 
M mu M, Ms = Ms = M, mm L (par exemple, pour la réaction À + x —- 7 + 


7). 
Solution. L'équation (67,10) prend la forme 
stu = u? (m°—pu?}?, 
s+t+u—=3u?+ mi. 
Les domaines I, II, III sont délimités par des courbes de même forme (pour I: 
s>0,t<0,u<0 et d’une manière analogue pour les canaux Il et III). 
Si m > 3u, l'équation (1) comporte aussi une branche (courbe fermée) avec 


. 0,t> 0, u > 0 qui est la frontière du domaine physique du canal IV (fig. 
). 


(1) 
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2. Le même problème dans le cas de my; mm, mamu, ms — m4 = 0, 
m > u (par exemple, pour la réaction p + v —+ e + v). 
Solution. La condition (67,5) prend la forme 
stu > mius, 


s u = m? + 2. Les domaines physiques sont délimités par l'axe 
= 0 et deux branches de l'hyperbole tu = mu (fig. 11). 


Fig. 10 Fig. 11 


3. Le même problème dans le cas de m, = m; == m, m: = 0, m, ms pL avec 
m > 2u (par exemple, pour la réaction p + y —+ p + n°). 


Solution. L'équation des frontières (67,10) prend la forme 
stu—=a(s+u) + bt, 
ah = m'ut, bh=—= mt(2m— pt), hk = 2m° + pi. 
En faisant disparaître u, on obtient 
: b—a 
+( = 


+s—h) t+ = 0. 


21—0596 
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Lorsque s est donné, c'est une équation quadratique en t. Pour s > (m + x)? 
(le domaine du canal s), à chaque s correspondent deux valeurs négatives de 
t. Pour s = (m + pu)? ces deux racines de l'équation quadratique se confondent : 
t = —mp?/(m + ju). La frontière du domaine du canal s a la forme représentée 
sur la figure 12. La branche inférieure de la courbe frontière s'approche asym- 
ptotiquement de l'axe u = 0, alors que la branche supérieure coupe cet axe au 
point £ —= put/(u? — m°). 

Le domaine du canal u est symétrique par rapport au domaine du canal s et 
le domaine du canal t se situe comme il est montré sur la figure. 


$ 68. Développement en amplitudes partielles 


Une étape importante dans l’analyse de la réaction de la forme 
a+b—#c<+d (68,1) 


consiste à développer l'amplitude de diffusion en amplitudes partiel- 
les dont chacune correspond (pour une énergie totale e donnée) à une 
valeur déterminée du moment cinétique total J des particules dans 
le référentiel de leur centre d'inertie !). 

En d'autres termes, ces amplitudes partielles représentent les 
éléments de la matrice S dans une représentation en moments: 


(eJ'M'|IS|eJM). 


Le moment J et sa projection M sur l’axe des z donné étant conservés, 
la matrice S est diagonale suivant ces nombres (de même que sui- 
vant l’énergie e). Alors, en vertu de l’isotropie de l’espace, les élé- 
ments diagonaux ne dépendent pas de la valeur de M. Lorsque 
J, M, e sont donnés, la matrice de diffusion reste encore matrice par 
rapport aux nombres quantiques de spin ; nous écrirons les éléments de 
cette matrice sous une forme abrégée suivante 


(@JMN\ |S |eJMA)= (| S7(e) |A), (68,2) 


où À et À’ sont les ensembles des nombres quantiques de spin. Pour 
ces derniers il est naturel de prendre les hélicités des particules. 
Rappelons que l’hélicité (à la différence de la projection du spin sur 
un axe quelconque dans l’espace) se conserve pour une particule li- 
bre et qu’elle commute aussi bien avec l’impulsion qu’avec le moment 
cinétique de la particule ($ 16). On peut donc utiliser les hélicités 
tant dans une représentation en impulsions que dans une représenta- 
tion en moments de la matrice de diffusion. 

Nous appelerons amplitudes d'hélicité les éléments de la matrice 
S suivant les indices des hélicités et nous entendrons ainsi par À et 4” 
les ensembles des hélicités des particules initiales et finales: À — 
ne (A Av), À" = (À, Ra). 


1) La plupart des résultats exposés aux 56 68, 69 sont dus à M. Jacob et 
G. C. Wick (1959). 
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Dans une représentation en impulsions, les éléments de la matrice 
de diffusion sont déterminés par rapport aux états | enÀ) (où n — 
—= p/]|pl est le sens de l'impulsion de mouvement relatif dans le 
référentiel du centre d'inertie) et dans une représentation en mo- 
ments, par rapport aux états |eJ/MA). Ils s'expriment les uns au 
moyen des autres sous forme de développements 


LJMA) = \ InÀ) (nA]J MA) dos, (68,3) 


où l'intégration est étendue aux directions n (pour abréger nous omet- 
tons l'énergie e dans les symboles des états). Cette transformation 
étant unitaire (voir III, $ 12), les coefficients de la transformation in- 
verse s'écrivent 


(IMX | nÀ) = (nà [JMAŸ}. (68,4) 


Suivant la règle générale de transformation des matrices, ces mêmes 
coefficients déterminent la relation entre les éléments des matrices 
S dans les deux représentations: 


(n'À'|SIni) = È @'A'IJMN)(JMNISIJMA)(JMAINA). (68,5) 


Les coefficients du développement (68,3) peuvent être facilement 
trouvés à l’aide des résultats du $ 16. 

Supposons que les fonctions d'onde de tous les états sont expri- 
mées dans la représentation en impulsions, c’est-à-dire comme des 
fonctions de la direction de l’impulsion (pour une énergie donné): 
nous désignerons par v cette direction en tant que variable indépen- 
dante à la différence de la direction n qui est un nombre quantique 
d’état. Dans cette représentation la fonction d’onde prend la forme 
(16,2) 

Ya (v) = u(N60) (v — n). (68,6) 


L'introduction de (68,6) dans le développement (68,3) ramène 
ce dernier à un seul terme: 


Pr = (VAT MA) u@. (68,7) 


L'hélicité À, et À, de chacune des deux paticules se détermine 
comme la projection de son spin sur la direction de son impulsion. 
Si les impulsions des particules p, = p, ps = — p, pour la premiè- 
re particule c’est la direction de n et pour la seconde, la’ direction de 
—n. Si le système est considéré maintenant comme une seule parti- 
cule d’hélicité A dans la direction, n, on a A — À, — À. Sa fonce 
tion d’onde (dans la représantation en impulsions) peut s’écrire sui- 
vant (16,4) sous la forme 


Pran (v) = 00 DR (v) 7) LEE. (68,8) 


21 
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En comparant les deux expressions (68,7) et (68,8) (et en écrivant 
v au lieu de n), on obtient pour les coefficients cherches 


1 
(AIM) = ET DE (n). (68,9) 
En reportant ces coefficients dans (68,5), on obtient 


n'a 1Sin)= 3, HT DE (n°) DR (n) (A'1S1A), (68,10) 
JM 


NEREN, Net, 


où on a utilisé la notation abrégée (68,2). Prenons la direction n 
pour l’axe des z; alors 


Di (n) = 6am 
et l’expression (68,10) prend la forme 


(n'A'|S|nà) — 27 22° ") ISA). (68,11) 


On voit que le PR en amplitudes partielles comporte 
les fonctions D), comme coefficients. Pour une réaction de la for- 
me (68,1) il est commode de déterminer l'amplitude de diffusion f 
de telle sorte que la section efficace (dans le référentiel du centre 


d'inertie) soit égale à 
do = |(n'à'|f| nà)[? do” (68,12) 
(en comparant avec (64,19), on peut relier cette amplitude à l'élé- 


ment de matrice M,;). Ecrivons son développement en amplitudes 
partielles sous la forme 


(n'A'1finà)= D (27 +1) Dim (n') DÉX (n) A’ 1f/12), (68,13) 
JM 
ou encore, en prenant l'axe des z suivant la direction n: 
(n'a |fina)= D (27 +1) DE (n°) (A'IF IA. (68,14) 
J 


Cette formule généralise le développement ordinaire en amplitudes 
partielles au cas de la diffusion de particules à spin nul (voir III 
(123, 14). Vu que D) = PL, (cos 8), le développement (68, 14) 
se réduit, lorsque les spins sont nuls, au développement en polynô- 
mes de Legendre 


f (8) = 2 (2L +1) LP, (cos 0). 
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La section efficace (68,12) se rapporte au cas où toutes les parti- 
cules ont des hélicités déterminées. Si les particules sont dans des 
états de polarisation mixtes, la section efficace s'obtient en prenant 
Ja moyenne du produit 


(Acha|flAaÂe) (Ac |flAaÂs)* 
sur les matrices de polarisation de la densité des particules 


(A lP(®1Ac) (Asp) TAs) (AclpI TAC) (AGP TA) 


(voir note au bas de la page 215). C’est ainsi que pour la réaction en- 
tre les particules a, b, non polarisées avec formation des particules c, 
d également non polarisées, on obtient 


do 


RS — d J 
do = ET 2 2 (2J +1) (27° + 1) (Adalf lAaÀs) X 


* 


X (Aha)1f/" 1e)" Da (n°) DK (n) (68,15) 


(l'axe des z étant dirigé suivant n et le signe > désignant la 
(À) 
sommation sur À À4A.Ag). En remplaçant la fonction DYX sui- 


vant III (58,19) et en utilisant ensuite le développement III (110,2), 
on obtient finalement 


do Le , 
Warner 2 (T1) a: (2J + 1) (2J + 1) (Ackalf7 16) X 
AhalflAh)t D (2L »(, . o) x 0)? 0 
X (AcAglf” |AaAb) 2 +1) À 210 A' _À'0 z (cos 6) 


(68,16) 


(6 est l’angle entre n et l’axe des 2) ; la sommation sur L est étendue à 
toutes les valeurs entières qui apparaissent lors de l'addition vecto- 
rielle de J et J’. 

Le développement de l’amplitude de diffusion en amplitudes 
partielles tient complètement compte de toutes les propriétés de la 
distribution angulaire de la diffusion liées à la symétrie par rapport 
aux rotations dans l’espace. Toutefois, il ne tient pas compte, sous 
forme explicite, des propriétés liées à la symétrie par rapport de 
l’inversion de l’espace. L’invariance par P (si l'interaction en est 
douée) conduit à des relations bien déterminées entre diverses ampli- 
tudes d’hélicité (voir plus loin $ 69). 
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8 69. Symétrie des amplitudes d’hélicité de diffusion 


Les exigences imposées par la symétrie par rapport aux transfor- 
mations P, T, C (si, bien entendu, le processus donné d'interaction 
des particules a effectivement cette symétrie) font apparaître des 
liens déterminés entre les diverses amplitudes de diffusion d’hélicité 
et, par là même, réduisent le nombre d'amplitudes indépendantes!). 

Pour établir ces liens, voyons d’abord quelles sont les propriétés 
de symétrie des états d’hélicité d’un système de deux particules. 

Nous allons considérer les particules dans le référentiel de leur 
centre d'inertie. L’une d'elles possède l'impulsion p, = p et l’héli- 
cité À, par rapport à la direction p et l’autre, l'impulsion p, = —p 
et l'hélicité À, par rapport à la direction —p. Si les hélicités sont 
déterminées pour les deux particules par rapport à la même direction 
p, ce seront À, et — À. Elles seront décrites respectivement par 
des ondes planes d’amplitudes LB) et ul-A:). Quant au système de 


deux particules, il est décrit par une fonction BA (à plusieurs com- 
posantes) constituée par des produits des amplitudes u (1) et ua), 


En considérant maintenant le système comme une particule uni- 
que d'’hélicité À = À, — À, dans la direction n = p/|p |, nous pou- 
vons écrire la fonction d’onde (dans la représentation en impulsions, 
c’est-à-dire comme une fonction de n) pour l’état de valeurs déter- 
minées de J, M, À,, À. (ainsi que d'énergie totale e): 


2J +1 
pan, DE) (n)/ ZE, AAA (69,1) 


(cf. (68,8)). Comme A est la projection du moment cinétique total 
sur p, on doit avoir 


AIT. (69,2) 
En vertu de (16,14), l’inversion donne 
Puis) (n) = mumau a) (— n) = nan (— 1) 87e (n), 
(69,3) 


où 11, ne sont les parités intrinsèques des particules. En utilisant de 
même (16,10), on trouve la loi de transformation des fonctions (69,1) : 


Pyanas= Nae (— 1) bras ae (69,4) 


Si les deux particules sont identiques, il se pose la question de la 
symétrie par rapport à leur permutation. La permutation des parti- 


1) Le nombre lui-même d’amplitudes indépendantes ne dépend certes pas 


de la représentation concrète de la matrice S, il est le même quel que soit le 
choix des variables de spin. 
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cules signifie celle de leurs impulsions et de leurs spins. Pour éluci- 
der le sens de cette opération, lorsqu'elle est appliquée aux fonctions 
(69,1), notons que sa définition comporte une certaine asymétrie 
qui consiste en ce que les moments cinétiques des deux particules 
sont projetés sur la direction d’un seul et même vecteur p, = p qui 
est l'impulsion de l’une des particules (de la première). Après la 
permutation ce vecteur sera remplacé par le vecteur p, = —p; les 
projections des moments cinétiques j, et j, sur ce vecteur seront 
— À, et À, (au lieu des projections À, et — À, sur p). Aussi, le résul- 
tat de l'action de l'opérateur de permutation des particules (P,.) 
sur la fonction (69,1) pourra-t-il s’écrire comme suit 


A 


2J +1 
PysŸrans, — u(-hs-A)(_n) D (—n) 4 : 


(où, comme précédemment, .\ = À, — À.,). Puis, en utilisant (69,3) 
et (16,10), on trouve 


Pin, = (— 1)" "pra, (69,5) 


OU 5 = Ss = S. 

Pour des particules identiques ne sont admissibles que les états 
symétriques (pour les bosons) ou les états antisymétriques (pour les 
fermions) par rapport à la permutation. Puisque le premier cas se 
présente pour un spin s entier et le second cas, pour un spin demi-en- 
tier des particules, les états d'hélicité admissibles du système de deux 
particules peuvent s'écrire dans les deux cas sous forme de combinai- 
sons linéaires 


(+ (— 1) P2] ŸIMuAs 
ou encore, suivant (69,5), 


bomau +(— 1) branan (69,6) 


11 est remarquable que la forme de cette combinaison est la même 
pour les bosons et pour les fermions. 

Pour un système constitué par des particules et des antiparticu- 
les le résultat de la permutation s'exprime par la même formule 
(69,5). Toutefois, à la différence du cas des particules identiques, les 
états des deux symétries de permutation sont ici admissibles, c'est- 
à-dire les deux combinaisons 


D = ban E(—1) bras (69,7) 


Ces états possèdent des parités de charge C déterminées. L'opération 
de conjugaison de charge peut être représentée comme le résultat de 
la permutation complète de toutes les variables (de spin et de charge) 
de deux particules suivie de la permutation inverse des variables de 
spin (des hélicités). Le résultat de la première opération doit certes 
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coincider avec le résultat de la permutation dans le système de 
deux particules identiques. On en conclut que pour le signe supérieur 
dans (69,7) (qui coïncide avec le signe dans l’état (69,6) admissible 
pour des particules identiques) la parité de charge du système sera 
positive et pour le signe inférieur elle sera négative: 


Cp+ = + +. 


Enfin, considérons l'opération de renversement du temps. La 
fonction d'onde d'une particule au repos dont le spin est s et sa 
projection © se transforme par 


Ts =(— 1) 9%, -6 


(voir I11 (60,2)). La fonction d'onde de deux particules dans le réfé- 
rentiel de leur centre d'inertie peut être considérée (par rapport aux 
propriétés de transformation) comme une fonction d'onde d’une 
particule « au repos » de moment cinétique J et de sa projection Af. 
Quant aux hélicités À, À., elles restent inchangées : le renversement 
du temps change le signe des vecteurs impulsion et moment, de sor- 
te que les produits jp restent inchangés. Ainsi, 


T tom = (—1) human (69,8) 


Maintenant on peut écrire tout de suite les relations de symétrie 
pour les amplitudes d'hélicité. 
Si l'interaction est invariante par P, pour la réaction 


a+b—c+d 
doivent coincider (pour J et e donnés) les amplitudes de transitions 
lAcho)—+lAeha) et PA) PlAcha). 
Aussi, en utilisant (69,4), obtient-on 
(AealS 14e) = 10 (— 1) a UE AS, AIS 71 — hu — An). 
(69,9) 


Si au lieu des états d'hélicités déterminées on prend des états de pa- 
rités déterminées, c'est-à-dire les combinaisons 


1 
y 2 


(bomar, Æ P VI MA) 
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(où AA, = AA, où À Au), les amplitudes de transitions qui ne con- 
servent pas la parité s'annuleront. 

Le renversement du temps transforme chaque état conformément 
à (69,8) et en outre permute les états initiaux et finals. C'est pour- 
quoi l'’invariance par 7 conduit aux relations 


halS” (e) Ado) = AA lS” (e) A Au). (69,10) 


Mais ces deux amplitudes se rapportent à des processus différents 
(réactions directe et inverse). Ce n'est que dans le cas de la diffusion 
élastique que les deux processus se confondent en fait et les relations 
(69,10) expriment alors un lien déterminé entre les amplitudes d’hé- 
licité d'une même réaction. 

Lors de la diffusion élastique de deux particules identiques le 
nombre d’amplitudes différentes diminue encore du fait de la symé- 
trie de permutation. Nous avons vu que pour J donné les seuls états 
réalisés sont soit symétriques soit antisymétriques par rapport à À,, 
À,.. De ce fait, la conservation du moment cinétique signifie automa- 
tiquement la conservation de la symétrie par rapport à la permutation 
des hélicités. 

Une situation analogue se produit lors de la diffusion élastique 
d'une particule par une antiparticule (ou lors de la transformation 
d'une telle paire en une autre paire, c’est-à-dire dans une réaction 


de la forme a + a — b + b). Pour J donné il existe des états tant 
symétriques qu'antisymétriques par rapport à À,, À., mais à ces états 
correspondent des valeurs différentes de la parité de charge du 
système. Il en résulte que si l’interaction des particules est invarian- 
te par C, de sorte que la parité de charge se conserve, les transitions 
entre les états de symétrie différente par rapport à À,, À, sont inter- 
dites !). Soulignons pourtant la différence par rapport au cas des 
particules identiques, lorsque pour chaque J donné les états d’une 
des symétries sont en général absents. Dans le cas du système « par- 
ticule-antiparticule » ne sont interdites que les transitions entre les 
états de symétrie différente bien que ces états eux-mêmes existent 
(pour chaque J). 

L’invariance par CPT étant universelle, l’existence de l’invarian- 
ce par 7 signifie que l’invariance par CP existe elle aussi. Cette dernié- 
re conduit à l’égalité des amplitudes de deux réactions dont l’une 
s'obtient à partir de l’autre par remplacement de toutes les particu- 


La 


1) Une interdiction analogue peut aussi apparaître comme conséquence de 
l'invariance isotopique de l'interaction des particules non identiques. C'est ainsi 
que sont interdites, à cette invariance pres, les transitions entre les états de 
symétrie différente par rapport à À,, À, lors de la diffusion d'un neutron par un 
proton. 
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les par leurs antiparticules (et par changement de signe des hélici- 
tés) : 


(AclalS* Aus) = (AA IS IAA), (69,11) 


avec À = — À, ... 1). 

Le nombre d'amplitudes indépendantes est le même pour tous les 
canaux croisés d’une même réaction généralisée; dès lors, pour le 
déterminer, on peut considérer n’importe lequel des canaux. Ainsi, la 
diffusion élastique a + b —+ a + b et l’annihilation a + a —+ b + 
+ b sont décrites par un même nombre d'amplitudes indépendantes. 
Les restrictions imposées dans le premier cas par l’invariance par 7 
sont équivalentes à celles imposées dans le second cas par l’invariance 
par C. 

Arrètons-nous encore à la réaction de désintégration d’une par- 
ticule en deux particules : a — b + c. Dans le référentiel du centre 


d'inertie (le référentiel de repos de la particule a) on a p, = —p.. 
En multipliant par p, l'égalité jÿ, = js + j., on obtient 
Àa = Àp — À (69,12) 


(l'hélicité À, de la particule primaire est définie comme la projec- 
tion de son spin sur la direction de l'impulsion de l’une des particules 
secondaires). On peut dire que cette relation est une conséquence de 
la symétrie supplémentaire que possède ce processus : symétrie axiale 
autour des directions de p, et p.. Si le spin de la particule primaire 
Sa < Sb + SA la relation (69,12) réduit le nombre de collections pos- 
sibles des valeurs de À,,, À:, À. et, par là même, le nombre d’amplitu- 
des de désintégration d’hélicité indépendantes. Dans ce cas le mo- 
ment cinétique total J coïncide avec le spin s, de la particule pri- 
maire et est donc une quantité fixe. 

L’invariance par P lors de la désintégration s'exprime par la re- 
Jation 


S pb" 


8 
ghelS” 1Aa) = Re (— 1) 9 05e, — AIS "1 — A) (69,13) 
(on a utilisé ici en plus de (69,4) encore la loi de transformation de la 
fonction d'onde d’une particule (16,16)). 

Si la particule primaire est une particule neutre vraie, des restric- 
tions supplémentaires apparaissent si est conservée la parité C. 
Ici, trois cas sont à considérer. Si les produits de désintégration sont 
eux aussi neutres vrais, on doit avoir C,; = C&C,; cette condition 
soit interdit totalement la désintégration, soit est satisfaite sans 


*) Vu que ces deux amplitudes se rapportent à des réactions différentes 
qui ne peuvent donc pas interférer, le facteur de phase dans (69,11) serait dénué 
de sens et on peut le poser égal à 1. C'est seulement l'égalité des sections effi- 
caces résultant de (69,11) qui a un sens réel. 
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conduire à de nouvelles restrictions. Si les particules b et c sont diffé- 
rentes, l’invariance par C établit une relation entre les amplitudes 


des processus différents : a —b + c eta —+ b + c. Enfin, la désinté- 


gration a —+ b + b est soumise à la restriction liée à ce que lorsque 
la parité de charge C et le moment cinétique total J = s, sont donnés, 
le système ne peut se trouver que dans des états soit symétriques, soit 
antisymétriques par rapport aux hélicités, selon la parité du nombre 
J et le signe de C. 

L’invariance par CP conduit à l'égalité des amplitudes des désin- 


tégrations a —+ b + c et a—b+c: 
Gke 1S71 Aa) = (GA: IS" 1 À) (69,14) 


{avec À: — — À,, ... ), c'est-à-dire à l'égalité des probabilités 
de désintégration de la particule et de l’antiparticule. Si la particu- 
le peut se désintégrer de différentes manières (suivant des canaux dif- 
férents), cette égalité est valable pour chacun des canaux. Souli- 
gnons toutefois que ce résultat suppose l'observation de l’invariance 
par CP qui n’est pas une propriété universelle de la nature. C'est 
seulement l’invariance par CPT qui a un caractère d’universalité; 
cette exigence ne conduirait, par elle-même, qu'à l'égalité 


(Avke 1S71 Au) = (As [S°] AA: ), 


dont le second membre se rapporte au processus inverse de la désin- 
tégration. Nous verrons plus loin ($ 71) que la condition d'invarian- 
ce par CPT, associée à celle d’unitarité, conduit quand même à une 
certaine relation bien que plus restreinte entre les probabilités de 
désintégration de la particule et de l'’antiparticule. 


Problèmes 


1. En se servant de (69,6), établir Ja classification des états possibles d’un 
système formé de deux photons. 

Solution. Dans ce cas À,, À, = +1. Pour des J pairs (J => 0) la re- 
lation (69,6) admet trois états symétriques par rapport à À. : 

a) VymMirs D) VJM-1-1, €) ŸyMi-1 + ŸVyM-n. 
Pour des J impairs (tels que J => 1) est admis un seul état antisymétrique: 

d) ŸrMma-1 — ŸIM-11- 


ee ME c) et d) possèdent en même temps une parité déterminée (+1): d'après 
(62, 


P (PyMi-1  ŸyM-n)= + (—1) (ŸyM1-1 + ŸJM-A1) ; 


le facteur + (—1)” — 1 étant donné que le signe supérieur se rapporte aux 


valeurs paires et le signe inférieur, aux valeurs impaires de /. Quant aux états 
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a) et b), ils n’ont pas, de par eux-mêmes, de parité déterminée, mais en formant 
leur combinaison 


a”) VrMiaa + ŸJM-i-rr D’) ŸyMi1 — ŸJM-1-1 


on obtient des états pairs et impairs. Pour J = 0 n’est admis (en vertu de la 
condition | À, — Às | & J) que À, = À,, de sorte que l'état c) est éliminé et 
il ne reste qu un état pair et un état impair a’) et b’). Enfin, pour J = 1, le 
seul état admissible pour des J impairs, c'est-à-dire l'état d), est interdit par- 
ce que pour lui À = 2 > J. Ainsi, nous sommes conduits au tableau des états 
admissibles (9,5). 

2. A l'approximation non relativiste le moment cinétique total J du systè- 
me est Je résultat de l'addition du spin S et du moment orbital L. Trouver le 
ns entre les états | JLSM) et | JMA,À,) pour un système de deux particu- 
es. 

Solution. Suivant la règle de formation des fonctions d'onde on a lors 
de l'addition des moments 


VuLsM = D (bios Vaso, (0102 1 SMs)} Vrar, (MLMs | JM). (1) 


Ici, #9 sont les fonctions propres du spin s de projection © (sur l'axe des z fixe), 
LM, les fonctions propres du moment orbital L de projection ML ; l'expression 


entre accolades correspond à l'addition de s, et s, dans S, après quoi S est ajou- 
té à L dans J ; la sommation s'effectue sur tous les indices m. Exprimons toutes 
les fonctions dans la représentation en impulsions comme des fonctions de la 
direction n (de l'impulsion p = P) et exprimons les fonctions 1,4, à l’aide de 
III (58,7) au moyen des fonctions des états d’hélicités 4, : 


Vs,o; a > DE, (n) Vna° 
À: 
s,0: — >. D. (n) Pan, — Àge 
À 
Quant à la fonction ŸLML on a 
L 


; 2 1 
Vi = YLM (n)= il V _ DOM (n) 


(on a utilisé III (58,25) et la relation de définition (16.5)). Reportons ces fonc- 
tions dans (1) et utilisons deux fois le développement III (110,1) ainsi que la 
propriété d'orthogonalité des coefficients de Clebsch-Gordon 111 (106,13). 
On obtient finalement #yLsx sous forme de développement 


ŸJLSM = > Vrmaias Mk: | JLSM), (2) 


2J + 1 
VrMs = Voa, Va, - AM (0) ARE * A=h—h 


et les coefficients 
(JMiihe | JLSM) = 


= ts VOLE nf SE (à _;). © 
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La transformation (2) étant unitaire, il vient 


$ 70. Amplitudes invariantes 


Les amplitudes d'’hélicité sont considérées dans un référentiel dé- 
terminé, celui du centre d'inertie. Or, pour l'évaluation des amplitu- 
des de diffusion à l’aide de la théorie invariante des perturbations 
(ainsi que pour l’étude de leurs propriétés analytiques générales), il 
est commode d'écrire les amplitudes sous forme explicitement inva- 
riante. 

Si les particules participant à la réaction ne possèdent pas de 
spin, l'amplitude de diffusion dépend uniquement des produits inva- 
riants des quadri-impulsions des particules. Pour une réaction de la 
forme 


atb—c+d (70,1) 


on peut prendre pour ces invariants deux quelconques des quantités 
s, t, u définies au $ 66. L’amplitude de diffusion se réduit alors à une 
seule fonction M},; = f (s, t). 

Si les particules sont douées de spins, il existe, en plus des inva- 
riants cinématiques s, {, u, encore des invariants qu'on peut former à 
partir des amplitudes d'onde des particules (bispineurs, quadriten- 
seurs, elc.). Les amplitudes de diffusion doivent ètre alors de la forme 


Mj5= X fn (s, t)F,, (70,2) 


où F, sont des invariants qui dépendent linéairement des amplitudes 
d'ondes de toutes les particules participant à la réaction (ainsi que 
de leurs quadri-impulsions). Les coefficients f, (s, f{) sont appelés 
amplitudes invariantes. 

En choisissant les amplitudes d'ondes de telle sorte qu'elles cor- 
respondent à des particules d'hélicités déterminées, nous obtenons 
des valeurs déterminées des invariants F, = F, (À;, À,). Les ampli- 
tudes de diffusion d'hélicité seront alors représentées par des combi- 
naisons linéaires homogènes des amplitudes invariantes f,. Il en ré- 
sulte que le nombre de fonctions indépendantes f, (s, t) est égale à 
celui d’amplitudes d’hélicité indépendantes. Le nombre de ces der- 
nières étant facile à déterminer (comme il a été expliqué au $ 69), 
le problème de la formation des invariants F, s'en trouve facilité 
puisqu'on connaît d'avance combien il y en a. 

Analvsons quelques exemples. Nous supposons loujours que l'in- 
leraction est invariante par 7 et par P. La dernière propriété signifie 
que les invariants #, doivent tre des scalaires vrais (et non des pseu- 
du-scalaires). 


334 MATRICE DE DIFFUSION [Cb. VII 


Diffusion d'une particule de spin O par une particule de spin /, 

Pour calculer le nombre d’invariants ou, ce qui revient au mé- 
me, le nombre d’amplitudes d'’hélicité indépendantes, remarquons 
que le nombre total d'éléments de la matrice S+ (c’est-à-dire le nom- 
bre de différentes collections des nombres À, À,, À, À;) est dans ce 
cas égal à 4 (4 = À; = 0, À, = À; = + !/,). Compte tenu de l'in- 
variance par P le nombre d’éléments indépendants se réduit à deux 
après quoi la prise en compte de l’invariance par 7 n’affecte plus ce 
nombre. 

En tant que deux invariants indépendants on peut prendre 


F,=uu, F,=u(yX)u, (70,3) 


où u = u (p),u’ = u (p') sont des amplitudes bispinorielles des fer- 
mions initial et final respectivement; À — k + k', k et k” étant les 
quadri-impulsions des bosons initial et final ?). 

L'invariance par T des grandeurs (70,3) devient évidente si l'on 
remarque que les produits u’u et u'yku se transforment par renver- 


sement du temps suivant la même loi (28,6) que les opérateurs pp 


et byb dont ils sont les éléments de matrice : le produit u’u est in- 


variant de par lui-même et le quadrivecteur u'yu se transforme sui- 
vant la loi 


Yu + u'y0u, L'yu —> — u'yu. 


Les quadri-impulsions se transforment de la même manière (°, K)-- 
—+ (9, —K) et donc le produit scalaire F, = K, (u'yhu) est inva- 
riant. 


Diffusion élastique de deux particules identiques de spin /, 


Pour calculer le nombre d’amplitudes d’hélicité indépendantes, 
il est commode de partir des combinaisons linéaires des états d’hé- 
licité : 
Vie ou Vus + Ÿ_: V2g = %Ÿ,, — p__tVs — Ÿ,- + Ÿ,, Vu — ÿs-— d.; 


1) 11 semble à première vue que l'on puisse former encore un invariant de 
la forme u’o,,k"k Vu (les matrices o,, sont définies par (28,2)). Mais il est 
aisé de s'assurer qu’un tel invariant se réduit aux invariants (70,3) si l’on tient 
compte de la loi de conservation k’ = p + k — p’ et des équations 

(vP)u = mu, u’ (yp') = mu’ 
que satisfont les amplitudes bispinorielles. 
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où les indices + indiquent les valeurs des hélicités ( + !/,) de deux 
particules. Les états 1£, 2g, 3g sont pairs et l’état uw est impair par 
rapport à la permutation des particules. C’est pourquoi les transi- 
tions g «+ u sont iterdites, de sorte que compte tenu de la symétrie 
de permutation il ne reste que 16 — 6 — 10 éléments de matrice. 
Par rapport à l'inversion P les fonctions des états ,,, Wa, et Ye, 
ont des parités opposées ; l'interdiction des transitions entre ces états 
diminue jusqu’à six le nombre d’amplitudes indépendantes. Enfin, 
l’invariance par 7 conduit à l'égalité des amplitudes des transitions 
1g — 3g et 3g —+ 18, de sorte qu’il ne reste que cinq amplitudes indé- 
pendantes. Pour les cinq invariants indépendants on peut prendre 


F, = (u;u,) (uiu.), F, = (u'ysu,) (u;yu), 


F;=(u;vu,)(uvu), F,=(uiyeysu,) (uyivsu), (70,4) 
Fs= (u;ohvu,) (u;o,,u:), 


où u,, u, Sont les amplitudes bispinorielles des particules initiales et 
u,, u, celles des particules finales. La permutation des particules 
initiales (ou finales) ne conduit pas à de nouveaux invariants: les 
nouveaux invariants s'expriment au moyen des anciens (problème 
du $ 28). Mais l’expression (70,2) avec F, donné par (70,4) ne tient 
pas compte, sous forme explicite, de l'exigence que la permutation 
de deux fermions identiques doit changer le signe de l’amplitude de 
diffusion. L’expression satisfaisant à cette exigence peut s’écrire 
sous la forme 


M}; = [(u;u,) (u;u.) fi (t, u)— (u;u,) (u;u2) fau, t)]+... (70,5) 


Lorsqu’on permute p; et p, (ou p, et p.), les invariants cinématiques 
se transforment comme suit: S—>s, {> u, u —+t, si bien que l’exi- 
gence indiquée est automatiquement satisfaite. 


Diffusion élastique d'un photon par des particules de spin O et /, 


Il est judicieux d’exprimer l’amplitude de ces processus à l’aide 
des quadrivecteurs unitaires du genre espace et), el?) qui satisfont aux 
conditions 


e12—e@22— 1, eaÿe2—0, 


e(1)k = e{2)k — O, e(1)k" — et2)k%" — 0 (70,6) 

(pour chacun de deux photons ces quadrivecteurs peuvent servir de 

quadrivecteurs unitaires normaux à l’aide desquels on réalise une 

description invariante de leurs propriétés de polarisation, voir 
8). 
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Soient k et À” les quadri-impulsions initiale et finale du photon 
et p, p', les mêmes impulsions de la particule diffusante. Considérons 
les quadrivecteurs 

P=p+pi-k 


? 


70,7 
N'=— eauveP,,q,K,, ( ) 


K=k+k, qg=p—-p=k"—k. 


I] est évident qu'ils sont orthogonaux entre eux. Ils sont également 
orthogonaux aux quarivecteurs #, q et donc à k, k’. Etant orthogo- 
naux au quadrivecteur du genre temps X (4? — 2kk' > 0), ils 
sont eux-mêmes du genre espace (en effet, dans le référentiel où 
K = 0, il résulte de XP = 0 que P, = 0 et donc P*° << 0). En nor- 
malisant P et N, c'est-à-dire en formant 


À À 
ain = NT k an = 2" (70,8) 


V =" V =F 
on obtient une paire de quadrivecteurs qui présentent toutes les 
propriétés exigées. Notons que «{% est un vecteur vrai et el est un 
pseudovecteur. 

Ecrivons l'amplitude de diffusion du photon sous la forme 


M,:= Fete, (70,9) 


en y explicitant les quadrivecteurs polarisation e et e’ des photons 
initial et final. 

L'hélicité du photon ne prend que deux valeurs ( + 1). Cela 
signifie que pour la diffusion du photon par une particule de spin 0 
le nombre d'amplitudes d'’hélicité indépendantes est le même que 
pour la diffusion mutuelle des particules de spin 0 et !/,, c'est-à-dire 
égal à deux. Le tenseur F## intervenant dans (70,9) doit être formé 
uniquement à partir des quadri-impulsions des particules. Il peut 
s'écrire sous la forme 


FM = feel + fet2ne2u, (70,10) 


où f,, /. sont des amplitudes invariantes. Insistons sur le fait que le 
tenseur FH ne saurait contenir un terme avec le produit «a! eu, 
car celui-ci est un pseudo-tenseur et, étant introduit dans (70,9), 
il donnerait un pseudo-scalaire. 

Enfin, considérons la diffusion d'un photon par une particule de 
spin !/,. Pour évaluer le nombre d amplitudes d'hélicité indépendan- 
tes, remarquons que le nombre total d’éléments de la matrice S’ 
est dans ce cas égal à 16 (l’hélicité de chacune des deux particules 
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initiales et de deux particules finales prend deux valeurs). L'exigen- 
ce de l’invariance par P diminue ce nombre jusqu'à huit après quoi 
l'exigence de l’invariance par T le porte à 6. 

Mettons dans ce cas le tenseur FM sous la forme 


Fan = Go (ek 4 -+ eff) + Gs (ele + el) + 
+ Ga (ete — fe) + Ga (eftelt — ele), (70,11) 
où Go, G;3 sont des scalaires vrais et G;, G, des pseudo-scalaires. Les 


uns et les autres sont bilinéaires par rapport aux amplitudes bispino- 
rielles des fermions x (p') et u (p),c'est-à-dire sont de la forme 


Gn = u (p') Qn u (p). (70,12) 


La forme générale des matrices (suivant les indices bispinoriells) 
Q, est la suivante: 


Qo=fit+f2(vA), Qi=Ylfs+ fi (YK)], 
Q=V fs + fe (YA), Qs=f1+ fe (YA), 


où À — k + k’. Les coefficients f1, . . ., f, sont des amplitudes in- 

variantes qui sont ici au nombre de huit (au lieu de six exigées) 

parce qu'on n'a pas encore tenu compte de l'exigence d'invariance 
ar Z. 

: Le renversement du temps permute les quadri-impulsions initia- 

les et finales des particules tout en changeant les signes de leurs com- 

posantes spatiales: 


(ko, k)<(k, —k), (Pos P)+ (per —p')- (70,14) 


Les quadrivecteurs polarisation des photons se transforment comme 
suit 


(70,13) 


(eo, e)<>(e9, —e'*) (70,15) 
(cf. (8,11a)), de sorte que 
(eies, eï*es, ei*es)—»(eiten, — ee, etes). 
En vertu de la dernière transformation, la condition d’invariance de 


l’amplitude de diffusion (70,9) est équivalente à l'exigence suivan- 
te : 


(Foos Fior Fix) + (Foos — Fois Fi)- 
D'un autre côté, les substitutions (70,14) ont pour conséquence 
(Ko, K)—+ (45, —K), (dos 4) —(— or 4), 
(Pos P)—+ (Pos —P), (Nos N)—+ (No —N), 
de sorte que 
(eh 2, ett’ 2) (er, — et. *): (70,16) 
22—0596 
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De l'expression (70,11) il résulte donc les substitutions suivantes: 
Go.1,3—7 Go1,ss G2 7 — G2. 
Mais le renversement du temps entraîne 
v'yu—u'yqu, u'y(yA)uu'ys(yA)u, 


comme cela résulte des lois de transformation des formes bilinéaires 
pseudo-scalaires et pseudo-vectorielles dans (28,6). Les expressions 
(70,12) et (70,13) montrent donc qu’en vertu de l’invariance par 7 
l'amplitude de diffusion doit étre égale à 


fs = fe = 0. (70,17) 


$ 71. Condition d’unitarité 


La matrice de diffusion doit être unitaire: SS+ — 1 ou, en élé- 
ments de matrice: 


(SS*)y= 2 SjnSin = 8pr, (71,1) 


où l'indice z numérote tous les états intermédiaires possibles ?). 
C'est la propriété la plus générale de la matrice S, qui assure la con- 
servation de la normalisation et de l’orthogonalité des états lors de 
la réaction (cf. III, $$ 125, 144). Notamment, les éléments diagonaux 
de l'égalité (71,1) expriment tout simplement le fait que la somme 
des probabilités de transition d’un état initial donné à tout état fi- 
nal est égal à l'unité: 


2 ISnil?= 1. 
En reportant dans (71,1) les éléments de matrice sous la forme 
(64,2), on obtient 
Ta Ti=i(2n) » OO (P,—P,)T,nlin = 


—i(2n) D SO (P,—P,)ThTui (71,2) 


Les deux formes équivalentes du second membre de l'égalité s’obtien- 
nent en écrivant la condition d’unitarité respectivement sous la for- 


me S$+ — 1 ou $+$ — 1 qui diffèrent l’une de l’autre par l’ordre 
des facteurs $ et S+. 


1) Le sens concret du symbole 6;, dans (71,1) dépend certes du choix concret 
des nombres quantiques et de la normalisation des fonctions d'onde du système. 


I1 doit être défini de telle sorte que l'on ait D 6j = 1. 
1 
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Notons que le premier membre de cette égalité est linéaire et 
que son second membre est quadratique en éléments de la matrice 
T. Aussi, lorsque l’interaction comporte un petit paramètre (comme 
par exemple l'interaction électromagnétique), le premier membre 
sera du premier et le second membre, du deuxième ordre de petitesse. 
A la première approximation le second membre peut donc être né- 
gligé et alors 


Tu=Tty, (71,3) 


c'est-à-dire que la matrice TZ est hermitienne. 

Pour pouvoir donner à la condition d’unitarité (71,2) une forme 
plus concrète, il convient de préciser ce qu’on entend par sommation 
sur n. Faisons-le pour la collision de deux particules en supposant 
que les lois de conservation n’autorisent que la diffusion élastique; 
alors tous les états intermédiaires dans (71,2) seront eux aussi « à 
deux particules ». La sommation sur ces états signifie l'intégration 
sur les impulsions intermédiaires p;, p; et la sommation sur les 
nombres quantiques de spin (par exemple sur les hélicités) des deux 
particules que nous noterons À”: 


_ 


V?d pp; 
= | re 2. 
ñn À° 
En faisant disparaître les fonctions Ô par le même procédé qu'au 
& 64, on obtient la condition d'unitarité « à deux particules » sous 
la forme suivante: 
iv? Ip "A0" 
Ti = nr > JL | TinT'int,€; d0”, 
où p est l'impulsion et €, l’énergie totale dans le référentiel du centre 
d'inertie. Le volume de normalisation disparaît dans cette relation 
lorsqu'on passe des amplitudes T;; aux amplitudes M}; conformé- 
ment à (64,10): 
i Ipl » 
Ma-Mi=s > | MM, dor. (74,4) 


e 


Définissons l’amplitude de diffusion élastique de telle sorte que 
do = |{n'4” |f| nà)[? do (71,5) 


(n, n” etant les directions des impulsions initiale et finale, À, À’, 
les nombres quantiques de spin initiaux et finals). La comparaison 
avec (64,19) montre que 

ras A 1 
(n À [f| nÀ) = Bre 


M: (71,6) 


22° 
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et la condition d’unitarité (71,4) prend la forme 
(n'A" [fl nA) — (n2 |f| n°477 — 


<< y | (n'4" [fl n°"A") (nA Ifln'A">* do", (71,7) 
À” 
qui généralise la formule connue de la théorie non relativiste III 
(125,8). 

On appelle amplitude de diffusion élastique à angle zéro l’élé- 
ment de matrice diagonal 7';, dans lequel l’état final des particules 
coincide avec l’état initial !)}. Pour cette amplitude la condition 
d'unitarité devient 


21m Ti (22) D ITinl2 89 (P;— Pa). (71,8) 


ñn 


Le second membre de cette égalité ne diffère que par un facteur de 
la section efficace totale de tous les processus possibles de diffusion à 
partir de l’état initial donné i; désignons cette section efficace par 
ot. En effet, en sommant la probabilité (64,5) sur les états f et en di- 
visant par la densité de flux ÿ, on trouve 


ce = ETS ITin12 860 (Ps — PA), 


de sorte que 


mue 0 


Le volume de normalisation y disparaît après le remplacement 
Ti = Mhul(2e, V -2e,V) (e,, e, étant les énergies des particules dans 
le référentiel du centre d'inertie) et l'introduction de j donné par 
(64,17) : 

Im M;,;, =2|pleot. (71,9) 


Cette formule traduit le contenu du théorème dit optique. Si l’on in- 
troduit l’amplitude de diffusion élastique (71,6), elle prend sa forme 
habituelle 
Im (nà 1f1 mA) = 0, (71,10) 
(cf. III (142, 10)). 
Si la matrice S est donnée dans la représentation en moments 
(amplitudes partielles), en vertu de sa diagonalité suivant J, la 


1) Soulignons qu'il s’agit précisément des éléments de la matrice 7 et non 
pas de S, c'est-à-dire que l’élément diagonal est pris après que la matrice unité 
est éliminée de S. 
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condition d'’unitarité s'écrit séparément pour chacune des valeurs de 


C'est ainsi que dans le cas où seule la diffusion élastique est 
possible, la condition d'’unitarité est de la forme 


2 A [SI A") ÇA [SI ADS — 6 (71,11) 


En vertu de l’invariance par 7, la matrice de diffusion élastique est 
symétrique (cf. (69,10)) et donc peut être réduite à la forme diagona- 
le. Après cela la condition d’unitarité exige que le module des élé- 
ments diagonaux soit égal à l’unité; on convient de les écrire dans 
ce cas sous la forme 


S%—= exp (2iô,,), (71,12) 


où Ô;h sont des constantes réelles, fonctions de l'énergie (l'indice nr 
numérote les éléments diagonaux pour / donné). Dans le cas général 
où le nombre  d’amplitudes indépendantes est supérieur au rang 
de la matrice S+ (carrée), les coefficients de la transformation qui 
assure la diagonalisation de la matrice S7 dépendent de J et de E 
(en plus des valeurs principales de la matrice ces coefficients contien- 
nent encore des quantités indépendantes équivalentes à V quantités 
initiales). Mais si le nombre NW coïncide avec le rang de la matrice 
ST (et donc avec le nombre de ses valeurs principales), les coeffi- 
cients de diagonalisation sont universels. Dans ce cas les états dia- 
gonalisants sont des états de parités déterminées (mais bien entendu 
sans hélicités déterminées.) 

La condition (71,11) exprimée à l’aide des amplitudes partielles 
(À" |f7 |A) est de la forme 


QIFTA— GA IF ANS = 2i Ipl D QIFTAD GA IFTANS, (71,13) 


comme il est facile de s’en assurer en introduisant dans (71,7) le 
développement (68,13) et en tenant compte de l'orthonormalité des 
fonctions D. Dans le cas de l’invariance par 7 la matrice (À’ | f* | À) 
est symétrique et l'expression (71,13) prend la forme 


Em (4° 1f1 = pl 4" 1ff #10). (71,14) 

Si la matrice est diagonalisée, ses éléments diagonaux s’écrivent 
1 à 1 ; ; 

jf} — Ip (exp (2iô,,) — 1) Ip exp (iô;hn) sin Ôyn- (71,19) 


Enfin, indiquons quelques conséquences qui résultent de la con- 
dition d'unitarité associée à l’existence d'’invariance par CPT. 
En vertu de cette dernière 


Tui=Tr (71,16) 
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où à et f sont des états qui diffèrent des états à et f par remplacement 
de toutes les particules par leurs antiparticules (ainsi que par chan- 
gement de signe de tous les vecteurs moments, les impulsions étant 
inchangées). Notamment, pour les éléments diagonaux on a 


Tu=T: 


11 résulte donc de (71,8) ou (71,9) que la section efficace totale de tous 
les processus possibles (pour un état initial donné) est la même pour 
les réactions entre particules et les réactions entre antiparticules. 

En particulier, les probabilités totales de désintégration (c’est- 
a-dire les durées de vie) d’une particule sont égales à celles de son 
antiparticule. Ces résultats (ainsi que l'égalité des masses de la par- 
ticule et de l’antiparticule, $ 11) sont des conséquences fondamentales 
de l’invariance par CPT des interactions. Rappelons (voir fin 
du $ 69) que la même affirmation pour chacun des canaux de désin- 
tégration possibles considéré séparément exige aussi l'observation 
de l'invariance par CP. 


Problème 


En partant de la condition d’unitarité, trouver la relation entre les phases 
des amplitudes partielles de photocréation de pions pee des nucléons (y + N — 
—— x + N) et de diffusion élastique de pions par des nucléons (x + N — x+ 

+ N); ce faisant, tenir compte du fait que la diffusion xW est liée aux inter- 
actions fortes, et la photocréation et la diffusion yW, aux interactions électro- 
dt 
Solution. Désignons les amplitudes partielles 


(ANISIN)= Say, GNISIYN)= Sy, (AN ISIaN) = San 


ee indices de J et des hélicités sont omis). La photocréation étant un processus 
u premier ordre et la diffusion yN, un processus du second ordre en charge e, 
on a Sr, — €, S,, — 1 — ei. Quant à l'amplitude S;:, elle ne contient pas de 
petits paramètres. A des termes —e près, les conditions (71,1) donnent 


SarS y + SaxrS x A Savr+SanS$x— 0, (1) 
SavS %y + SanS%x A SarS rx —=1 (2) 


(le symbole 1 figurant au second membre de l'égalité (2) doit être interprété 
comme une matrice unité suivant les variables de spin). En vertu de l’invariance 
par 7,la matrice S:4 est symétrique et S.; — $:,. Prenons la matrice S, 

sous forme diagonale, c'est-à-dire par rapport à des états du pion de parités 
déterminées; il résulte alors de (2) que les éléments diagonaux ont la forme 


e210x avec différentes constantes 6... Puis on trouve à partir de (1) pour chacun 


des éléments de la matrice S,. : 
Say 2i6 
Sn 
xy 
d'où 
10 
Snv=+lSxylie *. 


Ainsi, la eg de l'amplitude partielle de photocréation (vers un état de parité 
déterminée) se détermine par la phase de la diffusion xW élastique. 


343 


CHAPITRE VIII 


THÉORIE INVARIANTE DES PERTURBATIONS 


$ 72. Produit chronologique 


Les probabilités de divers processus se déroulant lors de la colli- 
sion des particules dont l'interaction peut être considérée comme 
faible, se calculent à l’aide de la théorie des perturbations. Sous sa 
forme ordinaire (pour la mécanique quantique non relativiste) cette 
théorie a toutefois l'inconvénient de ne pas expliciter les exigences 
d'invariance relativiste. Bien que son application à la résolution des 
problèmes relativistes donne finalement un résultat qui satisfait à 
ces exigences, la forme non invariante des formules intermédiaires 
complique notablement les calculs. Le présent chapitre est consacré 
au développement d’une théorie relativiste conséquente des pertur- 
bations, exempte de cet inconvénient; elle a été élaborée par 
R. P. Feynman, 1948-1949. 

Ayant en vue une description en seconde quantification du syste- 
me, nous désignerons par ® sa fonction d'onde dans l’«espace » 
des nombres d'occupation des divers états des particules libres. 


L'hamiltonien du système H — À + Y, où Ÿ est l' opérateur d'in- 
teraction. Soient ®, les fonctions propres de l'hamiltonien non per- 
turbé; chacune d'elles correspond à certaines valeurs déterminées 
de tous les nombres d'occupation. Une fonction ® quelconque est 
représentée par le développement ® — S'CnDn. Alors l'équation 
d'onde exacte 


1 —(H+ VD (72,1) 
sera représentée par un système d'équations pour les coefficients 
iCn = D VameitEn-Emt Cu, (72,2) 


où V,m sont des éléments de matrice, indépendants du temps, de 


l'opérateur Y, et E,, les niveaux d'énergie du système non perturbé 
(cf. III, $ 40). 
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De par sa définition l'opérateur Ÿ ne dépend pas explicitement 
du temps. Quant aux quantités 


Vum (4) = Vame En Em! (72,3) 


elles peuvent étre considérées comme des éléments de matrice de 
l'opérateur 


V (t)= exp (iHot) Vexp(— iHot) (72.4) 
qui dépend du temps. On dit que c’est un opérateur dans la repré- 
sentation d'interaction (à la différence de l’opérateur de Schrôdinger 


initial V qui ne dépend pas du temps !). En désignant maintenant 
par l’ancienne lettre ® la fonction d'onde dans cette nouvelle repré- 
sentation, écrivons les équations (72,2) sous la forme symbolique 


i® = V (1) D. (72,5) 


Toute la modification de la fonction d'onde dans cette représenta- 
tion est liée uniquement à l’action de la perturbation, c'est-à-dire 
correspond à des processus dus à l'interaction des particules. 

Si D (t) et D (t + ôt) sont les valeurs de ® à deux instants infi- 
niment voisins, elles sont liées, en vertu de (72,5), par la relation 


D{tL 0e) = [1 — ide. V (1)] D () = exp [ — iôt- V (4)] P (#). 


Par voie de conséquence, la valeur de ® à un instant f{,; quelconque 
peut être exprimée par sa valeur à un certain instant initial £; (t, > 


li): 
1 > 
æ(4)= Î] exp 1— iôta-Ÿ (1) ©) (72,6) 


où le signe IT désigne la limite du produit par rapport à tous les in- 
tervalles infinitésimaux ôt, compris entre t; et t,;. Si V (£) était une 
fonction ordinaire, cette limite se réduirait simplement à 


1, 


exp (-< \ wat). 


tj 


1) Soulignons que la définition (72,4) fait intervenir un hamiltonien non 


perturbé /{,, ce qui la diffère de la représentation de Heisenberg des opérateurs 
dans laquelle 


VH (t)-exp (iHt) V exp (—iHt) 
(voir 111, 8 13). 
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Mais une telle réduction est basée’sur la commutativité des facteurs 
pris à des instants différents, supposée lors du passage du produit 
dans (72,6) à la sommation dans l’exponentielle. Pour l'opérateur 


V (t) une telle commutativité n'a pas lieu et la réduction à une inté- 
grale ordinaire est impossible. 
Ecrivons (72,6) sous la forme symbolique 


Ja 
\V «) a} a (£,), (72,7) 


i 


DU Texp{ —: 


t 


où T est le symbole de chronologisation désignant une séquence dé- 
terminée (« chronologique ») des instants de temps dans les facteurs 
successifs du produit (72,6). Notamment, en posant f{; —> —oo, 
{y — oo, on obtient 


D (+ 00) = SD (— co), (72.8; 
où 
S=T exp di \ y (t) 7 | (72,9) 


Le sens de l'écriture (72,7) à (72,9) de la solution formellement 
exacte de l'équation d'onde consiste en ce qu'une telle écriture per- 
met d'écrire facilement une série qui représente le développement en 
puissances de la perturbation: 


s-> CT Ÿ a ÿ a .. Ÿ an » 


7 TV) (2)... V(a)} (72,16 


Ici, dans chaque terme la k-ième puissance de l'intégrale est écrite 
sous la forme d’intégrale k-uple, et le symbole T signifie que dans 
chaque domaine de valeurs des variables £,, £,, . . ., t, les opérateurs 
correspondants doivent être disposés dans l’ordre chronologique, de 
droite à gauche, dans l’ordre des valeurs croissantes de t !). 

La définition (72,8) montre clairement que si avant la collision 
le système était à l’état D; (un certain ensemble de particules libres), 
l'amplitude de probabilité de sa transition à l’état O, (un autre en- 
semble de particules libres) est l'élément de matrice S,;. En d'au- 
tres termes, la matrice S est constituée par de tels éléments. 


1) L'établissement des règles de la théorie relativiste des perturbations à 
l'aide du développement (72,10) appartient à F. Dyson, 1949. 
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L'opérateur d'interaction électromagnétique a déjà été écrit au 


& 43: 


Ve (j) dir. (72,14) 
En l’introduisant dans (72,9), on obtient 
Ê=T exp { —ie \ (54) dix} . (72,12) 


Un fait important est que l'opérateur (72,12) est un invariant rela- 
tiviste. Ceci résulte de la scalarité de l’expression sous le signe d'in- 
tégration, du caractère invariant de l'intégration sur dr et du carac- 
tère invariant de l'ordination chronologique. Ce dernier point de- 
mande pourtant des éclaircissements. 

On sait que la succession de deux instants £, et f{, (le signe de la 
différence {, — t,) ne dépend pas du choix du référentiel si ces ins- 
tants se rapportent à des points d'univers x, et x, séparés par un 
intervalle du genre temps: (7, — 2,)° > 0. Dans un tel cas l’invarian- 
ce d’ordination chronologique est automatique. Par contre, si 
(z> — z,)° < O0 (intervalle du genre espace), on peut avoir aussi 
bien t, > t, que t{, << t, suivant le référentiel ?). Mais deux telspoints 
correspondent à des événements qui ne sauraient avoir une rela- 
tion de cause à effet. Ceci étant, il est évident que les opérateurs de 
deux grandeurs physiques se rapportant à de tels points ne peuvent 
pas être non commutatifs : la non-commutativité des opérateurs si- 
gnifie physiquement que ces grandeurs ne peuvent pas être mesurées 
en même temps, ce qui implique un lien physique entre les deux me- 
sures. Par conséquent, la chronologie du produit reste invariante 
dans ce cas aussi: bien qu’une transformation de Lorentz puisse 
troubler la séquence des instants, les facteurs peuvent être remis dans 
l'ordre chronologique grâce à leur commutativité 2). 


1) Au lieu des intervalles du genre temps et du genre espace on parle sou- 
vent, pour abréger, des domaines respectivement à l'intérieur et à l'extérieur 
du cône de lumière : tous les points x séparés du point z’ par un intervalle avec 
(z — z')? > 0 se situent à l'intérieur d’un cône à deux cavités de sommet au 
point x’, alors que les points séparés par un intervalle avec (r — x’)? < 0 sont 
situés à l'extérieur de ce cône. 


3) Appliquée au produit y (t:) 4 (t:) - . ., cette affirmation est à préciser 
pour éviter tout malentendu. Puisque l'opérateur V ne présente pas l’invariance 


de jauge (il varie avec À), les facteurs V (#1), ÿ (ta), + - +, qui sont commutatifs 
dans une jauge du potentiel, peuvent ne pas l'être dans une autre jauge. Par 
conséquent, les affirmations faites ci-dessus doivent être formulées comme la 


possibilité d'un choix de la jauge du potentiel tel que V (#,) et V (t.) commutent 
en dehors du cône de lumière. il est évident que cette réserve n’affecte aucune- 
ment l'invariance de la matrice S : les amplitudes de diffusion, qui sont des gran- 
deurs physiques réelles, ne peuvent pas dau de la jauge du potentiel (for- 
mellement, cette indépendance résulte de l’invariance de jauge de l'intégrale 
d'action, établie au $& 43). 
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Il est facile de voir que la définition de la matrice S donnée dans 
ce paragraphe satisfait automatiquement à la condition d’unita- 


rité. En représentant $ sous forme de produit chronologique qui fi- 
gure dans (72,6) et en tenant compte de l’hermiticité de Ÿ, on trouve 


que S+s exprime par le produit des mêmes facteurs exp(iôt, V (£o)) 
(avec renversement de signe de l’exposant) dans l’ordre chrono- 


logique inverse. Aussi, lorsqu'on multiplie $ et S*, tous les 
facteurs se réduisent deux à deux. 


Notons que dans le cas considéré l’unitarité de l'opérateur S 
est assurée par l’hermiticité de l’hamiltonien. Mais l'exigence 
d’unitarité a en fait un caractère plus général que les prémisses posées 
à la base de la théorie exposée. Cette exigence devrait aussi être sa- 
tisfaite dans uné description quantique qui n'utilise pas les notions 
d'hamiltonien et de fonctions d'onde. 
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Montrons par des exemples concrets comment on procède pour 
calculer les éléments de la matrice de diffusion. Ces exemples facili- 
teront la formulation des règles générales de la théorie invariante des 
perturbations. 


L'opérateur courant j contient le produit de deux opérateurs élec- 
troniques %. Ceci étant, à l’approximation du premier ordre de la 
théorie des perturbations pourraient intervenir des processus auxquels 
participent en tout (dans les états initial et final) trois particu- 


les : deux électrons (opérateur ÿ) et un photon (opérateur À). Mais il 
est facile de voir que de tels processus entre les particules libres sont 
impossibles parce qu'ils sont interdits par les lois de conservation de 
l'énergie et de l’impulsion. Si p, et p, sont les quadri-impulsions des 
électrons et k, celle du photon, la conservation de la quadri-impul- 
sion serait traduite par l'égalité k — p, — p, ou k = p, + p:. 
Or, de telles égalités sont impossibles parce que pour le photon 
k® = 0, et le carré (p, + p,)° est a priori non nul. En effet, en calcu- 
lant la valeur de l’invariant (p, + p,)* dans le référentiel de repos 
de l’un des électrons, on obtient 


(Pa Æ Pa) = 2(m? + pip2) = 2(m? + ee, F pip2) = 2m(m + e:). 
Comme &, > m, on a 
(P2+ P)>0, (p2— p1) < 0. (73,1) 


Ainsi, les premiers éléments non nuls (non diagonaux) de la ma- 
trice ne peuvent apparaître qu'à l’approximation du deuxième ordre 
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de la théorie des perturbations. Tous les processus qui interviennent 
dans ce cas sont contenus dans l’opérateur du second ordre qu’on ob- 
tient en développant l'expression (72,12): 


Se = — 7 À À dés dia". T (je (2) Au (2) j° (7°) À, (æ'). 


Vu que les opérateurs d’électrons et de photons commutent l’un avec 
l’autre, le produit 7 qui figure dans cette expression peut être divisé 
en deux produits T': 


See — À (| dr dis-T (A (2) (TA (2) 4, (7). (73,2) 


Prenons comme premier exemple la diffusion élastique de deux 
électrons: à l’état initial on a deux électrons de quadri-impulsions 
P1 et P: à l’état final, deux électrons de quadri-impulsions différentes 
Pa et p.. On sous-entend aussi que tous les électrons sont dans des 
états de spin déterminés; pour abréger, les indices des variables de 
spin sont partout omis. 

Les photons étant absents dans les deux états, initial et final, 
l'élément de matrice cherché du produit 7 des opérateurs photoniques 
est un élément diagonal (0 |... 0), où le symbole |0) désigne 
l’état du vide de photons. Cette valeur moyenne dans le vide du 
produit 7 est une fonction déterminée (pour chaque paire d'indices 
uv) des coordonnées de deux points zet x’. L'espace quadridimension- 
nel étant homogène, les coordonnées ne peuvent intervenir que par 
leur différence z — z'. Le tenseur 


D,,(z—zx)=i(0I TA, (x) 4, (x) 10; (73,3) 


est appelé fonction photonique de propagation (ou propagateur photoni- 
que). Elle sera calculée au $ 76. 

Pour le produit 7 des opérateurs électroniques il faut calculer 
l'élément de matrice 


(34| Tjn (x) jv (x) 112), (73,4) 


où les symboles | 12), | 34) désignent les états des paires d'électrons 
d’impulsions correspondantes. Cet élément peut être représenté lui 
aussi par la moyenne dans le vide à l’aide de l'égalité évidente 


(21 F 11) = (0 aFaï 10), 


où À est un opérateur quelconque et a et &, sont les opérateurs de 
création du premier électron et d’annihilation du deuxième électron 
respectivement. Cela permet de calculer au lieu de (73, 4) la quan- 
tité 

(O] aa T (54 (x) j° (x°)) a5aï 10) (73,5) 


(pour abréger, les indices 1, 2, . .. remplacent p,, p,, . . .). 
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Chacun des deux opérateurs .courant s'exprime par le produit 

j = pyd et chacun des opérateurs Ÿ par la somme 
DD (@rbo+ bb) = X (both) (73,6) 
(les deuxièmes Due contiennent des Sratéurs positroniques qui 
sont dans ce cas « inopérants »). On peut donc représenter le produit 
j» (x) j (x') par la somme des termes dont chacun contient le produit 


de deux opérateurs Gp et de deux opérateurs a+. Ces opérateurs doivent 
assurer l’annihilation des électrons 1, 2 et a création des électrons 


3, 4. Autrement dit, ce doivent être les opérateurs a, Be, a+, a dont 
on dit qu’ils contractent avec les opérateurs «extérieurs » a! a+, ds, 
4, dans (73,5) et qui se réduisent conformément aux égalités 

(O lapaÿ 10) = 1. (73,7) 


Suivant que du, da, a?, a} sont tirés de tels ou tels opérateurs w, 
quatre termes apparaissent dans (73,5): 


EL a 
(73,5) = aa, (pv#) (pvp) azai + a3a, (ÿy4Ÿ) GP'Y"N") asai + 
Er, TL 1 


= — Ï — — 
+ asa (vb) (b'vvp") azai + asa, (pyHp) ('y"p") azai, (73,8) 
| =) po | Li 


où Ÿ = + (x), Ÿ’ = 7% (x') et les opérateurs contractés, c’est-à-dire 
ceux dont la paire d'opérateurs a, a* est prise pour la réduction 
d’après (73,7), sont réunis. Dans chacun de ces termes, en effec- 
tuant des permutations successives des opérateurs a;, &:, . .., on 


rend les opérateurs conjugués voisins deux à deux (a,, a;, etc.) et 
on ramène la valeur moyenne de leur produit au produit des valeurs 
moyennes (73,7). En tenant compte du fait que tous ces opérateurs 
sont anticommutatifs (1, 2, 3, 4 sont des états différents!) !), on 


trouve que l'élément de matrice (73,4) est égal à 
(841 Tin (x) j° (2°) 112) = (herbe) (sv b:) + (Pay) (iv DS) — 
— (have) (hey Vpr) — (her) (Psy pi). (73,9) 


Notons que le signe général de cette somme est conventionnel et 
qu’il dépend de l’ordre dans lequel ont été disposés les opérateurs 


1) Eu égard à cette anticommutativité, on peut considérer dans ce cas 


(lors du calcul de l'élément de matrice) que les opérateurs }j (z) et j (x’) sont 
commutatifs et omettre le signe du produit T7. 
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électroniques « extérieurs » dans (73,5). Cette circonstance est due à 
ce que le signe commun de l’élément de matrice pour la diffusion des 
fermions identiques est arbitraire. Quant au signe relatif des divers 
termes dans (73,9), il ne dépend certes pas de l’ordre de disposition 
des opérateurs extérieurs. 

Les deux termes de la première ligne de (73,9) ainsi que les deux 
termes de la deuxième ligne ne diffèrent l’un de l’autre que par la 
permutation simultanée des indices u, v et des arguments zx, x. 
J] est évident qu’une telle permutation laissera aussi inchangé l’élé- 
ment de matrice ER (dans lequel l’ordre des facteurs est, de toute 
façon, établi par le symbole T). C’est pourquoi, après la multiplica- 
tion de (73,3) et (73,9) et l'intégration sur dr d'z', les quatre 
termes de (73,9) donnent des résultats deux à deux égaux, si bien que 
l'élément de matrice a pour expression 


Su= ie ( | dixdtz' x 


X D, (x — x) {Che Ÿ2) (p;v"p;) — (pv# ÿi) (p;v"b:)} (73,10) 


(on notera la disparition du facteur 1/2!). 
Les fonctions d’onde des électrons sont les ondes planes (64,8). 
L'expression entre accolades peut donc s’écrire 


{. se } Fr. (u,yeu) (us y'u,) e”i(P2-palx-itpr-ps)x’ : 
= (u,y4u,) (u,y"u:) e”iPi-paxx-ips-psle" 
= {(uçyeu) (usyvu,) e7z-Po+ ps pales 
— (u,yru,) (u,yvu,) ep Pa)+G@s- pales) e—itpitps-ps-pat, 


où À = (r +z')/2, E — r—zx. L'intégration sur dx d‘xr’ est 
remplacée par l’intégration sur d'E d‘X. L'intégrale sur d‘X donne une 
fonction à (en vertu de laquelle p, + ps = ps + p,). En passant en- 
suite de la matrice S à la matrice M ($ 64), on obtient finalement 
pour l'amplitude de diffusion 


M;,;,=e? ((v# U>) Div (Ps — P2) (usv°u:) = : 
— (u,vtu,) D, (p, — p:) (usY'u2)} (73,11) 


On a introduit ici la fonction photonique de propagation dans la 
représentation en impulsions 


Das (#)= | Duy (E) eE dé. (73,12) 


Chacun des deux termes de l'amplitude (73,11) peut être symboli- 
quement représenté par des diagrammes dits de Feynman. Le premier 
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terme est représenté par le diagramme 


Ps P 


e*(Ga7"u2) Day (k)(üs7”u:) = Ÿ* (73,13) 


Ps Pe 


À chacun des points d’intersection des lignes (sommet du diagramme) 
on fait correspondre un facteur y. Les lignes « entrantes » en traits 
pleins, dirigées vers un sommet, correspondent aux électrons ini- 
tiaux ; on leur fait correspondre des facteurs z qui sont des amplitudes 
bispinorielles des états électroniques. Les lignes « sortantes » en 
traits pleins, qui partent des sommets, représentent les électrons fi- 


nals; on leur fait correspondre des facteurs uv. Lors de la « lecture » 
du diagramme, les facteurs indiqués s’écrivent de gauche à droite dans 
l'ordre correspondant au parcours des lignes en traits pleins, en sens 
inverse des flèches. Les deux sommets sont reliés par une ligne en 
traits interrompus correspondant à un photon virtuel (intermédiaire) 
qui est « émis » dans un des sommets et « absorbé » dans l’autre; 
à cette ligne on fait correspondre un facteur —iD,, (k). La quadri- 
impulsion du photon virtuel k se détermine par la « conservation de 
la quadri-impulsion au sommet »: par l’égalité des impulsions tota- 
Jes des lignes entrantes et sortantes; dans le cas considéré À = p, — 
— Ps = D, — p+ En plus de tous les facteurs énumérés, on attri- 
bue encore au diagramme tout entier un facteur commun (—ie)* (l’ex- 
posant indique le nombre de sommets dans le diagramme). C'est 
sous cette forme que le diagramme entre, comme un terme, dans 
iM};;. D'une manière analogue, le second terme de (73,11) est repré- 
senté par le diagramme 


e2(a,7u,)Duv(KNGs7"u2) - F (73,14) 


(avec £’ — p;, — p, — Ps — p.). On peut indifféremment commencer 
la lecture du diagramme à partir de l'extrémité p, ou p,; les expres- 
sions qu’on obtient coïncident l'une avec l’autre en vertu de la sy- 
métrie du tenseur D ,,. Le choix du sens de la ligne correspondant au 
photon virtuel est lui aussi indifférent : le changement de ce sens ne 
conduit qu’au renversement du signe de k, ce qui n’a pas d'importan- 
ce, les fonctions D,,, (k) étant paires (voir $ 76). 
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Les lignes correspondant aux particules initiales et finales sont 
appelées lignes extérieures ou extrémités libres du diagramme. Les dia- 
grammes (73,13) et (73,14) diffèrent l’un de l’autre par l'échange des 
deux extrémités électroniques libres (p, et p,). Une telle permutation 
de deux fermions change le signe du diagramme; cette règle corres- 
pond au fait que les deux termes entrent dans l'amplitude (73,11) 
avec des signes contraires. 

Dans ce qui suit nous utiliserons toujours les diagrammes de Feyn- 
man dans la représentation en impulsions que nous décrivons. 
Notons cependant que ces diagrammes peuvent être mis en concordan- 
ce avec les termes de l’amplitude de diffusion aussi dans leur re- 
présentation initiale, c’est-à-dire en coordonnées (les intégrales 
(73,10)). Dans ce cas, le rôle des amplitudes électroniques est joué 
par des fonctions d'onde de coordonnées correspondantes, et les 
propagateurs sont exprimés dans la représentation en coordonnées. 
À chaque sommet correspond l’une des variables d'intégration (x 
ou x’ dans (73,10)); les facteurs attribués aux lignes qui se coupent 
en un sommet sont exprimés en fonction de cette variable. 

Considérons maintenant la diffusion mutuelle d’un électron et 
d'un positron; nous désignerons leurs impulsions initiales respecti- 
vement par p- et p. et les impulsions finales par p_ et p:. 

Les opérateurs de création et d’annihilation des positrons en- 
trent dans les opérateurs + (73,6) avec les opérateurs d’annihilation et 
de création des électrons respectivement. Si l’annihilation des deux 
particules initiales était, dans le cas précédent, assurée par l’opé- 


rateur Ÿ et la création des deux particules finales par l’opérateur 


%, ici, le rôle de ces opérateurs est inverse vis-à-vis des électrons et 
des positrons. De ce fait, le positron initial sera maintenant décrit 


par la fonction conjuguée  (—p.) et le positron final par la fonction 
%Ÿ (—p;) (toutes deux sont des fonctions de la quadri-impulsion chan- 
gée de signe). En tenant compte de cette différence, on obtient fina- 
lement pour l’amplitude de diffusion 1) 


M,;= —e2(u(p:) vu (p_)) D, (p-— p:) (u(— p+) v'u (— p:)) + 
+e(u(—p4) v'u(p_))D,, (p-+p+) (u(p')v'u(—p:)). (73,15) 


1) Pour la diffusion des particules non identiques le signe général de l’am- 
plitude est univoque. Il est déterminé par le fait que dans (73,5) les opérateurs 
« extérieurs » doivent être disposés de telle sorte que les deux opérateurs d'élec- 
trons se situent aux extrémités : 


(O ab" ... b+a+|0) 


(ou les deux au milieu) ; cette condition assure le « même signe » aux états ini- 
tial et final du vide. On peut aussi vérifier le signe général de l'amplitude d’a- 
pres la limite non relativiste : nous verrons plus loin (4 81) qu'à cette limite le 
second terme de (73,15) tend vers zéro et le premier, vers l'amplitude de Born 
de la diffusion de Rutherford. 
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Les premier et second termes de cette expression sont représentés 
par les diagrammes suivants: 


p£ D TP+ p- 
Dire, Un . (73,16) 
—P+ die -P+ p- Ph —p+ 


Les règles de construction des diagrammes ne changent que dans la 
partie concernant les positrons. Comme auparavant, on fait corres- 


pondre le facteur u aux lignes continues entrantes et le facteur u, 
aux lignes continues sortantes. Mais maintenant les lignes entrantes 
correspondent aux positrons finals et les lignes sortantes aux posi- 
trons initiaux, les impulsions de tous les positrons étant prises avec 
le signe contraire. 

On notera une différence entre les deux diagrammes (73,16). 
Dans le premier diagramme, à l’un des sommets se coupent les li- 
gnes des électrons initial et final et à l’autre sommet se coupent des 
lignes des positrons initial et final. Dans le second diagramme, les 
lignes des électrons et des positrons, initiaux et finals, se coupent à 
chacun des sommets; au sommet supérieur on a en quelque sorte 
l’annihilation d’une paire électron-positron avec émission d’un pho- 
ton virtuel, et au sommet inférieur la création d’une telle paire à 
partir du photon. 

Cette différence trouve son reflet dans les propriétés des photons 
virtuels des deux diagrammes. Dans le premier diagramme (diagram- 
me du type « diffusant »), la quadri-impulsion du photon virtuel est 
égale à la différence entre les quadri-impulsions des deux électrons 
(ou des positrons); on a donc k#? << O (cf. (73,1)). Dans le second dia- 
gramme (d’« annihilation »), k” = p-_ + p} et donc k'’? > 0. No- 
tons à ce propos que pour un photon virtuel on a toujours k? 0 
à la différence d'un photon réel pour lequel k* = 0. 

Si les particules entrant en collision ne sont pas identiques et ne 
représentent pas une particule et son antiparticule, (par exemple, un 


électron et un muon), l’amplitude de diffusion est représentée par 
un seul deagramme : 
de). ple) 


Ÿ (73,17) 
pla). px) 
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Quant au diagramme du type d’'annihilation ou d'échange, il est 
impossible dans ce cas. Nous obtiendrons ce résultat analytiquement, 
en écrivant l'opérateur courant en tant que somme des courants élec- 
tronique et muonique 


j= jO + ju) — (hype) + (pay) 


et en prenant dans le produit jh) (x) j((z') les éléments de matri- 
ce des termes qui effectuent les annihilations et les créations requi- 
ses des particules. 

Revenons aux processus intervenant à l’approximation du pre- 
mier ordre et qui sont interdits, comme il a été indiqué au début de 
ce paragraphe, par la loi de conservation de la quadri-impulsion. 
Les éléments de matrice de l'opérateur 


SD) = — je À j(x) A(x) dx (73,18) 


correspondent pour de telles transitions à la création ou à l’annihila- 
tion « en un seul et même point z » de trois particules réelles : deux 
électrons et un photon. Ils apparaissent par suite de la contraction 


des opérateurs b (x) et (x) en un seul point x et sont déterminés (par 
exemple, par l'émission d’un photon) par des intégrales de la forme 


Sn= — ie | Ve (2) Va (x) (7 4% (2) dx, 


qui s’annulent du fait que l’expression sous le signe d'intégration 
contient le facteur exp [—ài (p, — p, — k) x] d’exposant non nul. 
En langage des diagrammes cela signifie que des diagrammes à trois 


extrémités libres 
AN (73,19) 
Ps 2 
sont nuls. 


Pour cette même raison, sont impossibles des processus du deu- 
xième ordre qui feraient intervenir (aux états initial et final) six 
particules. Dans l’élément de matrice S;, des transitions correspon- 
dantes, l’intégrale sur d‘z d‘r’ se séparerait en produit de deux inté- 
grales sur d‘x et d‘r’ des produits de trois fonctions d’onde prises en 
un même point et ces intégrales s’annulent. Autrement dit, les dia- 
grammes correspondants se sépareraient en deux diagrammes indé- 
pendants de la forme (73,19). 
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$ 74. Diagrammes de Feynman-pour la diffusion d’un photon 


Examinons un autre effet du second ordre, à savoir la diffusion 
d'un photon par un électron (effet Compton). Supposons qu'à l’état 
initial le photon et l’électron possèdent respectivement les quadri- 
impulsions k, et p, et à l’état final les quadri-impulsions k, et p, 
(ainsi que des polarisations déterminées que nous omettons pour 
abréger). 

L'élément de matrice photonique s'écrit 


(21TA4,(2)4,(z)11=(0ICTA, (zx) A, (z')ci 10), (74,1) 


À = 2 (cx A + ci A?). 


En effectuant la contraction des opérateurs extérieurs et intérieurs, 
on obtient 


? + Là ? ’ 
(74,1) = cAuA sci + A A$ci = AS Ai + Ain 4% (74,2) 
mt Lomme l | 


(on a tenu compte de la commutativite des opérateurs Ci c+ 5 pour 
cette même raison le signe de T peut être omis dans ce cas). 
L'élément de matrice électronique s'écrit 


(2 Tj# (x) j° (2°) 11) = (0 1 a2T (pvp) (b'y#") ai 10). (74,3) 
J1 fait intervenir quatre opérateurs +. Seuls deux d’entre eux seront 
occupés à l’annihilation de l’électron 1 et à la création de l'élec- 
tron 2, c'est-à-dire seront contractés avec les _opérateurs a+ et Ga. 


Tels peuvent être les opérateurs Ÿ, D ou Ÿ’, Ÿ (mais non Ÿ, Ÿ ou 


Ÿ’, Ÿ * la création et l’annihilation en un même point z ou z’ de deux 
électrons réels avec un photon réel conduisent à une expression nul- 
le). En effectuant la contraction par deux procédés, on obtient dans 
l'élément de matrice (74,3) deux termes; écrivons-les d’abord dans 
l'hypothèse où t > {’: 

——— 


(74,3) = a, (pv) (h'v"b") at + à (pvp) (p'yv') ai. (74,4) 
Dans le premier terme sont contractés les opérateurs 
a:Ÿ mA PRESS ÿ'at ad ayath;. 


Comme les opérateurs aa: et &a* sont diagonaux et se situent aux 
extrémités du produit, ils sont remplacés par leur valeur moyenne 
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prise dans le vide, c’est-à-dire par l'unité. Pour une transformation 
analogue du second terme de (74,4) il faut d' abord « faire passer » 


l'opérateur a+ vers la gauche et l'opérateur a vers la droite. Pour 
ce faire on utilise les règles de commutation des opérateurs Gp, 
a en vertu desquelles 


(a, mA — (as, Ÿ),— 0, 


A 


(a, be = D (as, De = bre 


Il en résulte que l'expression (74,4) prend la forme 


(74,5) 


(0 | (by) (by) Du (by b,) (piv"h") 10), #44 (74,6) 


(bien entendu, on ne prend la moyenne que des facteurs opératoriels). 
D'une manière analogue, on obtient pour £{ << £{” une expression qui 
ne diffère de (74,6) que par le déplacement du signe prime et des 
indices 1, v: N 


(O1 — (P'yvb:) Chavab) + (Bivvd') Ghybi) 10), <<. (74,7) 


Les deux expressions peuvent s’écrire sous une même forme si 
l’on introduit le produit chronologique des opérateurs + en le défi- 
nissant par 


x 2, Dr (&) Pa (x), t'<t; 
Th, (x) ha (x )= = | (74,8) 
he) ht), d>t 
(i, k étant des indices bispinoriels). Alors les premiers et les seconds 


termes des expressions (74,6) et (74,7) s’écrivent sous une même 
forme 


eve (0 | Tp-Ÿ’ 10) v"b: + piv" (O1 Th'-p10)v#p, (74,9) 


(b-+ désigne la matrice :ÿà). 

On notera que dans la définition (74,8), qui est toute naturelle, 
les produits des opérateurs pour {<< {” et t >> £” sont affectés de 
signes contraires. C’est sur ce point qu'elle diffère de la définition 


du produit 7 que nous avons utilisée pour les opérateurs A et j. 


Cette différence provient de ce que les opérateurs de fermions Ÿ, Ÿ 
anticommutent en dehors du cône de lumière (à la différence des 


opérateurs de bosons À qui commutent ainsi que des opérateurs bili- 
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néaires j —= y) !). C'est par là qu'est assurée l’invariance relativiste 
de la définition (74,8) (la démonstration formelle des règles de com- 
mutation des opérateurs sera donnée au $ 75) ?). 

Introduisons une fonction de propagation électronique (propagateur 
électronique), un bispineur de rang 2G;, (x — x’), en la définissant par 


Gintz—z')= — (0 | Ti; (x) Pa (z') | 0). (74,10) 
Alors l’élément de matrice électronique s’écrira sous la forme 
(2 1 Tj4 (x) ji" (2°) 1 1) = biv Gy bi + übiy Grp. (74,11) 


Après multiplication par l'élément de matrice photonique (74,1) 
et intégration sur d‘rd‘x' les deux termes de (74,11) donnent un même 
résultat, si bien qu'on obtient 


Sj= — ie? | | dr der", (2) vG (2— 2°) vbs (2°) x 
X {Au (2) Av (2°)+ A3 (7) Ain (2)}. (74,12) 


En utilisant pour les fonctions d'onde des électrons et des photons 
les ondes planes (64,8) et (64,9) et en explicitant la fonction 6, com- 
me cela a été fait en passant de (73,10) à (73,11), on obtient finale- 
ment pour l'amplitude de diffusion 


M1 = — 4neu, {(ve2) G Cp: + k,) (ve,) + (yves) G (pi — k2) (ve2)} mu, 
(74,13) 


où e,, e, sont les quadrivecteurs polarisations des photons et G (p) 
est le propagateur électronique dans la représentation en impulsions. 


1) Rappelons que, par eux-mêmes, les opérateurs ne correspondent pas 
à des grandeurs physiques mesurables quelconques, de sorte qu'ils ne sont pas 
forcés de commuter à l'extérieur du cône de lumière. 2 

3) On peut définir de même le produit 7 de tout nombre d’opérateurs wŸ. 
Il est e au produit de tous ces opérateurs disposés de droite à gauche dans 
l'ordre des temps croissants, le signe étant déterminé par la parité A la permu- 
tation qu'il faut effectuer pour obtenir cet ordre à partir de l’ordre indiqué sous 
le signe de produit 7. En vertu de cette définition, le signe du produit 7 change 
lorsqu'on permute deux opérateurs + quelconques, par exemple 


Thu (2) Pa (z')= — Ta (2°) Ÿi (2). 
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Les deux termes de cette expression sont représentés par les dia- 
grammes de Fevnman suivants: 


ane? (7e3)6(1Nve, Ju = PEN 
"M 1 
P: D 


(74,14) 


ane*ü, (7e, )C(F'\ yes Ju, = 


Les extrémités libres en traits interrompus des diagrammes cor- 
respondent aux photons réels; aux lignes entrantes (photon initial) 


est associé un facteur V 4äxe et aux lignes sortantes (photon final), 


un facteur V 4xe*, où e est le quadrivecteur polarisation. Dans le 
premier diagramme, le photon initial est absorbé en même temps 
que l’électron initial et le photon final est émis avec l’électron final. 
Dans le second diagramme, l'émission du photon final se fait simul- 
tanément avec l’annihilation de l’électron initial, et l’absorption 
du photon initial se fait simultanément avec la création del'élec- 
tron final. 

La ligne intérieure en traits pleins (joignant les deux sommets) 
correspond à un électron virtuel dont la quadri-impulsion se déter- 
mine par la conservation de la quadri-impulsion au x sommets. A cet- 
te ligne on fait correspondre un facteur iG (f). A la différence de la 
quadri-impulsion d’une particule réelle, le carré de la quadri-impul- 
sion de l’électron virtuel n’est pas égal à m°. En considérant l'in- 
variant f?, par exemple dans le référentiel de repos de l'électron, on 
trouve facilement que 


PF = tk) > mi, f° = (pa —k.) <m°. (74,15) 


$ 75. Propagateur électronique 


La notion de fonctions de propagation (propagateurs) introduite 
aux paragraphes précédents joue un rôle fondamental dans l’appa- 
reil mathématique de l’électrodynamique quantique. Le propagateur 
photonique D, devient la quantité principale caractérisant l'in- 
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teraction de deux électrons. Ce rôle s'exprime avec évidence dans la 
position qu'il occupe dans l’amplitude de diffusion des électrons, 
où D, figure multiplié par les courants de transition de deux par- 
ticules. Un rôle analogue est joué par le propagateur électronique 
dans l'interaction entre un électron et un photon. 

Passons maintenant au calcul des propagateurs en commençant 
par le cas électronique. 

Appliquons à la fonction 


Gin (z—z)= —à(0 | Tip, (x) 4 (z°) | 0) (75,1) 


(où i, À sont des indices bispinoriels) l'opérateur yp — m où Pu = 
— i0,. Etant donné que wŸ (x) satisfait l'équation de Dirac (yp — 


— m)' (x) = 0, on obtient zéro en tous les points x excepté ceux où 
1 = 1’. Le fait est que G (x — x’) tend vers des limites différentes 
lorsque t —> & + O et 1 —> !” — 0: d'après la définition (74,8) ces 
limites ont pour valeurs respectives 


—i(0 pr, 4) Par, 10) et +i(Ol pr, #pi(r, #0) 


et, comme nous le verrons, elles ne coïncident pas sur le cône de lu- 
mière. Il en résulte l'apparition dans la dérivée 0G/0t d’un terme 
supplémentaire contenant la fonction 6: 


0G : Oÿi (x) = , 
= —i(o| I LT Ye (æ)10)+ 
+ Ôô(t—1")(G Irrro —G ler). (75,2) 


En remarquant que la dérivée par rapport au temps t figure dans 
l'opérateur yp — m sous la forme iy°9/0t, on a 
(YP—mMnGnr (z—z)= 6 (t—1')yie CO ICwbar, #), ir, 0} 10). 
(75,3) 
Calculons l’anticommutateur intervenant dans cette expression. 
En multipliant les opérateurs Ÿ (r, t) et D (r’, t) (voir 73,6)), et en 
tenant compte des règles de commutation pour les opérateurs de fer- 
mions &p, Op, On trouve 


(out, 2), Pt, (0}4 = À Lai (7) pa (9 + Peni (r) Papa (PI (75,4) 


où +) (r) sont les fonctions d'onde sans le facteur temporel (de 
même qu'aux $$ 73, 74, pour abréger nous n’écrivons pas leurs indi- 
ces de polarisation). Mais l'ensemble de toutes les fonctions 4. (r), 
c'est-à-dire des fonctions propres de l’hamiltonien de l’électron, cons- 
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titue un système complet de fonctions normalisées, si bien qu’en 
tenant compte des propriétés générales de tels systèmes (cf. III 
(5,12)), on peut écrire 


2 LPpe (7) Dia (+ bpi (nr) DEpa (1 = On Ô(r—r'). (75.5) 


La somme au second membre de l'égalité (75,4) diffère de la somme 
(75,5) par (p*y°), au lieu de #£ et est égale à y?,6 (r — r'). Ainsi, 
on a | 


Lite, 2), Dh =6(—r) va (75,6) 
Notons que de cette formule résulte en particulier l'affirmation 


d'anticommutativité des opérateurs 1 et en dehors du cône de lu- 
mière, déjà mentionnée au $ 74. Pour (x — z'}? << 0 il existe tou- 
jours un référentiel dans lequel £ = £’ ; si alors r  r’, l’anticommu- 
tateur (75,6) est effectivement nul. 

En reportant (75,6) dans (75,3) (et en omettant les indices bispi- 
noriels), on trouve finalement !) 


(yp—m)G(z—x')= 60 (z— 7"). (75,7) 


Lé 


Ainsi, le propagateur électronique satisfait à l'équation de Dirac 
avec la fonction 6 au second membre. En d’autres termes, au point 
ce vue mathématique, c’est la fonction de Green pour l'équation de 

irac. 

Par la suite nous aurons à utiliser non pas la fonction G (Ë) 
E — x — x’) elle-même mais ses composantes de Fourier 


G(p)= | G (Berri a (75,8) 


(propagateur dans la représentation en impulsions). En prenant la 
composante de Fourier des deux membres de (75,7), on constate que 
G (p) satisfait au système d'équations algébriques 


(vp—m)G(p)=1. (75,9) 
Ce système a pour solution 
__YP+m 
G(p)= Tr. (75,10) 


Les quatre composantes du quadrivecteur p figurant dans G (p) sont 
des variables indépendantes (non liées par la relation p° = p;, — 
— p° = m°). En écrivant le dénominateur de (75,10) sous la forme 


1) Sous la forme explicite avec les indices spinoriels on a 


(YP—mhir Gin (z —2')= Oz —2") Gin. (75,72) 


$ 75] PROPAGATEUR ELECTRONIQUE 361 


— (p° + m°), on voit que G (p), en tant que fonction de p, et pour 
p° donné, a deux pôles : pour p, = +e,où e — V p? + m°?. Lorsqu'on 
intègre sur fe dans l'intégrale 


G(E)= Tnt \ ei G(p) dp= sr Gr \ dp-eirr \ dpo*e” "Pet G(p) 
(75,11) 


(tr = t — 1’), une question se pose: quel est le procédé de contour- 
nement des pôles ? Tant que ce procédé n’est pas spécifié, l'expression 
(75,10) reste en fait encore indéterminée. 

Pour répondre à cette question, revenons à la définition de départ 
(75,1). Introduisons dans cette définition les opérateurs 1 sous la 
forme des sommes (73,6), en remarquant que sont non nulles seules 
les moyennes dans le vide des produits suivants des opérateurs de 
création et d'annihilation 


(Olaa10)=1, (012510) = 
(Puisqu'’à l'état de vide il n'existe pas de particules, avant de « dé- 
truire » une particule par l'opérateur œ ou bn, il faut la « créer » 
par l'opérateur a ou b;.) Il vient 


Ga (r—z)= — 2 Doi (rs t) bpa (rs 1) = 
= —iDe-iet-top(r) bar) pour t—t>0; 
” (75,12) 
Gin(z—z)=àùi 2 D pn (To 7) Papi (er, t) = 
= i 2 eieG-19  ;(r) par) pour t—t<0 


(pour t >> t’ seuls les termes électroniques apportent une contribu- 
tion à G, et pour t < t’ seuls les termes positroniques). 

En supposant que la sommation sur p soit remplacée par l'inté- 
gration sur dp et en comparant (75,12) à (75,11), on voit que l'inté- 
grale 


\e-in G(p)às (75,13) 
doit faire intervenir le facteur de phase e-‘t pour t => 0 et eïet 
pour t << 0. Cette condition sera satisfaite si l’on convient de con- 


tourner les pôles p, — £ et p, — —e respectivement par le haut et 
par le bas (dans le plan de la variable complexe p,): 


—€ CS 
s O0 y < (75,14) 
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En effet, pour + => 0, on boucle le chemin d'intégration par un demi- 
cercle à l'infini dans le demi-plan inférieur, de sorte que la valeur de 
l'intégrale (75,13) est donnée par le résidu au pôle p, = <+e; pour 
t << 0, on boucle le chemin dans le demi-plan supérieur et l'inté- 
grale se détermine par le résidu au pôle p, — —eæ. Dans les deux cas 
on obtient le résultat exigé. 

Cette règle de contournement (règle de Feynman) peut s’énoncer 
autrement : on intègre partout le long de l'axe réel lui-même, mais 
en attribuant à la masse #7 de la particule la partie imaginaire néga- 
tive infiniment petite: 

m —> m — i0. (75,19) 
En effet, on a alors 
e—> Vp+(m—i0)? = V p2+ m?—i0 —=e— i0. 
En d’autres termes, les pôles p, — —e se déplacent vers le bas et 
vers le haut à partir de l’axe réel: 


-£+i0 


« (75,16) 
0 eo 


+e-i0 


de sorte que l'intégration le long de cet axe devient équivalente à 
l'intégration suivant le chemin (75,14) ‘). En tenant compte de la 


règle (75,15), on peut écrire le propagateur (75,10) sous la forme 
suivante: 


Gp)= ET. (75,17) 


La règle d'intégration dans le cas du déplacement du pôle est 
illustrée par la relation suivante: 
1 1 é 
3750 =P-—inô (x). (75,18) 


Cette relation doit être interprétée en ce sens que la multiplication 
par une fonction quelconque jf (x) et l'intégration donnent 


À Le dr = { 1 dx — inf (0) (79,19) 


(l'intégrale barrée, ou le symbole P, désigne la valeur principale). 


1) Il est utile de noter que la règle du déplacement des pôles correspond au 
fait que G (x — zx’) acquiert un amortissement infiniment petit en | t| où 
T = t — t’. En effet, si l'on écrit la valeur de p, aux pôles déplacés sous la forme 
— (8 — iô) et + (e — 16) (où Ô —+ + 0), le facteur temporel dans l'intégrale 
(75,13) sera exp (—ig|Tl—61|T+Tl). 
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La fonction de Green (75,10) représente le produit du facteur 
bispinoriel yp + m par le scalaire 
1 
G{0) P)= (75,20) 


La fonction de coordonnées correspondante G{° (£), est, de toute 
évidence, solution de l'équation 


(p2— m?) GO) (x— 2") — 60 (x— x). (75,21) 


c'est-à-dire la fonction de Green de l'équation (p° — m*)vŸ = 0. 
On peut dire qu'en ce sens G{ (z — x’) est le propagateur des parti- 
cules scalaires. Il est facile de s'assurer par un calcul (analogue à 
celui fait plus haut) que la fonction de propagation d'un champ sca- 
laire s'exprime moyennant les opérateurs 4 (11,2) par la formule 


GO (z— x')= à (0 | Th (x) + (7°) 10), (75,22) 


analogue à la définition (75,1). Le produit chronologique est défini 
dans ce cas (comme pour tout opérateur de bosons) par la relation 


T (2) Ÿ* (x°) -{ GRACE (75,23) 
dt &)bE), 1<r 


(avec les mêmes signes pour { > t’ett < t). 


$ 76. Propagateur photonique 


Jusqu à présent nous avons utilisé (aux $$ 43, 74) la forme ex- 


plicite des opérateurs À de champ électromagnétique pour trouver les 
éléments de matrice seulement par rapport à la variation du nombre 
de photons réels. A cette fin, il a été suffisant d'utiliser la représen- 
tation, donnée au $ 2, des potentiels du champ libre sous la forme 
d'un développement en ondes planes transverses. 

Une telle représentation ne donne pourtant pas par elle-même 
une description complète d’un champ arbitraire. Cela découle déjà 
du fait que les diagrammes de diffusion (73,13) et (73,14) doivent 
tenir compte aussi de l'interaction coulombienne des électrons. Cette 
dernière est décrite par le potentiel scalaire ® et il est clair a priori 
qu'elle ne peut être ramenée uniquement à un échange de photons 
virtuels transverses (décrits par le potentiel vecteur soumis à la 
condition div À = 0) i). 

1) Sous la condition div À = 0, les équations de Maxwell conduisent aux 
équations suivantes pour A et ®: 


DA=—4nj+ VE, AD = —47p 


Dans cette jauge, le potentiel © satisfait à l'équation de Poisson statique (cf. 
plus loin avec la formule (76,13) pour D,, dans cette même jauge). 
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Ainsi, nous n’avons en fait pas de définition complète des opé- 


rateurs À, faute de quoi il est impossible de calculer le propagateur 
photonique directement au moyen de la formule 


D, (z—2')=i(0| TA, (x) 4, (z') | 0). (76,1) 


D'un autre côté, la non-unicité de jauge des potentiels prive pour 
une large part de sens physique ceux des opérateurs qu'on serait 
amenés à introduire pour. assurer une quantification complète du 
champ électromagnétique. 

Ces difficultés n’ont cependant qu'un caractère formel, et non 
physique, et on peut les tourner en utilisant certaines des propriétés 
générales du propagateur qui résultent directement des exigences 
d'invariance relativiste et d'invariance de jauge. 

La forme la plus générale d’un quadritenseur du deuxième rang 
dépendant uniquement du quadrivecteur È — x — zx’ est la sui- 


vante: 
D, (Ë) = guvD (62) — 9,9,D( (E2), (76,2) 


où D, D( sont des fonctions scalaires de l'invariant E? !). Notons 
que ce tenseur devient automatiquement symétrique. 

Par voie de conséquence, on aura dans la représentation en impul- 
sions 

Dys (X) = D (k?) Env + k,k, D (2), (76,3) 
où D (k), D((k?) sont les composantes de Fourier des fonctions 
D (&), DO (À). 

Dans les grandeurs physiques — amplitudes de diffusion — la 
fonction de propagation photonique entre étant multipliée par les 
courants de transition des deux électrons, c’est-à-dire en combinaisons 
de la forme j#,D,.j} (voir par exemple (73,13)). Mais en vertu de la 
conservation du courant (0,j" — 0), ses éléments de matrice j;1 = 
mA 4e satisfont à la condition de transversalité quadridimension- 
nelle 


k, (JW )2s =0, (76 ,4) 


où À = ps — p, (cf. (43,13)). Il est donc clair qu'aucun résultat phy- 
sique n'est changé par la substitution 


D, + Dis + uk, +Xhs, (76,5) 


où %, sont des fonctions quelconques de k et k,. Cet arbitraire dans 
le choix de D,,, correspond à l'arbitraire de jauge des potentiels de 
champ. 


1) Ces fonctions sont différentes dans les trois domaines de valeurs de 
l'argument qui ne passent pas l’un en l’autre par la transformation de Lorentz: 
en dehors du cône de lumière ee, < 0), dans la cavité supérieure (£? > 0, £, > 0) 
et dans la cavité inférieure (E3 => 0, £, < 0) du cône de lumière. 
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La transformation de jauge arbitraire (76,5) peut troubler la for- 
me invariante relativiste de D, supposée dans (76,3) (si les quanti- 
tés x, ne constituent pas un quadrivecteur). Mais même si l’on reste 
dans le cadre des formes invariantes relativistes du propagateur, on 
voit que le choix de la fonction D( (k?) dans (76,3) est tout à fait 
arbitraire; il est sans effet sur les résultats physiques et peut donc 
être fixé à volonté, en partant de considérations de commodité 
(L. D. Landau, A. A. Abrikossov, I. M. Khalatnikov, 1954). 

Ainsi, la détermination de la fonction de propagation se réduit à 
Ja détermination d'une seule fonction invariante par jauge D (k*). 
Si l’on considère la valeur donnée de k? et qu'on choisit l'axe des z 
le long de la direction de k, les transformations (76,5) seront sans 
effet sur les composantes D, — D, — —D (k*). Il est donc suffi- 
sant de calculer une seule composante D,, en utilisant pour cela 
n'importe quelle jauge des potentiels. 


Faisons usage d'une jauge dans laquelle div À —0et l'opérateur 
À est donné par le développement (2,17), (2,18): 


À = D V += (Craet®? ee + ca et ext), o—Ik| (76,6) 
ka 


(l'indice « — 1, 2 numérote les polarisations). De toutes les valeurs 


moyennes dans le vide des produits des opérateurs c, ct seules sont 
non nulles les valeurs suivantes: 


(0 | Cxacka | 0) = 1. 


Ceci étant, on obtient d'après la définition (76,1) 


D,, (Ë) — ( 2ni dk (2 aa”) e-iwltl+ike (76,7) 
[e 


A] 


(où i, k sont des indices vectoriels tridimensionnels ; la sommation 
sur k a été remplacée par l'intégration sur d°k/(2x)). Le fait que 
l'exposant de l'exponentielle fait intervenir la valeur absolue de la 
différence tr = t — {’ est une conséquence de l'ordination chronolo- 
gique des opérateurs contenus dans (76,1). 

La relation (76,7) montre clairement que l'expression sous le 
signe d'intégration sans le facteur eïkë est une composante du dé- 
veloppement de Fourier tridimensionnel de la fonction D; (r, t). 
Pour D,, = —D elle a pour valeur 


2ri 


@ 


e-ivwltl > | ea) pee e-ioisl, 
œ 
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Pour trouver D... (k°) il reste à développer cette fonction en intégrale 
de Fourier par rapport au temps. Ce développement est donné par la 
formule 


DR er + DO. 
Pré = | Ro 2°" ho 


Comme il a été expliqué au paragraphe précédent, une telle intégra- 
tion suppose le contournement des pôles 4, — + | k | = + res- 
pectivement par le bas et par le haut; pour t >> 0 l’intégrale se dé- 
termine par le résidu au pôle 4, — + et pour t << 0, par le résidu 
au pôle k, = —«. 
Ainsi, on trouve en définitive 
‘an 
7 À EE 
D (k?) — FT: (76,8) 
L'apparition de + i0 au dénominateur, automatique dans notre expo- 
sé, est conforme à la règle (75,15): de la masse (nulle) du photon est 
retranché i0. La relation (76,8) montre que la fonction des coordon- 
nées correspondantes D (E*) satisfait à l'équation 


— 0,04D (zx— zx") = 4nô(® (rx — x’), (76,9) 
c'est-à-dire qu'elle est la fonction de Green de l'équation d'onde. 


Nous poserons ordinairement D — 0, c’est-à-dire que nous uti- 
liserons une fonction de propagation de la forme 


4x 
Dyv= Env) = Er Env (76,10) 
(Gauge de Feynman). 


Indiquons aussi d'autres jauges qui peuvent offrir des avantages 
bien déterminés dans certaines applications. 


En posant D() — —D/k?, on obtient le propagateur sous la 
forme 
& kuksy 
Dyv= +5 (uv — 7 } (76,11) 


(Gauge de Landau). Dans cette jauge D ,,kY — 0. Un tel choix est 
équivalent à la jauge de Lorentz des potentiels (A ,k4 = 0). 

A la jauge des potentiels par la condition tridimensionnelle 
div À = O0 est analogue la jauge du propagateur par les conditions 


D,ik! = 0, Duk!— 0. 
Associées à l'égalité D, = —D — —4x/k?, ces conditions don- 
nent 


Du= — 


TS (ôu — 55 ]- (76,12) 
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Pour obtenir un tel D;,, il faut faire subir au propagateur (76,10) 
la transformation (76,5) en posant 


4ño _ ak; 
Ko — Zo—knk? À 2 —k)kt 
Dans ce cas, on obtient pour les autres composantes de D, 
D —= + , Di — 0. (76, 13) 


Une telle jauge est dite de Coulomb (£. Salpeter, 1952); notons 
qu'ici D,, est la composante de Fourier du potentiel coulombien. 
_ Enfin, à la jauge des potentiels par la condition ® = 0 est ana- 
logue la jauge du propagateur dans laquelle 
4n kik 
Du= — (ôuù—-51), Du=Dw=0. (76,14) 


Cette forme s'avère bien commode pour la résolution des problèmes 
non relativistes (7. E. Dzialochinski, L. P. Pitayevski, 1959). 

Toutes les expressions écrites ci-dessus se rapportent à la repré- 
sentation en impulsions du propagateur. Dans certains cas il est 
plus commode d'utiliser une représentation mixte, en fréquences - 
et en coordonnées, c’est-à-dire la fonction 


D,, (©, r)= | D,, (o, k) eikr 2 ; (76,15) 


Dans la jauge de Feynman (76,10) on a 
Dis (o, r) = £yvD (w, r); 


ou 
eikr dk i a etkr — ,ikr 


ou, en effectuant la substitution 4 —> —X dans le second terme de 
l'expression sous le signe d'intégration: 


i eikr k dk 
DU ne | 
La dernière intégration se fait en bouclant le chemin d'intégration 
par un demi-cercle à l'infini dans le demi-plan de la variable com- 
plexe k et se ramène au calcul du résidu au pôle À = | w | + i0. On 
obtient finalement 


D(w, r)=—<+etlelr. (76,16) 
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A propos de cette expression faisons la remarque suivante. Le 
processus décrit par les diagrammes (73,13) et (73,14) peut être con- 
sidéré de façon suggestive comme la diffusion de l’électron 2 dans 
le champ créé par l’électron Z (ou vice versa). La fonction (76,16) ne 
correspond au potentiel « retardé » ordinaire ceï®r (voir 11, (64,1), 
(64,2)) que pour w > 0. Mais le signe de w dépend du choix conven- 
tionnel du sens de la flèche kÆ dans le diagramme. Cette propriété de 
la fonction D (w, r) signifie qu'en électrodynamique quantique on 
doit considérer comme source de champ celle des particules qui cède 
de l'énergie, c'est-à-dire émet un photon virtuel. 

Avant de clore ce paragraphe arrêtons-nous encore à la question 
concernant le propagateur des particules de spin 1, mais de masse 
non nulle. Dans ce cas l'arbitraire de jauge n'existe pas et le choix 
du propagateur est univoque. 

En introduisant les opérateurs % (14,16) dans la définition 


Guv= —i(0 1 Ty, (x) ps (7) 10), (76,17) 


on obtient une expression qui ne diffère de (76,7) que par le rempla- 
cement de la somme sur les polarisations, figurant dans l'expression 
sous Île signe d'intégration, par la somme 


a)yta)* 
2: utautar, 

Le 2 
La sommation sur les polarisations est équivalente à la prise de la 
moyenne suivie d'une multiplication par 3, c'est-à-dire par le nom- 
bre de polarisations indépendantes, qui donne la matrice de densité 


des particules non polarisées (14,15). Ainsi, on trouve finalement 
l'expression suivante pour le propagateur des particules vectorielles : 


1 v . 
GoO)= — ET (aus — PRE ] (76,18) 


m° 


Notons que les propagateurs (75,17) et (76,18) prossèdent une struc- 
ture analogue: au dénominateur figure la différence p° — m*° et au 
numérateur, à un facteur près, la matrice de densité des particules 
non polarisées de spin donné. 


$ 77. Règles générales de la technique des diagrammes 


Le calcul des éléments de la matrice de diffusion effectué aux 
$$ 73 et 74 pour quelques cas simples contient tous les principes de 
Ja méthode générale. En effectuant des généralisations appropriées, 
il n'est pas difficile d'établir les règles de calcul des éléments de 
matrice à | approximation de tout ordre de la théorie des perturba- 
tions. 


Comme nous l'avons déjà indiqué, l'élément de matrice de l'opé- 
rateur de diffusion S pour la transition entre n'importe quels états 
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initiaux et finals coïncide avec Ja valeur moyenne de l'opérateur 


prise dans le vide, qu'on obtient en multipliant S à droite par les 
opérateurs de création de toutes les particules initiales et à gauche, 
par les opérateurs d'annihilation de toutes les particules finales. 

Par suite d’une telle réduction l'élément de la matrice S à l’ap- 


proximation du n#7-ième ordre de la théorie des perturbations prend 
la forme suivante: 


(ISO | = (OI ... baybas ... @uy +. Cu X 


x À dix, dia, T {(hi(—ievAs) hi) .. (a —ievAs) qn)} 
X Cfi... @ii ... 0j ... | 0) (77,1) 


(les indices Âi, 2i, . .. numérotent les particules initiales (séparé- 
ment les positrons, les électrons, les photons); les indices 1f, 2f, . .. 
numérotent les particules finales; les indices 1, 2, . . . affectant les 
opérateurs % et À signifient : W, — 4 (zx), . .-.). Les opérateurs 
et À figurant dans cette expression sont des combinaisons linéaires 
des opérateurs de création et d’annihilation des particules correspon- 
dantes dans les divers états. Ainsi, on obtient pour les éléments de 
matrice des expressions sous forme de moyennes dans le vide des opé- 
rateurs de création et d'annihilation des particules et de leurs com- 
binaisons linéaires. Le calcul de telles moyennes se fait à l'aide des 
propositions suivantes qui constituent le contenu du théorème de 
G. C. Wick (1950): 


1) La moyenne dans le vide du produit de tout nombre d'opéra- 


teurs de bosons c+, c est égale à la somme des produits de toutes les 
moyennes deux à deux possibles (contractions) de ces opérateurs. Dans 
chaque paire, les facteurs doivent figurer -dans le même ordre que 
dans le produit initial. 


2) Pour les opérateurs de fermions a+, a, b+, b (de mêmes parti- 
cules ou de particules différentes) la règle est la même à cette diffe- 
rence près que chaque terme entre dans la somme avec le signe + 
ou — suivant qu'est pair ou impair le nombre de permutations des 
opérateurs de fermions nécessaires pour mettre l’un à côté de l’autre 
tous les opérateurs moyennés deux à deux. 

J] est clair que la valeur moyenne ne peut être différente de zéro 


que si en plus de chaque facteur a, b, c le produit contient aussi un 
facteur at, b+, ct. Alors, seules doivent être contractées les paires 
d'opérateurs (a, at) se rapportant à des états identiques et seulement 


celles dans lesquelles at, . . . est placé à droite de a, ...: la parti- 
21—0596 
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cule est d’abord créée et ensuite annihilée (quant aux valeurs moyen- 
nes, elles sont (0 | ata | 0) — 0, ...). 


Si chaque paire (a, at) ne figure dans le produit qu'une seule fois, 
le théorème de Wick est évident (la valeur moyenne se réduit alors 
à un seul produit des moyennes deux à deux). Il est également évi- 
dent dans le cas où tous les opérateurs d’annihilation se situent dans 
le produit à droite des opérateurs de création (un tel produit est 
dit rormal) ; la valeur moyenne est dans ce cas nulle. En partant de 
ce qui précède il est facile de démontrer le théorème de Wick, par 
récurrence totale, pour le cas général où une seule et même paire 
d'opérateurs figure dans le produit plusieurs (k) fois. 

Considérons la valeur moyenne (0 | ..cct+t ..|0) dans la- 
quelle la paire d'opérateurs de bosons figure Æ fois (pour les opéra- 
teurs de fermions les raisonnements sont tout à fait analogues à 


ceux qui vont suivre). En permutant les facteurs c, c+ dans une cer- 
taine paire, on obtient en vertu des règles de commutation 


(O1..cet.. [0)—=401.. ete... [0)+(01..1.. 10. (77,2) 


La valeur moyenne (0 | ..1 .. | 0) contient À — 1 paires et pour 
elle le théorème de Wick est supposé valable. D'un autre côté, si on 
développe la valeur moyenne (0 | .. cct .. |0) d’après le théorè- 
me de Wick, elle différera de la valeur moyenne (0 | ..ctc .. 10) 
précisément par le terme 


(01]..4..10){0Icct]0)—(0 | .. 4 .. 10) 


(lorsqu'on développe (01].. ctc ..]|0), le terme analogue 
(0 |..1..10) (0 | ctc l) = 0.) Il résulte donc de (77,2) que si 
le théorème de Wick est valable pour l'élément de matrice (0 .. 


«. ctc ..|0), il reste également valable après la permutation de c 


et ct. Puisque le théorème de Wick est a priori valable pour un ordre 
déterminé (ordre normal) des facteurs, il l’est par là même dans tous 
les cas. 


Vrai pour les produits des opérateurs a, b, ..., Je théorème de 
Wick est également vrai pour tous produits contenant en plus des 


opérateurs a, b, . . . eux-mêmes aussi leurs combinaisons linéaires 


+, wŸ, À. En appliquant ce théorème à l'élément de matrice (77,1), 
nous le représenterons par une somme des termes dont chacun est le 
produit de certaines moyennes deux à deux. Parmi ces dernières on 


rencontre des contractions des opérateurs 1, p, À avec des opérateurs 
« extérieurs » : opérateurs de création de particules initiales ou d'an- 
nihilation de particules finales. Ces contractions s'expriment au 
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moyen des fonctions d'onde des particules initiales et finales par les 
formules suivantes : 


(0 | Ac 10) = 4,, (0 | c,4 | 0) = D: 
(Opai|0)=p,, (0) ab 10)=— 5, (77,3) 
(OlbbI0)=b >, (01h10) =>, 


où À», Ÿh Sont les fonctions d'onde des photons et des électrons 
d'impulsions p (pour abréger, les indices de polarisation sont omis 
de même qu'aux $$ 73, 74). On rencontrera également des contrac- 
tions des opérateurs « internes » figurant sous le signe de produits T. 
Vu que Ïl application du théorème de Wick laisse inchangé l'ordre 
des facteurs dans chaque paire contractée, dans ces contractions 
l'ordre chronologique des opérateurs sera conservé, de sorte qu'ils 
sont remplacés par les propagateurs correspondants !). 

Chacun des termes de la somme en laquelle se décompose l’élé- 
ment de matrice par suite de son développement d'après le théorème 
de Wick est représenté par un diagramme de Feynman déterminé. 
A l'approximation d'ordre x, le diagramme présente 7 sommets. 
À chacun de ces sommets on fait correspondre une des variables d’in- 
tégration, à savoir un des quadrivecteurs z;, z., . .. À chaque som- 
met convergent trois rayons: deux rayons pleins (électroniques) et 
un en traits interrompus (photonique) auxquels correspondent les 


opérateurs d'électrons (h et +) et l'opérateur de photons (À) comme 
des fonctions d'une même variable x. A l'opérateur % correspond la 


ligne entrant au sommet et à l'opérateur +, la ligne en sortant. 
Indiquons, à titre d'illustration, quelques exemples de corres- 
pondance entre les termes d’un élément de matrice à l'approximation 
d'ordre 3 et les diagrammes. En omettant le signe d'intégration, les 
signes des opérateurs et le signe T, ainsi que les facteurs —iey sans 


1) A propos de cette dernière affirmation il faut faire la remarque suivante. 
Pour démontrer le théorème de Wick nous avons utilisé les règles de commuta- 


tion des opérateurs €, c*+ qui n'ont un sens que pour des photons réels (« transver- 
ses »). Les opérateurs « extérieurs » c*, c; correspondent bien entendu précisément 


à de tels photons (initiaux et finals). Quant aux opérateurs À (figurant sous le 
signe de produit 7), comme il a été indiqué au $ 76, ils ne décrivent pas seule- 
ment des photons transverses. La situation qui se présente ici est la même que 
Jors du calcul de D,, au $ 76. En vertu de l’invariance relativiste et de l'inva- 
riance de jauge il suffit de démontrer le théorème seulement pour ceux des pro- 
duits (c'est-à-dire des composantes du tenseur (0 | TA,4, . .. | 0)) qui se dé- 
terminent par les pe transverses des potentiels. Par là même il sera démon- 
tré pour tout produit. ; 


25* 
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indiquer les arguments des opérateurs, écrivons ces termes symboli- 
quement sous la forme 


a) (444) (46) (ère) — FR 
QY7 ON / 
a 
b)  (+4y)($48) (#48) — 
Ke” PS 
(77,4) 
| 4! 
c) (bAy)(gA)(pAg)= ———tet et + 
Lu 


2 | 


a) CAUSAU Ag)= << D 


Pour plus de clarté, les contractions électroniques et photoniques 
sont représentées comme dans le diagramme, respectivement par des 
arcs en traits pleins et interrompus. Le sens des flèches sur les con- 


tractions électroniques (de 4 vers 4) correspond à leur sens dans les 
diagrammes. Pour des contractions photoniques internes le sens est 
indifférent (ce qui s'exprime aussi par la parité du propagateur pho- 
tonique en tant que fonction de zx — zx’). 

Parmi les termes ainsi obtenus il y a des équivalents qui ne dif- 
fèrent que par la permutation des numéros des sommets, par la cor- 
respondance entre les sommets et les numéros des variables z,,x,,. .., 
c'est-à-dire tout simplement par la notation des variables d'intégra- 
tion. Le nombre de telles permutations est égal à n!. Il réduit le 
facteur 1/n! dans (77,1), après quoi on n'a plus à tenir compte des 
diagrammes avec permutation des sommets. Nous avons déjà ren- 
contré cette circonstance aux $$ 74, 74. C’est ainsi que sont équiva- 
lents les deux diagrammes suivants à l'approximation d'ordre 2: 


TS 
(348) (g40) = |: / 


2 RE (77,9) 
(gag) ($4%) 
ne 
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Dans les diagrammes (77,4) et (77,5) ne sont représentés que les 
contractions internes auxquelles correspondent les lignes internes 
(électrons et photons virtuels). Les opérateurs restés libres se con- 
tractent avec tels ou tels opérateurs externes, de sorte qu'une corres- 
pondance s'établit entre les extrémités libres des diagrammes et tel- 


les ou telles particules initiales et finales. L'opérateur % donne (en 
se contractant avec les opérateurs a, ou b+) la ligne de l’électron 
final ou du positron initial, alors que l'opérateur p donne (en se 
contractant avec les opérateurs at ou b;) la ligne de l’électron initial 
ou du positron final. L'opérateur libre À (qui se contracte avec ct 


ou c;) peut correspondre aussi bien au photon initial qu'au photon 
final. On obtient ainsi plusieurs diagrammes topologiquement iden- 
tiques (c'est-à-dire contenant un même nombre de lignes disposées 
de la même manière) qui ne diffèrent que par les permutations des 
particules initiales et finales aux extrémités libres entrantes et sor- 
tantes. 

Chacune de ces permutations est de toute évidence équivalente à 


une permutation déterminée des opérateurs externes a, b, ... 
dans (77,1). Il est clair que si parmi les particules initiales ou parmi 
les particules finales il y a des fermions identiques, les signes rela- 
tifs des diagrammes qui diffèrent par un nombre impair de permuta- 
tions des extrémités libres doivent être contraires. 

Une suite continue de lignes en traits pleins dans les diagrammes 
constitue une ligne électronique le long de laquelle les flèches con- 
servent leur sens. Une telle ligne peut avoir ses deux extrémités li- 
bres ou former une boucle fermée. C'est ainsi par exemple que le dia- 
gramme 


UN 


(Ray) (gA4)= —-<D--- 


présente une boucle à deux sommets. La conservation du sens le long 
de la ligne électronique est l'expression graphique de la conservation 
de la charge: la charge « entrante » à chaque sommet est égale à la 
charge « sortante ». 

La disposition des indices bispinoriels le long de la ligne élec- 
tronique continue correspond à l'écriture des matrices de gauche à 
droite lorsqu'on se déplace contre le sens des flèches. Les indices 
bispinoriels de différentes lignes électroniques ne s’embrouillent 
jamais. Le long d’une ligne ouverte la suite des indices se termine 
aux extrémités libres par des fonctions d'onde électroniques (ou 
positroniques). Dans le cas d’une boucle fermée, la suite des indices 
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se ferme elle aussi, c’est-à-dire qu à la boucle correspond la trace 
du produit des matrices disposées le long de la boucle. Il est facile 
de voir que cette trace doit être affectée du signe moins. 

En effet, à une boucle à À sommets correspond un ensemble de k 
contractions 


(ou un autre ensemble équivalent qui diffère par la permutation des 
sommets). Dans la (4 — 1)-ième contraction les opérateurs b et 


se situent déjà l’un près de l’autre et dans l’ordre (Ÿ à droite de w) 
dans lequel ils doivent être disposés dans le propagateur électroni- 
que. Quant aux opérateurs situés aux extrémités, on les place l’un 
près de l’autre au moyen d'un nombre pair de permutations avec 
d’autres opérateurs Ÿ, après quoi ils se trouvent placés dans l’ordre 


> À 


La 


‘Comme 
(O | Th’ | 0) = —(0 | Tip’ | 0) 


(voir note au bas de la page 357), le remplacement de cette contrac- 
tion par le propagateur correspondant entraîne le changement du si- 
gne général de toute l'expression. 

Le passage à une représentation en impulsions se fait dans le cas 
général d’une manière tout à fait analogue au passage dans les 
$$ 73, 74. En plus de la loi générale de conservation de la quadri- 
impulsion, les « lois de conservation » en chaque sommet doivent 
être aussi observées. Il se peut pourtant que toutes ces lois s'avèrent 
insuffisantes pour une détermination univoque des impulsions de 
toutes les lignes internes d'un diagramme. Dans de tels cas, pour 
toutes les impulsions qui restent indéterminées, des intégrations 
(sur d‘p/(2x)*) sont à faire dans tout l’espace des p (y compris sur 
dpo, de —0 = +00). 

Les raisonnements que nous venons de développer supposent que 
le rôle de la perturbation est joué par l'interaction entre les particu- 
les mêmes qui participent « activement » à la réaction (c'est-à-dire 
entre les particules dont l’état change par suite de la réaction). On 
traite de même le cas où le problème fait intervenir un champ élec- 
tromagnétique extérieur, c’est-à-dire un champ engendré par des 
particules « passives » dont l’état reste inchangé dans le processus 
donné. 
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Soit At (x) le quadripotentiek du champ extérieur. Il entre dans 
le lagrangien d'interaction avec l'opérateur de photons À sous forme 
de la somme À + A(9 (c'est cette somme qui est multipliée par 


l'opérateur courant j). Comme le potentiel 4° ne contient aucun 
opérateur, il ne peut pas se contracter avec d'autres opérateurs. 
Autrement dit, dans les diagrammes de Feynman, au champ exté- 
rieur ne correspondront que des lignes externes. 
Exprimons le potentiel Al moyennant l'intégrale de Fourier: 
AO (x) = ( A (q) eriax diq 


| (2° ? 


| (77,6) 
AU (g)= | AG (x) eï9x dir. 

Dans les expressions des éléments de matrice dans la représentation 
en impulsions, le quadrivecteur qg figurera en même temps que les 
quadri-impulsions des autres lignes externes correspondant aux par- 
ticules réelles. À chacune de ces lignes du champ extérieur on fait 
correspondre un facteur A(° (g) et la ligne doit être considérée com- 
me « entrante », conformément au signe de l'exposant dans le facteur 
ex avec lequel le facteur A (q) entre dans l'intégrale de Fourier 
(quant à la ligne « sortante », il faudrait lui faire correspondre un 
facteur A(°%* (q)). S'il se trouve dans ce cas que la loi de conserva- 
tion de la quadri-impulsion ne fixe pas (pour des quadri-impulsions 
données de toutes les particules réelles) de façon univoque les quadri- 
impulsions de toutes les lignes externes du champ extérieur, on in- 
tègre sur les g restés « libres » (sur d‘qg/(2x)*) ainsi que sur toutes les 
autres quadri-impulsions non fixées des lignes du diagramme. 

Si le champ extérieur ne dépend pas du temps, on a 


AO (q) = 2nô (g°) A (q), (74,7) 
où A (q) est une composante de Fourier tridimensionnelle: 
AO (q) = \ AO (r)e-iar dr. (77,8) 


Dans ce cas, à une ligne externe on fait correspondre le facteur 
A (q) et on lui attribue la quadri-impulsion g# = (0, q); les 
énergies des lignes électroniques qui se coupent (de même que la ligne 
du champ) au sommet sont identiques en vertu de la loi de conser- 
vation. Pour toutes les impulsions p tridimensionnelles, restées non 
fixées, des lignes internes on doit intégrer sur d‘p/(21})°. L'’amplitude 
M; ainsi calculée détermine par exemple la section efficace de dif- 
fusion (64,25). 

Résumons les règles définitives de la technique des diagrammes 
d’après lesquelles on forme l'expression de l'amplitude de diffusion 
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(plus exactement, l'expression pour iM};;) dans la représentation en 
impulsions. 

1) A l’approximation d'ordre r de la théorie des perturbations 
correspondent des diagrammes à r7 sommets. À chacun des sommets 
convergent deux lignes électroniques en traits pleins, une entrante et 
une sortante, et une ligne photonique (en traits interrompus). Dans 
l'amplitude du processus de diffusion figurent tous les diagrammes 
présentant des extrémités libres (lignes externes) au nombre égal 
à celui des particules initiales et finales. 

2) A chaque ligne externe entrante en traits pleins on fait cor- 
respondre l'amplitude de l'électron initial w (p) ou du positron final 
u (—p) (p étant la quadri-impulsion de Ja particule). A chaque ligne 
sortante en traits pleins on fait correspondre l'amplitude de l’élec- 


tron final uw (p) ou du positron initial u (—p). 
3) A chaque sommet on fait correspondre le quadrivecteur —iey#. 
4) À chaque ligne externe entrante en traits interrompus on 


fait correspondre l’amplitude Väne, du photon initial et à chaque 


ligne sortante l'amplitude V 4xeï du photon final (e étant le quadri- 
vecteur polarisation). L'indice vectoriel up coïncide avec l'indice de 
matrice y“ au sommet correspondant (de sorte qu'apparaît le pro- 
duit scalaire ye ou ye*). 

5) À chaque ligne interne en traits pleins on fait correspondre le 
facteur iG (p) et à chaque ligne interne en traits interrompus, le 
facteur —iD,,, (p). Les indices tensoriels uv coïncident avec les indi- 
ces de matrices y“, y* aux sommets reliés par une ligne en traits in- 
terrompus. 

6) Le long de chaque suite continue de lignes électroniques les 
flèches ont partout le même sens et la disposition des indices bispi- 
noriels le long de ces lignes correspond à l'écriture des matrices de 
gauche à droite lorsqu'on se déplace contre les flèches. À une boucle 
électronique fermée correspond la trace du produit des matrices dis- 
posées le long de la boucle. 

1) À chaque sommet, les quadri-impulsions des lignes qui s y 
coupent observent la loi de conservation, c’est-à-dire que la somme 
des impulsions des lignes entrantes est égale à la somme des impul- 
sions des lignes sortantes. Les impulsions des extrémités libres sont 
des quantités données (avec observation de la loi générale de conser- 
vation) et à la ligne positronique est attribuée l'impulsion —p. 
Pour des impulsions des lignes internes, qui restent non fixées après 
la prise en compte des lois de conservation à tous les sommets, on 
effectue l’intégration (sur d‘p/(2x)*). 

8) A l'extrémité libre entrante, correspondant au champ exté- 
rieur, on fait correspondre le facteur AÀ(° (g); le quadrivecteur gq 
est lié aux quadri-impulsions des autres lignes par la loi de conser- 
vation au sommet. Si le champ extérieur est indépendant du temps, 
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on fait correspondre le facteur A (q) à l'extrémité libre et pour les 
impulsions tridimensionnelles restées non fixées des lignes internes 
on effectue l'intégration sur dp/(2x)*. 

9) Le facteur supplémentaire, —1, est introduit dans l'expres- 
sion de iM},; par chaque boucle électronique fermée dans le diagram- 
me et par chaque paire d'extrémités externes positroniques, si ces 
extrémités sont le début et la fin d’une suite de lignes en traits 
pleins. Si parmi les particules initiales ou parmi les particules fina- 
les il existe plusieurs électrons ou plusieurs positrons, le signe relatif 
des diagrammes, qui diffèrent l’un de l’autre par un nombre impair 
de permutations des paires de particules identiques (c’est-à-dire 
d’extrémités externes qui leur correspondent), doit étre opposé. 

Ajoutons pour préciser la dernière règle que dans tous les cas les 
diagrammes comportant les mêmes lignes en traits pleins, c'est-à- 
dire les diagrammes qui seraient identiques si on leur enlevait toutes 
Jes lignes photoniques, doivent avoir les mêmes signes. Rappelons 
aussi qu'en présence des fermions identiques le signe général de 
l'amplitude est conventionnel. 
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& 

La représentation des amplitudes de diffusion M};; par les inté- 
grales de Feynman met en évidence leur symétrie remarquable con- 
sistant en ce qui suit. 

Toute ligne externe entrante du diagramme de Feynman peut 
être considérée (sans changement de sens de sa flèche) comme une 
particule à l’état initial ou comme une antiparticule à l’état final, 
et toute ligne sortante peut être considérée comme une particule 
finale ou une antiparticule initiale. Le passage de la particule à 
son antiparticule entraîne le changement de la signification de Îla 
quadri-impulsion p attribuée à la particule: p — p, pour la parti- 
cule (disons un électron) et p = —p, pour un positron. La polarisa- 
tion attribuée à la particule change elle aussi. Vu qu'à ligne externe 
entrante on doit faire correspondre l'amplitude d’onde u et à la 
ligne sortante, l'amplitude u*, on a u — u, pour l'électron et u — 
— u, pour le positron. Mais le passage de u à u* signifie le change- 
ment de signe de la projection du spin de la particule (ou de son 
hélicité). 

Pour le photon, qui est une particule neutre vraie, le changement 
de sens de la ligne externe signifie tout simplement le passage de 
l'émission du photon à son absorption ou inversement: la ligne 
externe photonique d’impulsion * correspond soit à l'absorption 
d'un photon d'impulsion k,r, = k, soit à l'émission d’un photon 
d'impulsion kém — —* et d'hélicité de signe opposé. 

Un tel changement de la signification des lignes externes est 
équivalent au passage d’un canal de réaction de croisement à d’au- 
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tres canaux. Il en résulte qu’une seule et même amplitude, considé- 
rée comme fonction des impulsions des extrémités libres dans les 
diagrammes, décrit tous les canaux de réaction !). Selon le canal, 
seule change la signification des arguments de la fonction : le passage 
de la particule à l’antiparticule entraîne la substitution p; — —p}, 
où p; est la quadri-impulsion de la particule initiale (dans un nul) 
et p;, la quadri-impulsion de la particule finale (dans l’autre canal). 
Cette propriété de l'amplitude de diffusion est appelée symétrie de 
croisement ou invariance de croisement. 

Dans le langage d’amplitudes invariantes, fonctions des inva- 
riants cinématiques introduits au$ 70, on peut dire que ces fonctions 
seront les mêmes pour tous les canaux, mais pour chaque canal leurs 
arguments parcourent des valeurs dans leur domaine physique. En 
d’autres termes, les intégrales de Feynman définissent les amplitudes 
invariantes comme des fonctions analytiques; leurs valeurs dans dif- 
férents domaines physiques sont le prolongement analytique de la 
fonction donnée dans l'un des domaines. Etant donné que les expres- 
sions sous le signe des intégrales de Feynman contiennent des singu- 
larités, les amplitudes invariantes en ont aussi qui sont déterminées 
à partir des expressions de ces intégrales (en tenant compte de la 
règle de contournement des pôles). Si les amplitudes invariantes 
sont calculées, pour un canal quelconque, d'après les intégrales de 
Feynman, leur prolongement analytique vers d’autres canaux tiendra 
automatiquement compte de ces singularités. 

Soulignons que l’invariance de croisement est quelque chose de 
plus général que les propriétés de la matrice de diffusion qui résul- 
tent des exigences générales de symétrie spatio-temporelle. Celles-ci 
imposent l'égalité des amplitudes de processus qui se déduisent l’un 
de l’autre par permutation des étatsinitial et final avec remplacement 
de toutes les particules par leurs antiparticules (les impulsions p 
de toutes les particules étant inchangées et les projections de leurs 
moments ayant changé de signe). C'est l'exigence d'invariance par 
CPT ?). Quant à l’invariance de croisement, elle permet d'effectuer 
une telle transformation non seulement pour toutes les particules à 
la fois mais aussi pour chaque particule séparément. 


1) Si tel ou tel canal est interdit par la loi de conservation de la 
quadri-impulsion, la probabilité de transition est rendue automatiquement 
nulle par la fonction é qui figure dans (64,5) comme facteur commun. 

2) Notons que la description formelle du passage d'une des réactions indi- 
quées à une autre par changement de signe de toutes les quadri-impulsions dans 
Jes diagrammes de Feynman correspond au sens de l'opération CPT considérée 
comme une quadri-inversion. 
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$ 79. Particules virtuelles 


Les lignes internes des diagrammes de Feynman jouent dans la 
théorie invariante des perturbations un rôle analogue à celui des 
états intermédiaires dans la théorie « ordinaire ». Mais le caractère 
de ces états est différent dans les deux théories. En théorie ordinaire, 
l'impulsion (tridimensionnelle) se conserve dans les états intermé- 
diaires et l'énergie ne se conserve pas; on dit en ce sens que ce sont 
des états virtuels. Quant à la théorie invariante, l'impulsion et l’éner- 
gie y figurent sur un pied d'égalité: dans les états intermédiaires la 
quadri-impulsion toute entière est conservée (ce qui résulte du fait 
que dans les éléments de la matrice S l'intégration se fait sur les 
coordonnées et sur le temps, ce qui assure l’invariance de la théorie). 
Mais alors, dans les états intermédiaires le lien, inhérent aux parti- 
cules réelles, entre l'énergie et l’impulsion (exprimé par l'égalité 
p° = m°) est troublé. On dit en ce sens que ces particules intermédiai- 
res sont virtuelles. La relation entre l'impulsion et l’énergie d'une 
particule virtuelle est arbitraire: elle est telle que l'exige la con- 
servation de la quadri-impulsion aux sommets. 

Envisageons un certain diagramme constitué par deux parties 
(I et IT) réunies par une ligne. En faisant abstraction de la structure 
interne de ces parties, représentons ce diagramme schématiquement 
sous la forme suivante: 


P (79,1) 


(les lignes représentées peuvent être aussi bien en traits pleins qu’en 
traits interrompus). En vertu de la loi générale de conservation, les 
sommes des quadri-impulsions des lignes externes des parties I et 
JT sont identiques. Mais en vertu de la loi de conservation en chacun 
des sommets, la quadri-impulsion p de la ligne interne reliant les 
parties Ï et II sera elle aussi égale à cette somme. Autrement dit, cet- 
te impulsion est déterminée de façon univoque, si bien que l’inté- 
gration sur cette impulsion dans l’élément de matrice ne se fait pas. 

Selon le canal de réaction, le carré p° peut être tant positif que 
négatif. Il existe toujours un canal tel que pour lui p* > 0 ?). Alors, 


1) Tel est par exemple le canal (s’il est énergétiquement permis) dont toute 
les extrémités libres de la partie Ï correspondent aux particules initiales et 
toutes les extrémités libres de la partie 11, aux particules finales. Alors p = P; 
(égale à la somme des quadri-impuisions de toutes les particules initiales) et dans 
le référentiel du centre d'inertie p = (P?, 0), si bien que p? > 0. 
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la particule virtuelle devient, en ce qui concerne ses propriétés 
formelles, tout à fait analogue à une particule réelle de masse réelle 
M = YV p°. On peut introduire pour elle un référentiel de repos, dé- 
terminer son spin, etc. 

Pour ce qui est de sa structure tensorielle, le propagateur photoni- 
que (76,11) coïncide avec la matrice de densité d'une particule non 
polarisée de spin 1 et de masse non nulle: 


1 PuP 
Puv — —7(a,— 2%) 


(cf. (14,15)). D'un autre côté, le propagateur (en tant que grandeur 
quadratiquement formée à partir des opérateurs champ) joue pour 
une particule virtuelle un rôle analogue à celui que la matrice de 
densité joue pour une particule réelle. Ceci étant, on devra attri- 
buer à un photon virtuel, ainsi qu’à un photon réel, le spin 1. Toute- 
fois, à la différence d'un photon réel avec ses deux polarisations in- 
dépendantes, le photon virtuel, en tant que « particule » de masse 
finie, peut avoir toutes les trois polarisations. 
La fonction de propagation de l'électron a pour expression 


Go Yyp+m. 
Ici, m est la masse de l’électron réel, tandis que la « masse » de la 
particule virtuelle M = V p’. En écrivant 


M M — 
vom (vp+ M)+ pe (vp— M), (79,2) 


on voit que le premier terme correspond à la matrice de densité 
d'une particule de masse M et de spin !/, et le second terme à la 
matrice de densité d’une même « antiparticule » (cf. (29,10) et 
(29,17)). Vu que les parités intrinsèques de la particule et de l’anti- 
particule sont opposée (voir $ 27), nous arrivons à la conclusion 
qu'on doit attribuer à un électron virtuel le même spin !/, mais qu'il 
est impossible de lui attribuer une parité déterminée. 

Une particularité caractéristique du diagramme (79,1) est qu'on 
peut le sectionner en deux parties non liées l’une a l’autre, en ne 
coupant à cet effet qu'une seule ligne interne ‘). Cette ligne corres- 
pond dans ce cas à un état intermédiaire monoparticulaire, c'est-à- 
dire à un état avec en tout une seule particule virtuelle. L’amplitude 
de diffusion correspondant à un tel diagramme contient un facteur 
caractéristique (qui ne se prête pas à l'intégration!) 

1 
p?—m?+ i0 9 


1) Cette propriété est celle des diagrammes de presque tous les processus 
à la première approximation non évanescente. 
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provenant de la ligne interne p (où m est la masse de l'électron si la 
ligne est électronique, et m = 0 si la ligne est photonique). Autre- 
ment dit, l'amplitude de diffusion a un pôle pour les valeurs de p 
pour lesquelles la particule virtuelle serait une particule physique 
(p° = m°). Cette situation est analogue à celle existant en mécanique 
quantique non relativiste, où l'amplitude de diffusion a des pôles 
pour les valeurs de l'énergie correspondant aux états liés d'un sys- 
tème de particules entrant en collision (III, $ 128). 

Considérons le diagramme (79,1) pour celui des canaux de réaction 
dans lequel toutes les extrémités libres de droite correspondent 
aux particules initiales et toutes les extrémités libres de gauche, aux 
particules finales ; alors p* >> 0. Ceci étant, on peut dire que le sys- 
tème de particules initiales se transforme à l'état intermédiaire en 
une seule particule virtuelle. Cela n'est possible que si une telle 
transformation ne contredit pas les lois de conservation requises 
(sans tenir compte de la conservation de la quadri-impulsion): con- 
servation du moment, de la charge, de la parité de charge, etc. 
C'est en cela que consiste la condition nécessaire d'apparition de ce 
qu'on appelle diagrammes à pôles. Si de tels diagrammes existent 
pour un des canaux, ils existeront par là même, en vertu de l'in- 
variance de croisement, pour les autres canaux de réaction. 

Par exemple, les lois de conservation indiquées ne s'opposent pas 
à la création d’un électron virtuel suivant la réaction e -— y —e. 
Cette possibilité correspond au pôle de l'amplitude de l'effet Comp- 
ton (et par là même d'un autre canal de cette réaction, celui de l’an- 
nihilation à deux photons d'une paire d'électrons). La création d'un 
photon virtuel suivant la réaction e- + e* — y correspond au pôle 
de l’amplitude de diffusion d’un électron par un positron et par Îlà 
même d’un électron par un électron. Quant à deux photons, ils ne 
peuvent créer ni un électron virtuel, ni un photon virtuel (la trans- 
formation y + y — e est interdite par les lois de conservation de la 
charge et du moment, et la transformation y + y — y est interdite 
par la loi de conservation de la parité de charge). Cela signifie que 
l'amplitude de diffusion d'un photon par un photon ne peut pas 
contenir de diagrammes à pôles. 

L'origine des particularités à pôles des amplitudes de diffusion 
que nous venons d'étudier en partant des intégrales de Feynman, à 
en fait un caractère plus général, non lié à la théorie des perturba- 
tions. Nous allons montrer que ces particularités apparaissent déjà 
comme conséquence de la condition d'unitarité (71.2). 

Supposons que parmi les nr états intermédiaires figurant dans 
(11,2) il y ait un état monoparticulaire. La contribution de cet état 
a pour expression 


. . Va 
(Ty; — Tijpimono) =; (27)* à \ SR UE Tin Tin Gr 
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où p et À sont respectivement la quadri-impulsion et l’hélicité de la 
particule intermédiaire. Remplaçons l'intégration sur dÿp par celle 
sur d‘p (dans le domaine p° = £& >> 0) suivant la substitution 


dSp —+ 2e6(p2— M?) d‘p 


(où M est la masse de la particule intermédiaire). Cette intégration 
fait disparaître la fonction delta 6((P;, — p); puis, passons des 
amplitudes 7}; aux amplitudes M,; d’après (64,10) pour obtenir 


(My— Mijjmono) = 2niô (p2— M2) D M,,M%. (79,3) 
À 


En supposant l’invariance par 7 et par P, nous aurons (à un facteur 
de phase près) M;, = M,:;, où les états i’, f” ne diffèrent des états 
i, f que par le signe des hélicités des particules (pour les mêmes im- 
pulsions). En faisant la somme de l'égalité (79,3) et de la même éga- 
lité pour M}; — Mi, on obtient 


Im M (mono) — — n6(p2— M?)R, (79,4) 


où l'on a noté 


Mji=M;;+Mix, 
R= — 2 (M Min + M yon Mn). 


J1 en résulte précisément que M,, en tant que fonction analytique 
de p° — Pi = Pi a un pôle pour p? = M*. En vertu de (75,18) on 
touve pour la partie à pôle 


R - 
MIT D (79,5) 


Les transitions réelles vers un état monoparticulaire ne sont possi- 
bles que pour une seule valeur de P? — P5 égale à M°. Ainsi, nous 
avons effectivement obtenu une structure de l’amplitude de diffu- 
sion correspondant au diagramme de la forme (79,1). 

Enfin, arrêétons-nous à la propriété importante que présentent les 
diagrammes contenant des boucles électroniques fermées. Cette 
propriété est facile à mettre en évidence si l’on applique à un photon 
virtuel la notion de parité de charge: il faut attribuer à un photon 
virtuel, de même qu’à un photon réel, une parité de charge déter- 
minée (négative) !). 

Si un certain diagramme contient une boucle fermée (avec un 
vombre de sommets NV >> 2), l'amplitude du processus considéré 
doit avoir, en plus de ce diagramme, un autre diagramme qui ne 


M, ;(mono) — 


1) Cela résulte des mêmes considérations sur l'opérateur d'interaction 
cenopaReuque agissant en chacun des sommets que celles qui ont été indi- 
quées à la fin du $ 13 pour un photon réel. 
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diffère du premier que par le sens du parcours de la boucle (pour 
N = 2, la notion de sens du parcours perd évidemment, sa signi- 
fication). « Découpons » ces boucles suivant des lignes en traits 
interrompus qui se dirigent vers elles. Nous obtiendrons alors deux 
boucles Il; et Il;r: 


(| 
D Om 


qui peuvent être considérées comme des diagrammes déterminant 
l'amplitude du processus de transformation d’un ensemble de pho- 
tons (réels ou virtuels) en un autre: NW est alors la somme des nom- 
bres de photons initiaux et finals. Mais la loi de conservation de la 
parité de charge interdit la transformation d’un nombre pair de 
photons en un nombre impair. Aussi, lorsque À est impair, la som- 
me des expressions correspondant aux boucles (79,6) doit s’annuler. 
Donc, s’annule aussi la contribution totale à l'amplitude de diffu- 
sion des deux diagrammes contenant ces boucles en tant que parties 
constitutives (théorème dit de W. H. Furry, 1937). 

Ainsi, en composant l'amplitude d'un processus quelconque, 
on peut faire abstraction des diagrammes contenant des boucles 
avec un nombre impair de sommets. 

Suivons de plus près l'origine de la réduction mutuelle indiquée 
des diagrammes. A une boucle électronique fermée correspond l’ex- 
pression (pour des impulsions données des lignes  photoniques 
k;, ke, to kx) 


| Gp Tr {ve,G (p) (ve) G(p+ 4) ..], (79,7) 


où p, p +'k1, . . . sont les impulsions des lignes électroniques (dont 
la détermination reste incomplète après la prise en compte des lois 
de conservation aux sommets). Effectuons sur toutes les matrice y" 
et G l'opération de conjugaison de charge, c'est-à-dire remplaçons- 
les par Uc'y“Uc et Uc'GUc. L'expression (79,7) reste inchangée 
parce que la trace du produit des matrices est invariante par rapport 
à une telle transformation. D'un autre côté, d’après (26,3) on a 


Ur Uc = — v#, (79,8) 
et donc 
UE G(p}Uo= RE = G (— p). (79,9) 
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Mais le remplacement de G (p) par la matrice transposée avec chan- 
gement du signe de p signifie de toute évidence le changement de 
sens du parcours de la boucle dont toutes les flèches prennent le 
sens inverse. Autrement dit, la transformation effectuée fait passer 
une boucle en une autre et il y a apparition du facteur (—1)" dü au 
remplacement (79,8) en chacun des sommets. Ainsi, 


Ni=(—1) Ti, (79,40) 


c'est-à-dire que les contributions des deux boucles sont égales lors- 
que le nombre de sommets est pair, et opposées, lorsque ce nombre 
est impair. 


CHAPITRE IX 


INTERACTION ENTRE LES ÉLECTRONS 


$ 80. Diffusion d’un électron dans un champ extérieur 


La diffusion élastique d’un électron dans un champ extérieur 
constant est le processus le plus simple qui intervient déjà à l'ap- 
proximation du premier ordre de la théorie des perturbations (pre- 


mière approximation de Born). Il lui correspond un diagramme à 
un sommet . 


(80,1) 


où p et p’ sont les quadri-impulsions initiale et finale de l’électron 

et q = p  — p. Vu que l'énergie de l’électron se conserve lors de sa 

diffusion dans un champ constant (£ = e’), on a a = (0, a) ?). 
L'amplitude de diffusion correspondante a pour expression 


My = —eu(p')[vA® (q)lu (p), (80,2) 


où A) (q) est la composante du développement de Fourier spatial 


du champ extérieur. La section efficace de diffusion (suivant (64,26)) 
s'écrit 


1 ? 
do=-— |M;,l* do . (80,3) 


à Dans le cas d’un champ extérieur, un tel diagramme n'est certes pas 
interdit par la loi de conservation de la quadri-impulsion (comme c'était le 
cas dans le diagramme (73,19) avec un photon réel): à la différence du carré 
de la quadri-impulsion d'un photon réel, le carré q° ne doit pas être nul ; la com- 
posante avec le q requis est automatiquement prise à l'intégrale de Fourier re- 
présentant le champ extérieur. 


25-0596 
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Pour un champ électrostatique 4% = (4(4, 0), de sorte que 
2 
M,;= — eu (p') vu (p) 4f° (4) = —eu* (p')u(p) A$(q). (80,4) 


Dans le cas non relativiste, les amplitudes bispinorielles des ondes 
planes u (p) se réduisent aux amplitudes non relativistes (à deux 
composantes). Pour une diffusion sans changement de polarisation 
c’est une quantité indépendante de p et de plus u*u — 2m en vertu 
de la condition de normalisation que nous avons adoptée. En tenant 
compte de cela on obtient 


do=|— 7 U (q) F do’, 


où U (q) = eA( (q) est la composante de Fourier de l’énergie poten- 
tielle de l'électron dans le champ; cette expression coïncide avec la 
formule connue de Born (III (126,4)). 

Dans le cas relativiste général, on obtient la section efficace de 
diffusion en prenant la moyenne du carré | M,; |* sur les polarisations 
initiales et en effectuant la sommation sur les polarisations finales, 
c'est-à-dire en formant la quantité 


+ >, IM;:1?, 


polar 


où la sommation est faite sur les directions du spin des électrons ini- 
tial et final; le facteur /, transforme l’une de ces sommations en 
prise de la moyenne. En appliquant les règles exposées au $ 65, on 
obtient 
LS IMyl=2Trp" (740) p (749) = 

polar 


= 1449 (GIE Tr (m2 yp') 4° (me + YP P 


Pour calculer la trace, remarquons que ÿ(® (yp) V°= YP, où D= 
— (€, — p), et donc 


5 Te mp) 9 Cm PP) = LT (m2 pm + VD = 
m4 ph=e+met pp 2e À, 


On en déduit pour la section efficace 


2 (e) 
do= AE e2 (11) do’. (80,5) 


4x? 4e3 
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Pour un champ engendré par une distribution statique de char- 
ges de densité p (r) on a 


AS (q) = 9 , (80,6) 


où p (q) est la transformée de Fourier de la distribution p (r) (facteur 
de forme). Notamment, pour le champ coulombien créé par une char- 


ge ponctuelle Ze, on a: p (q) = Ze. Alors la section efficace a pour 
expression 


. , 4(Ze?ÿe? q° 
do = do (1 à) (80,7) 


(N. F. Mott, 1929). Le carré s’écrit 
q? = 4p° sin? _ : 


où 8 est l’angle de diffusion. Dès lors, l’expression devant les paren- 
thèses peut être appelée, compte tenu de sa dépendance angulaire, 
section de Rutherford : 


6 


a(Zéÿe Fa (Ze2)? e° sin”i _. (80,8) 


(à la limite non relativiste, le coefficient e*/p* —> {/m°vt). Ainsi !) 


do = dou (1 — vsin? +). (80,9) 


Notons que dans le cas ultrarelativiste la distribution angulaire dif- 
fère de la distribution non relativiste par une forte atténuation de la 
diffusion en arrière (lorsque 8 — x; do/donutn —-> m°/e°). 

Dans le cas ultrarelativiste, l'expression (80,7) donne pour la 
diffusion aux petits angles 


& Ze?}° ; 
do =“ do’. (80,10) 


1) La différence entre do et dORutn exprimée par cette formule est spéci- 
fique des particules de spin /,. Pour la diffusion des particules de spin 0 (si 
leur mouvement dans le champ électromagnétique était décrit par une équation 
d'onde), on aurait do = dORutn. De prime abord, il pourrait sembler étrange 
que le facteur exprimant cet effet purement quantique ne contienne pas #. 
Mais on ne doit pas oublier que la condition d’applicabilité de l’approximation 
de Born (e?/hv< 1) est opposée à la condition de quasi-classicisme pour le mou- 
vement dans le champ coulombien, de sorte que le passage au cas classique dans 
la formule (80,9) est impossible. 


25* 
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Bien que cette formule ait été obtenue à l'approximation de Born 
(c'est-à-dire dans l'hypothèse où Ze* € 1), elle reste également vraie 
(aux angles 0 < m/e) pour Ze? — 1. On peut s'en assurer à l’aide 
de la fonction d’onde ultrarelativiste 4%, (39,10) exacte (suivant 
Ze). Cette solution, valable dans le domaine (39,2), reste bien en- 
tendu également valable dans le domaine asymptotique des r arbi- 
trairement grands. Ici, 


F = 1 const. eitpr-pr), ST 1-00 6<1 


de sorte que le terme correctif reste petit, comme il se doit. Quant à 
la fonction de la forme efP' F, qui coïncide de par sa forme avec la 
fonction relativiste (avec un changement évident des paramètres), 
elle a la même forme asymptotique, si bien que pour la section effi- 
cace elle aussi on obtient l’expression de Rutherford. 

Pour calculer la section efficace de diffusion des électrons pola- 
risés arbitrairement, on pourrait faire usage, en appliquant les 
règles générales, de la matrice de densité (29,13). Mais dans le cas 
que nous considérons, il est plus simple d'utiliser pour ce calcul les 
amplitudes bispinorielles uw (p°) et u (p) en les représentant sous la 
forme (23,9). En multipliant ces amplitudes, on obtient 


u* (p')u (p) = w'* {e + m + (e — m) (n'6) (no)} w, 


ou encore, en utilisant la formule (33,5), 


u* (p')u (p) = w'*fw, (80,11) 
où !) 
f— A+ Bvo, 
A={(e+m)+(e—m)cos8, B— —i(e—m)sin6, (80,12) 
_ {na)’ 
”  sin9 ” 

La quantité à deux composantes (spineur tridimensionnel) w 
représente la fonction d’onde de spin non relativiste de l’électron. 
Aussi le passage à des états partiellement polarisés se fait-il en rem- 
plaçant w,.w$ («, B étant les indices spinoriels) par la matrice de den- 
sité à deux rangées non relativiste p,s. Ainsi, il faut effectuer la 
substitution 


Mu 621 4{9 (a)? Tr p (4 — Bvo) p' (4 + Bvo), 


= (+0). p=r (+0), 


1) Ici, la définition de f ‘diffère de celle donnée aux $$ 37, 38 par le facteur 
général. 
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et üet &’ sont les vecteurs polarieations initiale et finale enregistrées 
par le détecteur. Le calcul de la trace donne le résultat suivant: 


_ ù (42—] B|°?) {+21 BI (%6)(67)+2418B1lv{(6] 
do = dog {3 EL IDE EL MD AA LB ME), (0,15 


où do, est la section efficace de diffusion des électrons non polarisés. 

En mettant l'expression entre accolades de (80,13) sous la forme 
{1 + £OL'}, on trouve la polarisation £0) de l’électron final en 
tant que tel (à la différence de la polarisation détectée £”. voir $ 65) !) 


pen = AI BIDER21 BE (E) VAT BI È] 


TRS (80.14) 


On voit que les électrons diffusés ne sont polarisés que si les élec- 
trons incidents le sont. Cette circonstance est une propriété générale 
de la première approximation de Born (cf. III, $ 140). 

Dans le cas non relativiste (£ —> m), il résulte de (80,14) que 
60 = &, c'est-à-dire que lors de la diffusion l’électron conserve sa 
polarisation (conséquence naturelle du fait que l'interaction spin- 
orbite est négligée). 

Dans le cas inverse, ultrarelativiste, on a 


A =e(1 + cos 8), B = —iesin 6 


conformément à la formule générale (38,2)). : 

Dans ces conditions, si l’électron incident a une hélicité déter- 
minée ($ — 2An, À = +!/.), l'expression (80,14) donne après une 
simple réduction 

£U) = 2An'. 
tiale (À). 

Comme il a été expliqué au $ 38, cette propriété est liée à ce que 
lorsqu'on néglige la masse, l'équation de Dirac dans la représenta- 
tion spinorielle se sépare en deux équations indépendantes pour les 


fonctions & et n. Ce résultat a aussi une signification plus générale 
puisque le courant 


j= (E*E+ nn, É*OË — n*on), 


et donc avec lui l'opérateur de perturbation électromagnétique V — 


== ejA ne contient pas de termes mixtes en E et n et de ce fait n'a 
pas d'éléments de matrice pour les transitions entre les états E et n. 


1) La formule (80,14) correspond à la formule obtenue au problème 1, III, 
& 140 et se déduit de cette derniere pour un À réel et un B imaginaire. 
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Il s'ensuit que si un électron ultrarelativiste a une hélicité détermi- 
née (c'est-à-dire si E ou n est différent de zéro), cette hélicité sera 
conservée dans les processus d'interaction à l’approximation où la 
masse de l’électron est totalement négligée. 


$ 81. Diffusion d'électrons et de positrons par un électron 


Considérons la diffusion d’un électron par un électon: deux élec- 
trons de quadri-impulsions p,, p, entrent en collision et leurs qua- 
dri-impulsions deviennent p;, p.. La conservation de la quadri- 
impulsion s'exprime par l'égalité 

Pi + Pe = P; +P'. (81,1) 


Dans ce qui suit nous aurons à utiliser les invariants cinématiques 
définis au $ 66 par les relations 


S= (pi + P2)? = 2 (M° + piP2), 


t= (p; —p;)?= 2(m?— p;p;), (81,2) 
u=(p;— p.)?=2(m?— p;p.), 
s+t+u—4Amz. 


Le processus considéré est représenté par deux diagrammes de 
Feynman (73,13) et (73,14) et son amplitude !) a pour expression 


Le. . A Te 
Mj= âne {+ (uivtu.) (éivaus) —+ (uiv'us) (usvsus)}. (81,3) 


En appliquant les règles indiquées au $ 65 pour les états des 
particules initiales et finales, qui sont décrites par les matrices de 
densité de polarisation p,, p;, . .., effectuons la substitution 


1 ‘ La 
IMylè— 16n%et {Tr (piyépev") Tr (pi vuPavs) + 
1 ” #? 
Her Tr (iv p2v") Tr (peYuP1 Vs) — 
1 Le LA ” 1 LA Ca 
— Te (PEN PE Papas) — 7 Tr (pivé pe PE vaPiv)} + (81,4) 


Pour la diffusion des électrons non polarisés (sans nous intéresser 
à leur polarisation après la diffusion) nous devons poser les densités 
de toutes les matrices p = 1/2 (yp + m), en multipliant le résul- 
tat par 2-2 = 4 (la prise de la moyenne sur les polarisations de deux 
électrons initiaux et la sommation sur les polarisations de deux élec- 


1) Cette forme de M;; est en conformité avec l'expression générale (70,5). 
A l'approximation du premier ordre non évanescente de la théorie des perturba- 
ang pr les cinq amplitudes invariantes une seule est non nulle: f, (t, u) = 
= 47%e/t. 
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trons finals). La section efficace de diffusion est déterminée par la 
formule (64,23) dans laquelle il faut poser, en vertu de (64,15a), 


I = — (s — 4m°). Mettons la section efficace sous la forme 


do =dt S {f(, u)+g(t u)+f(u, t)+g(u,t)}, 
jé, u)= 
= me Tr [CvP, + m) ve (ps +m) VIT r [(vP, +) Va (Pit me) vs} 
(81,5) 
g(t, u)= — re Tri(vpi-+m) VE (vP2 tm) v* (vpi+m) (vpi+m) v,l- 


Dans l'expression de f (t, u) on calcule d’abord les traces (à l’aide de 
(22,9) et (22,10)) et ensuite on fait la sommation sur pu et v!); 
dans g(t, u) on commence par la sommation sur u et v (à l’aide 
des formules (22,6)). Par suite de ces opérations on obtient 


ft, u)= + [(P1P2)° + (p1P2)° + 2m? (m2 — pip;)], 
g(t, u) = + (P1P2 — 2m”) (p;P1), 


ou encore, en exprimant ces fonctions moyennant les inva- 
riants (81,2), 


ft, = [+ 


g(t, u)=g(u, t) = 


+ 4m? (1 — m°®)|, 
(+ m)(S-3m). (81,6) 


Ainsi, la section efficace de diffusion devient 


dorée {ae [+ m2 (eme) | + 


Ha am um) + (Smet) (5-3m)} (817 


(où r,—e/m). 
1) Indiquons à titre de référence ultérieure la formule 


{ : , » , Q 
7 TrvPam) VE (ypa tm) Ve Em — pips) + php} + pipE. 
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Appliquons cette formule dans Je référentiel du centre 
d'inertie. Ici, 
s—=4e?, t—= — 4p’ sin? © , U—= — hp? cost + : 
: (81,8) 
— dt — — 2pdcos80=À do 


(| p |, € étant la valeur de l’impulsion et l'énergie des électrons qui 
ne varient pas lors de la diffusion ; 6, l'angle de diffusion). Dans le 
cas non relativiste (e = m) !) on obtient 


sum dt 1 1 1 
do =r? are (+) 


p u {tu 
e \2 1 1 1 
= (x) ur ae” Te er 
Ein COST Sin cos > 
= (5) LD do (non relat.) (81,9) 


(où v = 2p/m est la vitesse relative des électrons), ce qui est con- 
forme à la théorie non relativiste (voir III, $ 137). Dans le cas géné- 
ral de vitesses quelconques, la formule (81,7) peut être mise, après 
l'introduction de (81,8) et quelques transformations simples, sous 
la forme 


__ + m° (e°+ p°)° 4 3 2? 127, 4 
OT 4pte? [a 6 sin° ot (rs) ( 1+ sin* 0 }] 29 (2110) 
(Ch. Müller, 1932). Dans le cas ultrarelativiste (p° Æ £&*), on a 


m° (3<+cos° 8)° 
do — 1: = 7 Lano do (ultrarelat.) (81,11) 

Dans le référentiel du laboratoire où l’un des électrons (disons le 
second) était au repos avant la collision, exprimons la section efficace 
au moyen de la quantité 


À — E—E€, _ Es —Mm 
m 


: (81,12) 


qui est l’énergie (en unités de m) transférée par l’électron incident 
(disons le premier) au deuxième électron ?). Les invariants ont 
pour expressions respectives 


s=2m(m+e,), t— —2m?A, 
u = — 2m (€, — m — mA). 


(81,13) 
1) La vitesse v est supposée petite (v<« o mais telle que soit toujours sa- 
tisfaite la condition d'applicabilité de Ja théorie des perturbations: 
e/v (=e/hr) € 1. 
2) Pour les relations cinématiques dans le cas des collisions élastiques dans 
divers référentiels voir 11, & 13. 
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L'introduction de ces expressions dans (81,7) conduit à la formule 
suivante pour la distribution d'énergie des électrons secondaires (ou, 
comme on dit, des électrons 6) qui résultent de la diffusion des élec- 
trons primaires rapides: 


dA (y— 1° y? 2y2 + 2y—1 
do = 2nré er {er — +1}. (81.14) 


où y = e,/m; mA et m (y — 1 — A) sont les énergies cinétiques de 
deux électrons après la collision; l'identité des deux particules 
s'exprime ici par la symétrie de la formule par rapport à ces quanti- 
tés. Si l’on convient d'appeler électron de recul celui dont l'énergie 
est plus faible, À prendra ses valeurs entre 0 et (y — 1)/2. Lorsque 
les valeurs de À sont petites, la formule (81,14) prend la forme 


2 277: _ 
do — 2nré Fe TA : A<y— 1: (81,15) 
Notons que cette formule exprimée moyennant la vitesse de l'élec- 
tron incident (v, = | p, |/e,) garde sa forme lorsqu'on passe au cas 
non relativiste. Il est donc naturel que sa forme coïncide avec celle 
du résultat obtenu en théorie non relativiste (cf. III (148,77)). 
Etudions maintenant la diffusion d'un positron par un électron 
(H. Bhabha, 1936). C’est un autre canal de croisement de la même 
réaction généralisée à laquelle se rapporte la diffusion d'un électron 
par un électron. Si p_, p+ sont les impulsions initiales et p°, p. 
les impulsions finales de l’électron et du positron, le passage d'un 
cas à l’autre se fait en effectuant la substitution 


Pi — Pis Pa + Ps Pi + — P4s Ps + D. 
Les invariants cinématiques (81,2) prennent alors le sens suivant: 
s=(p-—p;), t=(p;—p;}*, u=(p_+p:}. (81,16) 


Si la diffusion ee était le canal s, la diffusion ee est le canal w de la 
réaction. Le carré de l’amplitude de diffusion, exprimé moyennant 
s, !, u, reste inchangé, tandis que dans le dénominateur de la for- 
mule (81,5) on doit effectuer la substitution s — u. Ainsi, au lieu de 
(81,7), on obtient pour la section efficace de diffusion d'un positron 
par un électron 


4m dt 


de ets Le LE 6m m5) 4 


© u (u — 4m) 2 


HAE ten (5eme) (53m). (660 
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Dans le référentiel du centre d'inertie, les valeurs des invariants 


S, t, u diffèrent de celles données par (81,8) par la permutation de s 
et u: 


s— — 4p°? cos? Le , t— —4p° sin? + , u—d4e. (81,18) 
A la limite non relativiste, la formule (81,17) se réduit à la formule 
de Rutherford 


d6 — (=) = (non relat.) (81,19) 
sinŸ — 

2 
(où v — 2p'm). Elle s'obtient à partir du premier terme figurant en- 
tre accolades dans (81,17) et provenant du diagramme du type 
« diffusif » (voir $ 73). Quant aux contributions apportées par le 
diagramme « annihilatif » (deuxième terme de (81,17)) et par son 
interférence avec le diagramme diffusif (troisième terme), elles s'an- 
nulent à la limite non relativiste !). 

Dans le cas général de vitesses quelconques, les contributions 
des trois termes de (81,17) sont du même ordre de grandeur (c'est 
seulement dans le domaine des petits angles que le premier terme 


æ LQ A « e 0 LL # e 
prédomine grâce au facteur {* © sin”* 3) . Après la réduction des 


termes semblables on peut représenter la section efficace de diffusion 
d'un positron par un électron (dans le référentiel du centre d'inertie) 
sous la forme suivante: 


me ((E-+p} 1 Sei—mi 1 
16 = do: EE — 7 
16 e° P sin 2 P'E sin? _ 


+ m* _ 4p° Sue LP ine + SP 4p° siné - 7} (81,20) 


La symétrie par rapport à la substitution 0 —+ x — 6 caractéris- 
tique de la diffusion des particules identiques est, bien entendu, 
inexistante dans le cas de la diffusion d’un positron par un électron. 
A la limite ultrarelativiste, l'expression (81,20) diffère de la section 


e # Ld 0 
efficace électron-électron par le facteur cos‘ à 


do,z = cos* do (ultrarelaL.). (81,21) 
1) Pour le passage à la limite non relativiste dans les termes diffusif 


annihilatif de l'amplitude de diffusion, voir plus loin (83,4) et (83,20). 
dernier terme contient le facteur 1"c° et donc s annule à la limite. 
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Dans le référentiel du laboratoire où l’une des particules (disons 
l’électron) était au repos avant la collision, nous introduisons de nou- 
veau la quantité 

A Lu E,—2, e! —m 


= ET, (81,22) 


c'est-à-dire l'énergie transférée par le positron à l'électron. De fa- 
çon analogue à (81,13) on a maintenant 


s—=—2m(e,;-m—mA), 1t= —-2mA, u—2m(m+e.,). 
En reportant ces expressions dans (81,17) et en effectuant quelques 
transformations simples, on obtient la formule suivante pour la 


distribution d'énergie des électrons secondaires : 


° 2 2yt+4y+1 
do — ri EE -ie ER 


TT à 
SV à € 
HG ment gone S} : (81,23 


où y = £+/m; À parcourt ses valeurs de 0 à y — 1. Pour À € y — 1- 
on obtient à partir de (81,23) la même formule (81,15) que celle va, 
lable pour la diffusion des électrons. 

Les effets de polarisation lors de la diffusion d'électrons ou de 
positrons se calculent d’après les règles générales exposées au $ 65. 
Dans des cas tant soit peu généraux, les calculs conduisent à des 
formules fort encombrantes. Ici, nous nous bornerons à quelques 
remarques ). 

A l'approximation considérée (du premier ordre non évanescen- 
te) de la théorie des perturbations, l’expression de la section efficace 
ne fait pas intervenir des termes linéaires en vecteurs polarisations 
des particules initiales ou finales. De même qu'en théorie non relati- 
viste (III, $ 140), de tels termes sont interdits par des exigences ré- 
sultant de l’hermiticité de la matrice de diffusion. C'est pourquoi la 
section efficace de diffusion reste inchangée si une seule des parti- 
cules en collision est polarisée, alors que la diffusion des particules 
non polarisées ne conduit pas à leur polarisation. 

Les mêmes exigences interdisent dans la section efficace les ter- 
mes corrélatifs contenant les produits des polarisations de trois des 
particules (initiales et finales) participant au processus. La section 
efficace contient cependant des termes corrélatifs doubles et quadru- 
ples. Lors de la diffusion de particules de nature différente (électron 


1) Pour plus de détails sur cette question, voir l'article de McMaster W.H. — 
Rev. Mod. Phys., 1961, v. 33, p. 8. 
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et positron ; électron et muon), ces termes s’annulent à la limite non 
relativiste parce que l'interaction spin-orbite est nulle. Mais dans le 
cas de la collision de particules identiques, les termes corrélatifs 
existent déjà dans le cas non relativiste, grâce aux effets d'échange. 


Problèmes 


1. Calculer la section efficace de diffusion d'électrons polarisés dans le cas 
non relativiste. 

Solution. Dans le cas non relativiste les amplitudes bispinorielles de- 
viennent dans la représentation standard des quantites à deux composantes et 
les matrices de densité, des matrices à deux rangées (29,20). Les seuls termes 
non nuls qui restent dans l'amplitude de diffusion (81,3) sont ceux avec up = 
— v — 0 contenant les matrices y* diagonales (dans la représentation standard). 
Au lieu de (81,4) on aura 


D) IMyil=16ntet.4Ms (++) Tri ob) Tr(Â+ ob) — 


polar ‘ 
—+ Tr (+ 081) (1+ oë2)) — 16n°%e4.4mt.4 [+ ++ _ (1-+- bits) | 


(sommation sur les polarisations des électrons finals). On en déduit pour la sec- 
‘ tion efficace de diffusion 


do — do, (1 HER ] . 


7 1+3 cos’ 8 Gite 


où 8 est l'angle de diffusion dans le référentiel du centre d'inertie, do,, la section 
efficace pour des particules non polarisées (81,9). Pour des électrons totalement 
polarisés cette formule coïncide avec le résultat du problème dans III, $ 137 
(dans ce cas | 51] — | be | = 1, bis = cos &«, & étant l'angle que font entre 
elles les directions de polarisation es électrons). 

Pour la diffusion de positrons par des électrons considérée à la même appro- 
ximation, la dépendance envers la polarisation n'existe pas (do — do,) ; on peut 
s'en assurer facilement en remarquant qu’à la limite non relativiste les paires 
de composantes non nulles dans les amplitudes électroniques et positroniques 
uh et u_, sont différentes. 

2. Déterminer dans le cas non relativiste la polarisation des électrons dif- 
fusées lors de la diffusion d'un faisceau non polarisé par une cible polarisée. 

Solution. Calculons la section efficace de diffusion pour la polarisa- 
tion initiale £. donnée et la polarisation finale détectée £&; lement donnée 
(seule la polarisation d'un des électrons finals est détectée). En appliquant le 
même procédé que dans le problème 1, on obtient 


_ 1 ; 2 cos 6 (1 — cos 8) 
do= 5 d00 [1-06 RE | 


On en tire pour le vecteur polarisation de l'électron diffusé 
AU _+ 2 cos (1 — cos 6) 
1°? 1+3cost8 
3. Déterminer dans le cas non relativiste la probabilité de renversement du 


sens du spin d’un électron totalement polarisé lors de la diffusion par un électron 
non polarisé. 
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S o il tion. En procédant de la:même façon que dans le problème 2, on 
trouve la section efficace pour des polarisations £, et &; donnees: 


1 


+ do, [14686 2 cos 6 (1 + cos 8) 


1+3 cos° 6 


do — 


En posant f,$, = —1, on en tire pour la probabilité de renversement du sens 
du spin: 


do _  (1—cos 60)° 
“0,  2(1F3cos°6) 


4. Déterminer dans le cas ultrarelativiste le rapport des sections efficaces 
". diffusion d'électrons d'hélicités, dont les spins sont parallèles et antiparal- 
èles. 


Solution. Dans (81,4) il faut poser en vertu de (29,22) 
1 1 
Pi — KE (vP1) (1 —2À1y°), P2 — DE (Yp2) (1 — 242), 
LU 1 LA LA Ne 1 LA 
P: Ex YPi° Pa YP2:. 


où A, Às = +1/.. Les traces sont calculées à l’aide des formules indiquées au 
$22; notamment, 


Tr {vs (ya) v* (vb) v°1 Tr [y (ve) Yu (vd) vvl = 
= 8 (PH Va ba) (eaurve 47) = 2 (628 — 6262) a bac” d" - 


—= 2 (ac) (bd) —2 (ad) (bc). 


On obtient en definitive 


do su? s°+t?  2s° st—u®  si—1*  2s? 
Fc | t: L: u° % tu }+ 4e ( 2 ES u° ++) 


Les impulsions des électrons en collision (dans le référentiel du centre d'iner- 
tie) étant opposées, à des hélicités égales (À, = À.) correspondent des spins anti- 
parallèles et à des hélicités différentes (À, — —àÀ,) des spins parallèles. En intro- 
duisant les valeurs de s, t, u données par (81,8) (avec p° = e°), on trouve pour 
le rapport cherche 


mt — À (44 6 cos + cost 6) (1) 
do,, 8 ° 


Ce rapport est minimal tie pour 6 = x/2. | 
5. Même problème pour la diffusion de positrons par des électrons. 
Solution. Dans ce cas, au lieu de (81,4) il s'agit de calculer 


1 La 
{ My; |? — 1671761 — Tr(p®—v"p—Y") Tr (pe YuP+vv) — 


1 ; , 
qe Tr (p2v"p-v"P+vups vv) +. , 
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(les autres termes s'obtiennent à partir des termes écrits par permutation de 
p+ et p=). Les matrices de densité s'écrivent 


p-=—+— (yP-)(1—22 y),  p,= _ (vP.) (1+ 22,7%), 


bad 


La 


| 1 ; : 
PT Y 1 P+ 5 VP+: 


où À+, À_ — æ+1/, (tant pour le positron que pour l’électron À+ — 1/, signifie 
que le spin est orienté suivant son impulsion). Le calcul donne 


2L nu? 2 2 
Jo (OR EE) aa (ES 


1° u? !' !t 


Pour le rapport des sections efficaces on obtient alors un résultat qui coïncide 
avec la formule (1) du problème 4. 
6. Calculer la section efficace de diffusion de muons par des électrons. 
Solution. Ce processus est décrit en tout par un seul diagramme (73,13). 
Au lieu de (81,5) on a 


zet dt ren 
60 — Gene UE fn = 


HG ur Tr (Copa tp) Ÿ* Cypa-+ pe) v°] Tr [Cype-+m) yA (pe m) vy] 


f{t, u), 
(1) 


(Per Pur et Pes Ph étant respectivement les quadri-impulsions initiales et fina- 
les de l’électron et du muon; m, 1, leurs masses). Les invariants ont pour expres- 
sions 


S= (Pe+ Pu)? = m°?+ u° + 2PePu 
t=(Ppe—p;)=2(m°— pepe) =2(4?— pup,), 


u =(Pe— pu) =m°+pt—2pep'u, 
s+t+u—=2(m+yu:). 


Le calcul conduit au résultat suivant : 


= + {(pePu)®-+(pepu SE _ (m2 + pu?) 1} — 


= LE + mt pe) Gimp). 2) 


Les formules (1) et (2) résolvent la question posée. Dans le référentiel du 
centre d'inertie la section efficace s'exprime par 


ù 4 
à 


8 (ee+ eu)? pt sint + 


6 
X [ Cent p°) + (eces +-p° cos 0)? — 2 (m2+ pu?) p? sin? + | , 
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où do = 2x sin6d8;e,, e, sont les énergies de l’électron et du muon; p? = e;.— 
— m = 8% — p°. Pour p°< u° on retrouve la formule (80,9) pour la diffusion 


par un centre coulombien fixe. Dans le cas ultrarelativiste (p° > pu?) 


6 

= 
- et 1<+ cos 5 . 
= | 


5,10 
sin —— 
2 


Fe le référentiel du laboratoire (où l'électron est au repos avant la colli- 
sion 


2? \2 dA 2 À m°? 
ao=2x (—) (iv — a). 
m viA? ‘ Des À 2eÿ 


Ici, e, est l'énergie et Vu = P,/e , la vitesse du muon choquant; mA = e,— 
— ME Ep — EE, l'énergie de l'électron de recul et 
À 2pu 
max — m2+p?+2me, 
est la valeur maximale de A. 

7. Déterminer le rapport des sections efficaces de diffusion des électrons à 
hélicité sur des muons à hélicité, de spins parallèles et antiparallèles, dans le 
cas ultrarelativiste (e,% pu, > m). 

Solution. !) Comme au problème 4, on trouve 


Or en 
dot} ” 


(où 6 est l’angle de diffusion dans le référentiel du centre d'inertie). 
8. Déterminer la section efficace de transformation d'une paire d'électrons 
en une paire de muons (V. B. Bérestetski, I. V. Pomérantchouk, 1955). 
Solution. C'est là un autre canal de croisement de la réaction à laquel- 
le se rapporte la diffusion ue. Pour ce canal 


S=(Pe— Pa), t=(Pe+Pe)?, u=(pe— pu)", 


Où Per Pe Sont les quadri-impulsions de l’électron et du positron et p,,, pu, celles 
du muon et de l'antimuon. Le seuil de réction correspond à l'énergie de la 
paire d'électrons égale (dans le référentiel du centre d'inertie) à 2u, de sorte 
qu'on doit avoir t > 4u?. Dans le référentiel du laboratoire, où avant la colli- 
sion l’électron est au repos et le positron a l'énergie e+,ona 


t— 2m (e,+m) = 2me,, 
de sorte qu'on doit avoir &+ > Es, où cie de seul es = 2u?/m (ici et dans 


ce qui suit on a négligé tout ce que permet l'inégalité > m). 
La section efficace différentielle (au lieu de (1) et (2) du problème 6) s'écrit 


4änef ds ds s° + u? 
do — 4m) f({t, u)= 4re r g H2u?t — pt Ê 


F ) ta autre procédé de résolution de ce problème est indiqué à la fin 
u $ 144. 
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Pour t donné, l’invariant s parcourt ses valeurs entre les limites déterminées 
par les équations su = pt, s + t + u Æ 2u*, c'est-à-dire 


Une intégration élémentaire conduit au résultat suivant 


__4n , m° 4 4u° , 2u? __& 
cr Vi (ii), ee ® 


(dans le référentiel du laboratoire £ — 2me +). Cette formule est inapplicable au 
voisinage immédiat du seuil: lorsque + — es — pet, les muons créés ne peu- 
vent plus être considéres comme des particules libres (si l'on tient compte de 
l'interaction coulombienne entre eux, lorsque 8 + — e;, la section efficace ten- 
dra non pas vers zéro mais vers une constante, voir 111, $ 147). 

La section efficace (1) a la valeur maximale pour &+ = 1,7 e,. Son maxi- 
mum est près de 20 fois plus petit que la section efficace d’annihilation à deux 
photons pour la même énergie. 


$ 82. Pertes par ionisation de particules rapides 


Considérons les collisions entre une particule relativiste rapide 
et un atome qui provoquent l'excitation ou l'ionisation de l'atome. 
Pour le cas non relativiste, de telles collisions inélastiques ont été 
étudiées dans III, $$ 148 à 150; ici, nous allons généraliser au cas 
relativiste les formules qui y ont été obtenues (H. À. Bethe, 1933). 

La vitesse de la particule heurtant l'atome est supposée grande 
par rapport aux vitesses des électrons atomiques (il est donc supposé 
qu'en tout cas Za< 1, c'est-à-dire que le nombre atomique n'est 
pas trop grand). Cette condition assure l’applicabilité de l’approxi- 
mation de Born au processus considéré. La résolution du problème 
est un peu différente selon que la particule rapide est légère (élec- 
tron, positron) ou lourde (méson, proton, particule æ&, etc.). Dans 
ce qui suit nous étudions le dernier cas qui est plus simple. 

Soient p = (e, p)et p’ = (£e’, p’) les impulsions initiale et finale 
de la particule rapide dans le référentiel du laboratoire où l'atome 
était au repos avant la collision; la différence qg — p’ — p donne 
l'énergie et l'impulsion cédées par la particule à l'atome. Divisons 
tout l'intervalle de transferts possibles de l'impulsion en deux do- 
maines : 


q° : Es 
DL<m. In Lx], (82,1) 
où m est la masse de l’électron et Z, une certaine énergie atomique 


moyenne (potentiel d'ionisation de l'atome). Les deux domaines se 
recouvrent pour J € q‘/m< m; cette circonstance permet d'effec- 
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tuer un raccordement exact des résultats obtenus pour chacun des 
domaines. Convenons d'appeler les valeurs de q dans le premier 
domaine et celles dans le second domaine respectivement petits 
transferts d'impulsion et grands transferts d’impulsion. 


Petits transferts d'impulsion 


Dans ce domaine, les électrons atomiques peuvent être considérés 
comme non relativistes tant dans l’état initial que dans l’état final 
de l'atome. 

L'amplitude du processus est donnée par l'expression 


M$? = e2J%0 (— 9) Jp (9) Duv(Q), (82,2) 


où J,0 est le quadricourant de transition de l’atome de l'état initial 
(0) à l’état final (7) et J,.,, le quadricourant de transition de la 


particule rapide; ces courants remplacent ici les expressions (u”,yu) 
qui figureraient par exemple dans l'amplitude de diffusion de deux 
particules « élémentaires »: d’un électron et d’un muon (73,13) (cf. 
aussi (139,3)). Les courants de transition sont exprimés dans la re- 
présentation en impulsions (voir (43,11)). La section efficace du pro- 
cessus dans le référentiel du laboratoire a pour expression 


don = 276 (8 —E" — wno)| M9 12 (82,3) 


d'p 
21pl2e"(2x) ” 
Où @,o — En — E, est la fréquence de transition entre les états de 
l'atome. L'état final peut appartenir aussi bien au spectre discret 
qu'au spectre continu ; le premier .cas correspond à l'excitation et le 
second à l’ionisation de l’atome. Dans la loi de conservation de l'é- 
nergie (prise en compte par la fonction à dans (82,3)) on a négligé 
l'énergie de recul de l’atome, ce qui est certainement admissible 
lors des petits transferts d'impulsion. 

Dans le cas considéré il est commode de prendre le propagateur 
photonique en jauge (76,14) où seules ses composantes spatiales 
sont non nulles: 


LEL qigh 
Di = - (5x — me ]. (82,4) 
Alors pour les quadricourants figurant dans (82,2) on n'aura besoin 
que de leurs composantes spatiales. 

Le courant atomique de transition J,, (q) est dans le cas consi- 
déré la composante de Fourier de l'expression non relativiste ordi- 
naire : 


Do = ge | ei (Rev bi—HEV Re) 7, (82,5) 


OÙ Ÿo, Ph Sont les fonctions d'onde atomiques (pour simplifier l'écri- 
ture nous omettons ici et plus loin le signe de sommation sur les 


26—0596 
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électrons de l'atome, c’est-à-dire que nous écrivons les formules 
comme si l’atome ne contenait qu'un seul électron). En intégrant le 
premier terme par parties, on peut récrire cette expression sous for- 
me d’élément de matrice: 


Jo (q) = (ve-iar + eiarv),o, (82.6) 


OÙ v —— —— V est l'opérateur de vitesse de l'électron. 


Quant au courant de transition de la particule diffusée, on peut 
le remplacer tout simplement par l'élément diagonal, étant donné 
que l'impulsion qu'elle perd est relativement petite (| q | & | p |) 


J,p (0) = 2pz, (82,7) 


cet élément répondant au mouvement rectiligne classique (cf. plus 
loin (99,5)); on a aussi introduit le facteur z qui tient compte de la 
différence possible entre la charge (ze) de la particule et celle de l’élec- 
tron. 

La petitesse de q implique aussi la petitesse de l’angle de dévia- 
tion Ô de la particule. Les composantes longitudinale et transversale 
de q (par rapport à p) ont pour valeurs 

no 


d 
—m& + no = - ss 47 IplŸ, (82,8) 


U 


de sorte que qp Æ — EG. 
Si l’on reporte les expressions (82,4) à (82,8) dans (82,2), on 
obtient 


4&rze : 
MP = — He r = (que-'arLe-iarqu)+(pve-iarte-iar pv)|0) : 
Notons que dans le premier terme 
qvf+fav=2i, 
où f = e”iar (voir III, $ 149); l'élément de matrice de cet opérateur 


coïncide donc avec l’élément de matrice 2i (Po = 20©h9fno. Quant 
au deuxième terme, étant donné la petitesse de q, il suffit d'y rem- 
placer e-iqr par l'unité. On a alors 


8r12e° 
2 T2 


M? — {e (e- iqr) 0 Dos iPTroWno}- 


Le carré du module de cette expression s'exprime par 


: GAn? (ze2)? | 
IMS 12 = EE {e?1(e-1a");012+2 (gro) (Brno) EGno + (Prno)0%0} 
(82,9) 


$ 82] PERTES PAR IONISATION DE PARTICUIES RAPIDES 403 


(au deuxième terme on a posé ici e- {4° & { — igr; au premier terme, 
il est impossible de le faire pour une raison qui sera expliquée plus 
loin, voir note au bas de la p. 405). 

Les pertes d'énergie d'une particule rapide par suite de ses colli- 
sions inélastiques avec des atomes !) sont déterminées par la quan- 
tité 


x= Ÿ \ ©h0 dOn = er D \ ©no | M? [2 do’, (82,10) 


où la sommation est étendue à tous les états finals possibles de l’ato- 
me, et l'intégration se fait sur les directions de la particule diffusée ; 
nous appellerons cette quantité freinage efficace (le rapport x/e est 
appelé section efficace de perte d'énergie). 

L'intégration dans (82,10) peut se faire en deux étapes: la prise 
de la moyenne sur l’azimut de la direction de p’ par rapport à p, 
et ensuite l'intégration sur do’ = 2nv dô où & est le petit angle de 
diffusion. La première opération remplace gr,, par 


Ono 


no uno = — Thor 


où zh0o est l'élément de matrice de l’une des coordonnées cartésien- 
nes des électrons atomiques ?). Quant à l'intégration sur dô, on 
peut la remplacer par l'intégration sur qg° en remarquant que 


— qg? = —vd += — WÉo + One + p°0?— Se + p262 (82,11) 


uv? 


et que par suite 20 dû = d |g*|/p° (M étant la masse de la particule 
rapide). Il vient en définitive 


x = An (ze) D À {(e-ier)se 12 


ñn 


Re — fo | Zno (++ )} LE. 
(82,12) 
La limite d'intégration inférieure est égale à 
PRES (82,13) 
Pour la limite supérieure on prend une certaine valeur de |q?|, 
telle que 


1e em, (82,14) 


1) Ces pertes sont souvent appelées pertes par ionisation bien qu'elles soient 
liées non seulement à l’ionisation mais également à l'excitation des atomes. 

2) N'importe laquelle: après la sommation, sous-entendue plus loin, sur 
les directions du moment de l atome dans l’état final, l'élément de matrice z,o 
ne dépend plus de la direction de l'axe des zx. 


26* 
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c’est-à-dire située dans la zone de recouvrement des domaines I et 
II (82,1). 

L'intégration et la sommation dans (82,12) se font de la même 
façon que dans III, $ 149 pour le cas non relativiste. Divisons enco- 
re en deux parties tout l'intervalle d'intégration: a) de | 4° lin à 
| g° lo et b) de | q° Lo à | 2 l, où la valeur de | g° |, est telle que 


€ VTE I & ma (82,15) 
(la quantité maœ au second membre de cette inégalité est de l'ordre 
de grandeur des impulsions des électrons atomiques). Dans le do- 
maine a) on peut développer e-i® = 1 — iqr, et la contribution 
apportée à x par ce domaine prend la forme 


1g®le 
! 1 M" 1 
4än (ze2)? © \ S Ono | Tao |° 1] | ou p° WA | Zno |? | g° raies 
ds la lrnin 


An (262)? | 4° lo P° 
RE D Go | Tno p[in Murs — 0? |. 
n 
(L'intégration dans le second terme peut être étendue à l'infini.) 
La sommation s'effectue à l'aide de la formule 


1 : 
D no | Zno = 2: (82,16) 


où Z est le nombre d'électrons dans l'atome (voir III (149,10)). Re- 
présentons le résultat sous la forme 


9x (z2e2): Z 2 
AE Lin ee we], (82,17) 
où / est une certaine énergie atomique moyenne donnée par la for- 
mule 


D @no | Zno lin on 


n èm n 
er 7 D ve | io (Fnane. (82,18) 
n no n 


Dans le domaine b), on a suivant (82,11) | qg* | Æ p*8?, c'est-à- 
dire que | g° | ne dépend pas du numéro n de l'état final de l'atome; 
les limites d'intégration sont elles aussi indépendantes de nr. Cela 
signifie que la sommation sur n dans (82,12) peut se faire sous le 
signe d'intégration. Dans le premier terme elle s'effectue au moyen 
de la formule 


Di Le-ia),0 oo: + 4 (82,19) 


si 
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(voir III (149.5) et l'intégrale de ce terme a pour valeur!) 
272 (ze?)° ja | g° la 
mtr° |qg lo 


Quant à l intégrale du second terme de (82.12) sur ce domaine. sa 
contribution à *x est négligeable. 

En ajoutant cette dernière formule à (82.17), on trouve la con- 
tribution apportée à x par tout le domaine des petits transferts d'im- 


pulsion : 
a [in LEE à] 6220 


Grands transferts d'impulsion 


Venons-en aux collisions dans lesquelles le transfert d'impulsion 
est grand par rapport à l'impulsion des électrons atomiques (q° > 
> m1). Dans ce domaine. on peut de toute évidence négliger la liai- 
son des électrons dans l'atome. c est-à-dire les considérer comme li- 
bres. Ceci étant, la collision entre une particule rapide et un atome 
représentera la diffusion élastique de cette particule par chacun des 
Z électrons atomiques. Etant donné que la vitesse de la particule 
est grande. on peut admettre qu'initialement les électrons atomiques 
sont au repos. 

Désignons par mA l'énergie transférée par la particule rapide à 
un électron atomique et soit do la section efficace de diffusion élas- 
tique avec un tel transfert. Alors le freinage efficace différentiel sur 
J'atome tout entier sera égal à 


dx = ZmA doi. (82.21) 
L énergie maximale qui peut être transmise à un électron au 
repos par une particule incidente de masse HW 5 m a pour valeur 


2mp° _ 2mp° 


m. = —— ETES 
max m+M°+ime 7 Mme ? 


où # et p sont l'énergieet l'impulsion de la particule incidente (voir 
11 (13,13)). Nous supposerons ensuite que l'énergie €. bien qu'elle 
puisse étre ultrarelativiste (e © M). est en mème temps telle que 


M° 
Er (82,22) 
Dans ces hypothèses. même l'énergie maximale transférée 


Mme GE 2m (pe M=1/VTT) (82.23) 


1} C'est la divergence logarithmique de cette intégrale à la limite supérieu- 
re qui constitue précisément la raison pour laquelle on ne peut pas développer 


e-'® en puissances de q dans le premier terme de (82,12). 
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reste encore petite par rapport à l'énergie cinétique initiale de la 
particule incidente (mA, < e — M). Ceci étant, le transfert 
d’impulsion q reste, lui aussi, toujours petit par rapport à l'impui- 
sion initiale p de la particule. Cette circonstance permet de considé- 
rer que le mouvement de la particule reste inchangé lors de la colli- 
sion, c'est-à-dire de considérer que la particule incidente est infini- 
ment lourde. Alors la section efficace de diffusion s'obtient tout 
simplement en passant, à partir de la section de diffusion de l'élec- 
tron par un centre fixe (80,7), ramenée au référentiel du laboratoire 
dans lequel l'électron était initialement au repos. Cette opération 
est facile à réaliser si l’on remarque qu’à l'approximation indiquée 
nd | q°| 
p° 
et que la vitesse relative & est la même dans les deux référentiels. 
La formule (80,7) prend alors la forme suivante: 
ET (1 Lg*l d\g*l 
v® 4m°y° | g° |* ° 
Le transfert d'énergie À s'exprime moyennant le mème invariant q° 
suivant la relation —g* — 2m°A. Cela permet d'écrire !) 
done (1 ne ] = (82,24) 


m°v® Bmax / 


? 


— z = 4p? sin? À , d'— 


do — 


La contribution apportée au freinage efficace par le domaine con- 
sidéré des transferts d'impulsion se calcule par intégration de (82,21) 
dans les limites de la frontière introduite plus haut |q°|1 à |q° Imax = 
— 2m Ana. Elle a pour valeur 

27 (ze°})° Z 2 24maxmn° __ 12 9 
— (in ER — | (82,25) 

Enfin, en additionnant les contributions (82,20) et (82,25), on 
obtient le résultat définitif suivant pour les pertes d'ionisation tota- 
les d’une particule rapide lourde: 


4nzZ (ze°)° 2mv° ? 6 
I (1-5) 

(en unités classiques). Pour le cas non relativiste on en déduit la 

formule obtenue dans III (150,10): 


4sZ (ze?) 2mv° 
mu? I 


(82,27) 


1) Cette formule ne tient pas compte, bien entendu, des effets spécifiques 
dus aux interactions fortes, si la particule lourde est un hadron. Ces effets f ac- 
teur de forme hadronique) ne deviennent importants que pour | g? | «> 1/M, 


tandis que la condition (82,22) exclut de tels transferts d'impulsion. 
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et pour le cas ultrarelativiste 
4xZ (ze?) 


= —— 10 — 2 — 1 . (82,28) 
mc I (1—-+) 


Le freinage dépend uniquement de la vitesse (et non de la masse) de 
Ja particule rapide. La décroissance du freinage d’après (82,27) 
avec l’augmentation de la vitesse est remplacée dans le domaine 
ultrarelativiste par une croissance lente (logarithmique). 


Problèmes 


1. Calculer le freinage efficace d’un électron relativiste. 

Solution. La contribution apportée par le domaine des petits transferts 
d’impulsion est donnée comme précédemment par (82,20). Pour le domaine des 
grands transferts, au lieu de (82,24) il convient ‘utiliser la formule (81, 14 
qui tient compte des effets d’ échange. En intégrant Ado, sur dA de | 9° L1/2m 
à (y — 1)/2 et en ajoutant ensuite à (82,20), on obtient 


2naZet m? (y?—1) (v—1) ct 2 C=1* 
mv® [in 217? (<= }10 2+=r + 8y* d 


Ÿ 
(1) 


v=(—vt/e) 
Dans le cas non relativiste on obtient la formule du problème tiré de III, 8 149 
et dans le cas ultrarelativiste (y> 1) la formule 


2nZet |, m°cty 
mc? (1 21? T5 8 +). @) 


2. Même problème pour un positro 

Solution. Pour calculer dou dans le domaine des grands transferts, il 
convient d'utiliser (81,23), la limite Supérieure d'intégration sur À étant égale à 
+ — 1. Pour le cas ultrarelativiste la réponse est la suivante: 


2nZet (1 2m2ctys  ). 


mc? "e T3 7 42 


$ 83. Equation de Breit 


On sait qu'en électrodynamique classique un système de particu- 
les en interaction peut être décrit à l’aide d’une fonction de Lagran- 
ge qui ne dépend que des coordonnées et des vitesses des particules 
elles-mêmes et donne des résultats exacts à des termes —1/c° près 
(IL, $ 65). Cette circonstance est liée au fait que le rayonnement 
n'intervient qu’en tant qu ’effet d'ordre 1/c*. 

En théorie quantique, à cette situation correspond la possibilité 
de description du système par l’équation de Schrôdinger qui tient 
compte des termes du deuxième ordre. Pour un électron qui se dé- 
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place dans un champ électromagnétique extérieur, une telle équa- 
tion a été établie au $ 33. Nous nous proposons maintenant d’établir 
une équation analogue décrivant un système de particules en inte- 
raction. 

Nous partirons de l'expression relativiste donnant l'amplitude de 
diffusion de deux particules. A l’approximation non relativiste, 
cette amplitude se réduit à l’amplitude de Born ordinaire, propor- 
tionnelle à la composante de Fourier du potentiel d'interaction élec- 
trostatique de deux charges. Si l’on calcule l’amplitude à des ter- 
mes du deuxième ordre près, on peut établir la forme du potentiel qui 
lui correspond, en tenant compte des termes —1/c°. 

Supposons d’abord que les deux particules sont différentes et ont 
des masses m, et m, (par exemple, un électron et un muon). Dans ce 
cas la diffusion est représentée par un seul diagramme 


L'amplitude qui lui correspond a pour expression 


M,;,= e° (u;yu,) D,,, (q) (u;y"u), 
Q= P,— P,= P2 — P: (83,1) 


(on a supposé que les charges des particules sont de même signe; 
dans le cas contraire e? est à remplacer par —e?). 

Les calculs ultérieurs se simplifient notablement si le propagateur 
photonique D, est pris non pas er jauge ordinaire mais en jauge de 
Coulomb (76,12), (76,13) !): 


4 4 i 
Do= — 7 Doi=0, Das (ôn-#%t). (83.2) 


2—w2/c7 — i 
En jauge de Coulomb l’amplitude de diffusion devient 


M; = e2 {(uiyu,) (uiyue) Dos + (uiv'u,) (u:ytu,) D}. (83.3) 


7) Au cours de ce paragraphe nous écrivons dans toutes les formules inter- 
médiaires Îles facteurs c et dans les formules définitives, aussi À 
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Si l’on néglige tous les termes contenant 1/c, le second terme entre 
accolades disparaît totalement et le premier terme donne 


Mj= — 2m,.2m, (01) (wÿ)""wS)U (a), (83,4) 


où 
&re? 
ns (83,5) 
et wi, w, . .. désignent les amplitudes spinorielles (à deux com- 


posantes) ‘des ‘ondes planes non relativistes qui ont été introduites au 
$ 23. La fonction U (q) est la composante de Fourier de l'énergie 
potentielle de l'interaction coulombienne: U (r) = e?/r. 

A l’'approximation d'ordre suivant (en {/c) la fonction d'onde 
« de Schrôdinger » de la particule libre sen (normalisée à l'intégrale 


( | Psen F dx?) satisfait l'équation 


# VPseh — (E — MCE) Psen: 
p° pt a (83,6) 
H(0 — De —Emssr P— —iV, 
qui tient compte du terme suivant du développement de l’expression 
relativiste de l'énergie cinétique. Nous désignerons l'amplitude (spi- 
norielle) d'une telle onde plane par w (lorsque 1/c —+ 0, elle se réduit 
a u{®). C'est précisément au moyen de ces amplitudes que doit être 
exprimée l'amplitude dediffusion cherchée pour que sa forme puisse 
permettre de déterminer le potentiel « de Schrôdinger » d'interaction 
des particules à l’approximation considérée. 

Suivant la formule (33,11) l'amplitude bispinorielle u de la par- 
ticule libre s'exprime moyennant l'amplitude « de Schrôdinger » 
w — avec la précision exigée ici — par 


es 
u — vx Te ) | (83,7) 


En se servant de cette formule, on trouve 


Te ’ : ’ 1 , , 
u,yu,=u;"u,= 2m, be En ] Li" WP + me w," (op,) (op) w, — 


_ ’ q° io [qpi} 
— 2m,w:" {1 — Emi + mie W,, 


—, D" 1 _, , 
UjYJU,=U au, = — W° {o (op) + (op) o} w, — 


Lors : 
= w;" {iloq] + 2p, + q}uw: 
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(où q—=p; — p1 = p: — p;). Les expressions analogues pour 
(u;y°u,) et (u:yu.) diffèrent par le remplacement des indices À par 2 
et respectivement de q par —q. 

Portons ces expressions dans (83,3). Etant donné que le produit 
(u;yu) (u{yu.) contient déjà le facteur 1/c°, w°/c? peut être négligé 
au dénominateur de D;,. On obtient alors l amplitude de diffusion 
sous la forme 


M;;= — 2m,-2m, (ww U (p,, p, q) ww), (83,8) 
où 
1 1 (qp1) (qP2) 
U (pes Pas 9) = êne {orgues — nie tee rene À 


_iG1 [qpi1l ___ ic: [qp:l io: {[qp:) iO+ [qP1) 
£a 4m?c?q° 2mm:c°q° 4&mic’q° ones 2mim:c?q© + 


SARL ACER 18 (O1) (029) O102 } (83 9) 


A4mimec?q® | &mimac? 


{les indices 1, 2 des matrices de Pauli indiquent les indices spino- 
riels sur lesquels elles agissent : ©, agit sur w, et 6, sur w.). 

La fonction U (p:1, p., q) est l'opérateur d’ interaction des particu- 
Jes dans la représentation en impulsions. Il est lié à l'opérateur 


Ü (Ps Po, r) dans la représentation en coordonnées par la formule 
| e” \PiritPeralT] (P. D», r ei(Piri+Pst3) Sr dSx, — 
= (2x)° Ô (p; + p2— p, —p:) U (p1: Pp2, qd). (83,10) 


Si l'opérateur Ü est simplement une fonction U (r) (r =r, —r.,), 
U (p1, P2, 4) ne dépend pas de p:, p, et la formule (83,10) se réduit 
à la définition ordinaire de la composante de Fourier : 


| e-iarU (r) dir = U (q). 


Il est donc clair que pour trouver Ü (pa: P2: r) il faut calculer l’in- 
tégrale 


d 
\ eiarU (ps, P2, 4) BR 


et puis remplacer p,, p. par les opérateurs p;, — —iVi, Pe —= —iVa, 
en les plaçant à droite de tous les autres facteurs. 
Les intégrales nécessaires se calculent en dérivant la formule 


iqr —— 4x _d'q EUR DRE 
| eis TT rs (83,11) 
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C'est ainsi qu'en prenant le gradient, on trouve 


r 47 ds j 
| is TE Des = —ivi=i. (83,12) 


Puis (a, b étant des vecteurs constants) 


FC) 0) eiqr on =; (a) \ ae (bp) + er: 


après l'intégration par parties, l'intégrale obtenue se réduit à (83,12) 
et donne 


4x (aq)(bq) gr _24_ br _ 1 __ (ar) (br) 
\ RL eiar = (AV) = [ab 2 ]- (8313 


Enfin on a 


4x (aq) (b di 
( FER eiar = — (aV) (bV) + 
En développant les dérivées, on devra avoir en vue que cette expres- 
sion contient une fonction delta 6 (r). Pour expliciter cette fonction, 
remarquons qu après la prise de la moyenne sur les directions de r 
on obtient 


— (aV) (bV) = — + (ab) A <= (ab) 6 (r). 


En développant maintenant les dérivées par le procédé habituel, on 
trouve 


[DD cie + fab —3 END) 4 LE ab6 (r) (83,14) 


(quand on prend la moyenne sur les directions de r, le premier terme 
s'annule et il ne reste que le terme contenant la fonction 6). 

En utilisant ces formules, on obtient l'expression définitive sui- 
vante pour l'opérateur d'interaction des particules: 


ne“h° 


Ü (Ps. Po = << LT (r+3r) ô (r) — 


e° ne r (rp )p e?h su eh 5 
ann Lhire+ T0 : RS | — Zméerrs MPa] O1 + Zoscars [TP2] O2 — 


2h° 
ne Er ÉLrPs] 2 — (pe G)+ pme (SE — 3 ne) — 


+ 06,6(r)}. (83,15) 
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A cette approximation, l'hamiltonien total du système de deux 
particules est égal à 


= HO+HOLU, (83.14) 
où A(® sont les hamiltoniens des particules libres donnés par (83.6). 


Deux électrons 


Si les deux particules sont identiques (deux électrons par exem- 
ple), dans l'amplitude de diffusion apparaît un deuxième terme repré- 
senté par le diagramme 


de "dé 
AT 


Cependant il n'est pas besoin de calculer sa contribution à l'opéra- 
teur d'interaction. Le fait est que la description d'un système de 
particules identiques par l'équation de Schrôdinger peut se faire au 
moyen du même opérateur d'interaction que pour des particules 
non identiques, si l’on convient d'une symétrisation appropriée des 
solutions de l’équation. Notamment, lorsqu on considère la diffu- 
sion de particules, une telle symétrisation tiendra automatiquement 
compte des contributions à l’amplitude qui correspondent aux deux 
diagrammes de Feynman. 

Ainsi, l’hamiltonien du système de deux particules se déduit des 
formules (83,15), (83,16) en y _—. tout simplement m, = m,!): 


s 1 ar 
H= 5 (pi + pi) — 


P, 


Po 


(p{+p: ) + Ü (pi. Po. r), 


se 


Ü (ps, Po: = x | 2) 6(n— er | Pipe re ALALA EE 


me 
eh ; 
Mrs {— (0, + 202) [rp;] + (0, -+20,) [rp:l} :- 
(<)" {2e ren À 10,6 (m)}. (83,17) 
Notons que de présence de termes en à (r) ne signifie certes pas 
qu'il existe une interaction particulièrement forte. La grandeur inté- 


1) L'équation d'onde avec l'hamiltonien (83,17) a été établie pour la pre- 
mière fois par G. Breit (1929), et sa justification conséquente dans le cadre de 
la mécanique quantique appartient à L. D. Landau (1932). 
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grale de tous les termes correctifs. est la même et, d'après le sens du 
développement effectué, ils doivent tous être considérés comme pe- 
tits par rapport au premier terme qui traduit l'interaction coulom- 
bienne. 

Les divers groupes de termes dans l'opérateur d'interaction (83,17) 


ont des caractères différents. Les termes de la première ligne de U 
sont d'origine purement orbitale. La deuxième ligne renferme des 
termes linéaires vis-à-vis des opérateurs de spin des particules; ils 
correspondent à l'interaction spin-orbite. Enfin, les termes de la 
troisième ligne, quadratiques en opérateurs de spin, décrivent l'in- 
teraction spin-spin À). 


Electron et positron 


Le système constitué d'un électron et d'un positron exige une 
étude particulière. L'amplitude de diffusion vaut dans ce cas la 
somme de deux termes: 


M, —e2{u(p2) yu(p)] D, (p_-— p-)lu(— ps) v'u(— p3)+ 
+e[u(— p,) veu (p_)] D, (p_-+ p+)lu (p=)y'u(— p:)1 (83,18) 


(le premier terme correspond au diagramme diffusif et le second, au 
diagramme annihilatif}. Comme la fonction d'onde du système 
« électron + positron » ne doit pas être antisymétrique, les deux 
termes apportent à l'opérateur d'interaction des contributions indé- 
pendantes. 

Le premier terme (dont la structure coïncide avec celle de l’am- 
plitude (83,1)), conduit naturellement à un opérateur qui ne diffère 
de (83,17) que par le signe général. Transformons le second terme. 

Nous nous servirons ici du propagateur photonique en jauge ordi- 
naire : 


Dans le cas considéré, À — p+ + p_ et, comme les particules sont 
« presque non relativistes », on a 


= GR Lames (ps +p}=k. (83,19) 


c? c° 


1) Cette interaction a été mentionnée dans III, 8 72 à propos de l'étude de la 
structure fine des niveaux atomiques, alors que l'interaction spin-spin entre les 
électrons et le noyau a été considerée dans 111, 8 121 à l'occasion de la structure 
hyperfine des niveaux. En particulier, la formule 111 (121,9) correspond au ter- 
me en fonction Ô dans l'opérateur d'interaction spin-spin. 
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Cela permet d’écrire pour le propagateur photonique 


TT 


Cette expression contient déjà le facteur 1/c°. Aussi, suffit-il de 
prendre les amplitudes w (p) à l’approximation d’ordre zéro: 


(0) 


“>= Va(S), ur Va): 


où w®, ul sont les spineurs tridimensionnels figurant dans (23,12) 
(leurs indices (0) seront omis par la suite). Avec ces amplitudes on a 


u(—p;)yu(p-)=u*(—p;)u(p)=0, 
u(—p,)vu(p_)=u*(— p,) au (p_) = 2m (w*ow.). 


Après l'introduction de ces expressions, le terme « annihilatif » 
de l’amplitude de diffusion prend la forme 


MAN = er (2m)? (w*ow._) (w*ow'). (83,20) 


m°?c° 


Toutefois, de là on ne saurait encore tirer directement des conclusions 
sur la forme de l'opérateur d'interaction. Primo, les spineurs w au 
moyen desquels sont exprimées les amplitudes u (—p+) ne sont pas 
encore en toute rigueur des opérateurs de positrons. Les amplitudes 
positroniques s'obtiennent à partir de u (—p+) par transformation 
de conjugaison de charge; en vertu de (26,6), les spineurs qui leur 
correspondent (nous les noterons w+) sont liés à w par la relation 
W+ —= O,w, d'où 


WŸ*—=0O,W,; = —W}0, W—= —0,W+. (83,21) 


Secundo, l'amplitude de diffusion doit être mise sous une forme 
telle que les spineurs électroniques (w- et w°) et les spineurs positro- 
niques (w+ et w,) se contractent les uns avec les autres. On y par- 
vient à l’aide de la formule 


(w*ow_) (wow) — £ (w®w_) (w*w") — _ (w®ow_) (w*ow'), (83,22) 
qui résulte elle-même de (28,17). 


Enfin, après avoir exprimé w et w’ moyennant w+ et w, suivant 
(83,21), on trouve, comme il est aisé de vérifier, 


(w*w')=(wèw,), (w*ow')= — (w''ow,). (83,23) 
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En reportant (83,23) dans (83,22) et ensuite dans (83,20), on 
obtient pour la partie annihilative de l'amplitude de diffusion 
l'expression définitive suivante: 


MF — — 4m? | w'*w'* É= -(3+ 0,0 | ww.) 


€ 


(les matrices o_ et &+ agissent respectivement sur w_ et w+). L'ex- 
pression entre crochets est l'opérateur d'interaction dans la représen- 
tation en impulsions. L'opérateur correspondant dans la représenta- 
tion en coordonnées s'exprime par 


UN (r)= LE (84 040)6(r), r=r—r, (83,24) 


(Pirenne, 1947 ; V. B. Bérestetski et L. D. Landau, 1949). L'opérateur 
total d'interaction entre l’électron et le positron vaut la somme 


= U+ Us"), 
où Ü est donné par (83,17). 


$ 84. Positronium 


Les formules obtenues au paragraphe précédent peuvent être 
appliquées au positronium, ensemble hydrogénoïde formé d’un élec- 
tron et d'un positron. 

Dans le référentiel du centre d'inertie, les opérateurs impulsions 


de l’électron et du positron dans le positronium sont P- = —_p+ = 


= p, où p = —ihV est l'opérateur impulsion du mouvement relatif 
correspondant au rayon vecteur relatif r = r__ —r+. L'hamiltonien 
total du positronium !) s'exprime par 


ñ p° e2 à à a 
om Or» +Vi+Vo+Vvs, 


a nt 2 
Vi= — a T Anuçô (r) — D {p°+ - De PR}, 
V,= Gui + Î$, (84,1) 


Vs = Gp + ET &} + 4nu: (+$&-2) 6 (r). 


Ici, mu, — ek/2mc est le magnéton de Bohr; ki — (rpl, l'opérateur 
moment orbital; S = (o+ + ©_)/2, l'opérateur spin total du systè- 


1) En unités classiques. 
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me ( son carré $°— F (3 + 6+0_)) . L'expression de V, contient tous 


les termes correctifs de caractère purement orbital; v, traduit l'in- 


teraction spin-orbite et ÿ, exprime l'interaction spin-spin et l’inte- 
raction « annihilative ». 

L'hamiltonien « non perturbé » 

a e° 

nr Taune - 
ne diffère naturellement de l'hamiltonien de l'atome d'hydrogène 
que par le remplacement de la masse de l’électron par la masse réduite 
m/2. C'est pourquoi les niveaux d'énergie du positronium sont deux 
fois plus petits (en valeur absolue) que les niveaux de l’atome d’hy- 
drogène : 
met 

E — — PC EPCS (84,2) 
(où r est le nombre quantique principal). 

Les autres termes figurant dans (84,1) conduisent à la décompo- 
sition des niveaux (84,2), c'est-à-dire à l'apparition d'une structure 
fine. Les niveaux qui en résultent sont classés avant tout suivant les 
valeurs du moment total j. On voit que les opérateurs spins des par- 
ticules n’interviennent dans l’hamiltonien (84,1) que sous forme de 


la somme $. Autrement dit, l'hamiltonien commute avec l'opérateur 
carré du spin total S°, c'est-à-dire que la grandeur du spin total est 


encore conservée à l'approximation considérée (du deuxième ordre 
en 1/c). Ainsi, les niveaux d'énergie peuvent être classés aussi sui- 
vant le spin total qui prend les valeurs S = 0 et S = 1. Les niveaux 
de spin 0 sont appelés niveaux de parapositronium et ceux de spin 1, 
niveaux d'orthopositronium. 

11 convient de souligner que la conservation du spin total dans 
le positronium est en réalité une loi exacte non liée à telle ou telle 
approximation suivant 1/c; elle résulte de l'invariance par CP des 
interactions électromagnétiques. Le positronium est un système 
neutre vrai, si bien que ses états sont caractérisés par une parité de 
charge et une parité combinée déterminées. La parité combinée est 
égale à (—1)°*! (voir problème du $ 27); S ne pouvant prendre que 
deux valeurs, 0 et 1, la conservation de la parité combinée est équi- 
valente à la conservation du spin total. 

Pour S — 0, le moment cinétique total j coïncide avec le mo- 
ment orbital. Mais lorsque $ = 1 et que j est donné, le nombre 
parcourt les valeurs j, j + 1, de sorte que chaque niveau (7, j) de 
l'orthopositronium se décompose en général en trois niveaux. Etant 
donné que les parités correspondant aux valeurs { = jet l = j +1 
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sont différentes, l’hamiltonien n’a pas d'éléments de matrice reliant 
ces états. Mais l'opérateur de perturbation (le premier terme dans 


V,) a en général des éléments non diagonaux qui relient les états 
avec L = j + 4 et L — j — 1 ; alors le nombre L perd, bien entendu, 
son sens strict de moment orbital. 

L'effet Zeeman dans le positronium présente des propriétés spé- 
cifiques (V. B. Bérestetski, I. Y. Pomérantchouk, 1949). 

Le moment magnétique orbital du positronium est toujours nul : 


puisque dans le positronium {r+p+] = {r_p_}, l'opérateur moment 
magnétique orbital s'exprime par 


Bu = Lo ((r:p+]—{r-p_]) = 0. 
Quant à l'opérateur moment magnétique de spin 


U, = bo (04 — 0), (84,3) 


il n'est pas proportionnel à l'opérateur spin total $ — 1/, (6+ + ©) 


et les opérateurs 2 et n°? ne commutent pas. Ceci étant, les états à 
valeurs déterminées du spin total S et de sa projection S, ne sont 
pas généralement parlant des états propres pour le moment magné- 
tique. 

Les états à valeurs données de S et S, sont décrits par des fonc- 
tions de spin #ss. de la forme 


Lai—= 4 Xi = BP. 
1 
X10 — V2 (a,B_+aB,), (84,4) 


| 
Xoo = 73 (c,B-— x $,), 


où « et B sont les fonctions de spin d’une particule, correspondant 
aux projections du spin +!/, et —!/, (les indices + ou — indiquent 
que les fonctions se rapportent au positron ou à l’électron). Les deux 
premières d’entre elles (%:, et X:1-.) sont en même temps les fonctions 
propres de l'opérateur u,, correspondant à la valeur propre u, — 
= 0. Quant aux fonctions %10 et %0, elles ne sont pas les fonctions 
propres de u,; mais leurs combinaisons 


7 (X10 + Xoo) = &+B_ el (Xio — Xoo) = «BP; (84,5) 


le sont. Il est facile de voir que les seuls éléments non nuls de 
la matrice (S'S;|u, | SS.,) calculés d’après les fonctions (84,4) sont 
les suivants: 

(00 | Mz |10) — (10 | Bz | 00) Fe 2Ho- (84,6) 
27—0596 
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Dans des champs magnétiques peu intenses (lorsque u,H< A, 
où À est la différence entre les énergies des niveaux avec S = 0 et 
S = 1) les états à valeurs déterminées du spin total constituent une 
approximation de départ pour le calcul de la décomposition de Zee- 
man. À l'approximation du premier ordre, cette décomposition 
est donnée par la valeur moyenne de l'opérateur énergie de perturba- 
tion 


Va= —ui1. 


Mais tous les éléments de matrice diagonaux de l'opérateur L, 


(et donc de V,) calculés d’après les fonctions (84,4) sont nuls. Ain- 
si, dans les champs faibles, l'effet Zeeman linéaire ne se manifeste 
pas dans le positronium. 

Dans le cas limite opposé des champs forts (u,} 5 A) on peut 
négliger l'interaction des spins qui conduit à l'établissement des 
valeurs déterminées de S. Les composantes d'un niveau décomposé 
correspondront dans ce cas à des états caractérisés par des valeurs 
déterminées de u, = + 2u, (décrits par les fonctions (84,5)), et 
leur écart sera égal à —+ 2uH. 


Problèmes 


1. Déterminer la structure fine des niveaux du parapositronium (V.B. Be- 
restetski, 1949)1). 

Solution. L'énergie de décomposition du niveau cherchée est donnée 
par les valeurs moyennes des termes correctifs dans l’hamiltonien (84,1) cal- 
culées d'après les fonctions d'onde des états non perturbés à différentes valeurs 
de j = L (égales à 0,1, ..., n — 1). Pour S = 0, la seule contribution non nul- 


le est apportée par Ÿ, et le deuxième terme de Vs. 
Les fonctions d'onde non perturbées (nous les noterons y) satisfont à l'équa- 
tion de Schrôdinger :) 


pp=—Ap= (E+<)4, E=— 
On a donc 


pes (24) ee (et 2) eos Le (o +) mo 


2 
= (842 )"p+an6 6 p+ + À. 


1) Pour le calcul de la structure fine de l’orthopositronium, voir Sokolov A. À., 
Tsytovitch V. H., IKATO 1953, v. 24, p. 253. 
2) Pour les calculs il est commode d'employer les unités atomiques. 
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La valeur moyenne a pour expression : 


p=(e++)"+anpor+ | ARC Gr do. 


La dernière intégrale est égale à — \ | ÿ (0) 1 ? do; étant donné que Ÿ (0) 0 


seulement pou 1 = 0 et que les fonctions d'onde des états S sont à symétrie 
sphérique, l'intégrale est égale à —4x | ÿ (0) | © et se réduit avec le deuxième 
terme. 


En introduisant l’opérateur moment orbital Î — [rpl, écrivons 


: 92% , 2 8 Lv { 
Pb Et ar (ES) v. 


On en déduit pour l’autre valeur moyenne que nous cherchons 


[4e D) poae=— | ge i has 


dr? 


[71 


= À (54) ao -10 +07 


(lorsque 1 = 0, le dernier terme est absent). 

Suivant les formules connues de la théorie de l'atome d'hydrogène (voir 
111 (36,14), (36,16) et étant donné que la masse m de l'électron est remplacée 
par m/2,ona 


, 1 — 1 — 1 
[ d (0) Fe qu Oo: FES : r RD ETS (2141) a 
VE 
Snoop CFO. 


A l'aide des formules écrites ci-dessus on obtient pour les niveaux d'énergie 
cherchés du parapositronium 


E = es (nn — = ) 
RE TC h? 2ns \ 2+1 32 


2. Calculer la différence entre les énergies des états fondamentaux (n = 1, 
1 = 0) de l'orthopositronium et du parapositronium. 
Solution. La dépendance de l'énergie vis-à-vis du spin total S pour 


1 = 0 n'est contenue que dans la valeur moyenne du deuxième terme de Vs 
(le premier terme, lui, s'annule lorsqu'on prend la moyenne sur les angles dans 
l'état S à symétrie sphérique !)). Le niveau fondamental de l'orthopositronium 
E6S,) est plus élevé que le niveau fondamental du parapositronium (:S,) d'une 
quantité 
1 ., met : 
E CS1)—E (S)= 75 2-57 82-1076 eV. 

1) La moyenne sur les angles doit être prise avant RE sur r, ce 

qui résulte clairement du procédé de calcul de l'intégrale (83,14) conduisant 


au premier terme de V.. 
27e 
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$ 85. Interaction des atomes à longues distances 


Deux atomes neutres situés l’un de l’autre à de grandes distances 
r (par rapport à leurs dimensions) sont soumis à des forces d’attrac- 
tion. Le calcul quantique ordinaire de ces forces (voir III, $ 89) 
devient cependant inapplicable lorsque les distances sont trop gran- 
des. Le fait est que ce calcul ne considère que l'interaction électro- 
statique sans tenir compte des effets de retard. Une telle manière de 
procéder est justifiée tant que la distance r reste petite par rapport 
aux longueurs d'ondes caractéristiques À, dans les spectres des ato- 
mes en interaction. Nous donnons dans ce paragraphe un calcul exempt 
de cette restriction. 

Nous procéderons à peu près de la même façon qu'au $ 83, c'est- 
à-dire que nous calculerons à l’approximation du premier ordre non 
évanescente l’amplitude de diffusion élastique (sans changement 
de l’état interne) de deux atomes différents. Nous comparerons l’ex- 
pression obtenue à l’amplitude qu'on aurait si l’on décrivait l’inter- 
action des atomes par l'énergie potentielle U (r). 

Dans ce dernier cas, le premier élément non nul de la matrice S, 
qui décrit le processus donné, serait l’élément de la première appro- 
ximation 


Sa = —i \ 1° (rs) p2° (r2) U (r) pi (rs) 2 (r2) Er, dix, X 
x \ exp{—i(e,+e—e—c:)}dt. (85,1) 


Ici, Ÿ,, Ÿ, et W:, #, sont des parties, indépendantes du temps, des 
fonctions d’onde (ondes planes) qui décrivent le mouvement de trans- 
lation des deux atomes d'impulsions initiales et finales; e,, e, et 
e,, e,, les énergies cinétiques de ce mouvement ; les coordonnées r, 
et r, des atomes considérés comme un tout peuvent être assimilées aux 
coordonnées de leurs noyaux, et la distance r = |r, — r, |. L’inté- 
grale sur le temps de (85,1) donne comme d'ordinaire une fonction 
ô qui exprime la loi de conservation de l'énergie. Pour faciliter 
la comparaison ultérieure, il sera pourtant commode de considérer 
formellement le cas limite des masses infiniment grandes des ato- 
mes ; lorsque les impulsions des atomes sont données, à cette limite 
correspondent les énergies e nulles. En d'autres termes, on peut dire 
que les temps considérés sont petits par rapport aux périodes 1/e. 
L'expression (85,1) prend alors la forme 


Sn= —it | pp U (pb Pr Dre, (85,2) 
où t est l'intervalle d'intégration par rapport au temps. 


Dans ces hypothèses, le calcul réel de l'amplitude de diffusion 
élastique peut se diviser en deux étapes. On commence par calculer 
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la moyenne de l'opérateur S sur les fonctions d'onde des états inchan- 
gés (fondamentaux) des deux atomes (pour des coordonnées données 
r, et r, de leurs noyaux) ainsi que sur le vide de photons: les pho- 
tons sont absents au début et à la fin du processus. On obtient fi- 
nalement une quantité qui est fonction de la distance relative des 
noyaux ; nous la désignerons par (S (r))'). Pour trouver l'élément 
de matrice de transition cherché il faut ensuite calculer l'intégrale 


Sn= | pipi" (8 (7) brbe dz, dx, (85,3) 


En la rapprochant de (85,2), on voit que si l’on met l’expression de 
{S (r)) sous la forme 


(S (r))} = —üitU (r), 


la fonction U (r) traduira précisément l'énergie cherchée d'interac- 
tion des atomes. 

Comme nous avons affaire ici à la collision de systèmes complexes 
(d'atomes qui peuvent être excités dans leurs états intermédiaires) 
et non pas à celle des particules élémentaires, les règles formelles 
ordinaires de la technique des diagrammes ne peuvent pas ici être 
directement appliquées, de sorte que nous commencerons par l’expres- 
sion de départ de l'opérateur S sous forme de développement (72,10). 

Pour l'interaction des atomes sont essentielles les composantes 
des champs dont les fréquences sont de l’ordre des fréquences atomi- 
ques (et moindres). Les longueurs d'ondes correspondantes sont gran- 
des par rapport aux dimensions atomiques. Cela permet de prendre 
l'opérateur d'interaction électromagnétique sous la forme 


V = —Ë (r;) di — É(r;) d:, (85,4) 


où d., d, sont les opérateurs moments dipolaires des atomes (on a en 
vue des opérateurs dépendants du temps: les opérateurs de Heisen- 


berg) et E (r) est l'opérateur champ électrique pris aux points où 
sont placés les atomes correspondants. 

On sait que les valeurs moyennes du moment dipolaire de l’atome 
dans ses états stationnaires sont nulles (voir III, $ 75). II en résulte 
que l’amplitude de diffusion non nulle n’apparaîtra qu’à l’approxi- 
mation du quatrième ordre de la théorie des perturbations, c’est- 
à-dire comme élément de matrice de l'opérateur. 


$w =? ( æ, _ À are TP (8) (82) Ÿ (83) Ÿ ()}- (85,5) 
En effet, aux approximations d'ordres inférieurs chacun des termes 


1) Au lieu de la désignation plus encombrante de l'élément de matrice dia- 
gonal avec l'indication des états de l'atome et du champ photonique. 
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figurant dans les produits des opérateurs contiendra au moins l’un 


des opérateurs d, ou d, à la première puissance, et s’annulera lors 

de la prise de la moyenne sur l'état de l'atome correspondant. 
Prenons la moyenne de l'opérateur (85,5) dans le vide de pho- 

tons. D'après le théorème de Wick, la moyenne du produit de quatre 


opérateurs champ E se réduit à la somme des produits de leurs moyen- 
nes deux à deux (de leurs contractions). La division en paires peut 
Ctre réalisée par trois procédés qu’on peut représenter par les diagram- 
mes suivants: 


1 2 1 2 1 2 
SC 9 
NA | 85,6 
“ | (85,6) 
AN ( 
O————-0 v d A 
3 4 3 4 3 4 


dans lesquels les lignes en traits interrompus désignent les contrac- 
tions et aux chiffres correspondent les arguments 4,, {, ts, 4. En 
outre, à chaque point peuvent correspondre les coordonnées spatia- 
les r, ou r, (r, correspondant à deux points et r, à deux points; 


sinon dans le terme donné de la somme l’un des opérateurs d, ou 


d, figurera à la première puissance et donc s’annulera lors de la pri- 
se de la moyenne sur l’état de l'atome). Il est évident qu'aux points 
reliés par les lignes doivent figurer des r, et r, différents. Dens le cas 
contraire, le diagramme (c’est-à-dire le terme qui lui correspond 
dans l'élément de matrice) se réduira au produit des fonctions indé- 
pendantes de r, et de r, au lieu d'être fonction de la différence r, — 
— r,; de tels termes sont sans rapport avec la diffusion !). Compte 
tenu de ces conditions, on peut répartir les arguments r, et r, sui- 
vant les quatre points du diagramme par quatre procédés différents. 


Etant donné aussi que les opérateurs d, et d, commutent, en prenant 
la moyenne sur l'état de chacun des atomes, on constate que tous les 
3-4 = 12 termes ainsi obtenus sont identiques (ils ne diffèrent que 
par la désignation des variables d'intégration). On obtient finale- 
ment 


4&S (r)) =— À (11 RE \ dt,-(T(E;(r,, t,) Er, t))) X 


A (T (Er (Fos ts) Em (rss 14))) CT (dis (63) dim (t4))) CT (dax (2) dar (t3))}s 
(85,7) 
où i, À, ... sont les indices vectoriels tridimensionnels. 


1) Ils donnent des corrections aux énergies propres de chaque atome, qui 
ne nous intéressent pas ici. 
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Pour calculer les quantités 
Di (t— 2) = (T (Er (x) Ex (22))), (85,8) 


nous utiliserons la jauge des potentiels dans laquelle le potentiel 
scalaire O — 0. Alors E — —6A/ôt et on a 


D (n—-n)= 3 ER Sr (T (A (xs) A (a) = ir L ee Din (2), 


oùz = —z, et D; (x) est le propagateur de photons dans la 
jauge donnée !) 

Il sera plus commode d'utiliser par la suite le propagateur 
Din (o, r) dans la représentation mixte en «, r qui est lié à 
Din (t, r) par la relation 


+ à 
Dé, r)= | Dao, re-iot 
Alors, 


DE (4, r)= —i \ &Dig (w, rhe-iot 2. (85,9) 


Développons les quantités 
Gin (1 — te) = È (T (di (t1) dx (£2))) (85,10) 


en intégrale de Fourier 


Gin (t) = \ elota;x (w) e 


En posant, pour raisons de commodité, t = 0, t, = t, écrivons d'a- 
près la définition du produit T 


Gin (©) = À eva (t) dt = 


? 0 co 
= à \ ero! (dy (0) di (4) dt+i | ete (ds (#) ds (0)) dt. (85,11) 
= 00 0 


1) La dérivée première + D ir (t) présente un saut fini pour t = 0. C'est 


pourquoi la dérivée seconde, c'est-à-dire la fonction D£, (:) contient aussi ua 


terme en fonction 6 (—6(%) (r; — z1)). Ce terme est DOUrtant nul pour tous les 
" £ rset il ne nous intéresse pas ici. 
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Les valeurs moyennes (sur l’état fondamental de l’atome) qui y fi- 
gurent s'expriment par l'intermédiaire des éléments de matrice du 
moment dipolaire: 


(d (0) di (#)) = 2: (du)on (dr)no en", 


(dy (£) dy (0)) = D (dy)on (dx}no € 70. 


Pour que les intégrales intervenant dans (85,11) soient conver- 
gentes, on doit entendre par w la différence w — i0 dans la première 
d’entre elles et la somme w + i0, dans la seconde. En intégrant, 
on obtient 


di n d d n d n 
in (w)= » Lben Pure + Chen Pure). (85,12) 


n 


Si l'état fondamental de l'atome est un état S, ce tenseur se réduit à 
un scalaire: œyn — GÜ;r, où 


1 1 1 
œ (@)=—- à | don |? 5 +5) . (85,13) 


Si l’atome possède un moment, le même résultat sera obtenu après 
la prise de la moyenne sur ses directions, ce qui sera sous-entendu 
par la suite (nous nous intéressons, certes, à l'interaction des atomes 
moyennée sur leurs orientations mutuelles). 

En comparant (85,12) à l'expression (59,17), on voit que L;, (w) 
coïncide avec le tenseur de diffusion cohérente d'un photon de fré- 
quence © par un atome. En vertu de (59,23), lorsque w > 0, & (w) 
coïncide avec la polarisabilité de l'atome. Quant aux valeurs de 
a (w) pour © << 0, elles s'expriment au moyen des valeurs pour 
w© > 0 à l'aide de la relation évidente & (—w) = & (w) qui résulte 
de (85,13). 

En portant les expressions obtenues dans (85,7), on trouve 


"2x 2x 21 2x 
_ Xi (Q2,) &, (Q,) oiDu (o,, r) @iDix (w2, r) x 
X EXP {— É04 (4 — 2) — ie (fs — t4) — ÈS, (ts — 4) — iQ, (te — t3)} 


S(=+ (dr, de, 5 De Ps Le 


(r = r, — r,; on a également tenu compte de la parité de la fonction 
Din (o, r) suivantr). L'intégration sur trois temps donne des fonc- 
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tions ô (en vertu desquelles —Q, = S, — w, = w,) et sur le qua- 
trième temps, le facteur £: 


(S (r)}= — itU (r) 


avec 
U(r=+ | wta,(u)a(u)(Da(u, NE. (85,14) 


C'est cette formule qui détermine l'énergie d'interaction de deux 
atomes à toute distance grande par rapport aux dimensions a des 
atomes. Il ne reste qu’à trouver l'expression explicite de la fonction 
Din (©, r) et à l’y introduire. 

En comparant l’une à l’autre les expressions (76,14) et (76,8) 
pour les fonctions D;, dans la représentation en impulsions, dans deux 
jauges différentes, on trouve 

kik 


D, (w, k)— — (8 1 ] D(w, k). 


où D est donné par la formule (76,8). Dans la représentation en w, 
r. cette relation sera donc sais" ” l'égalité 


Dino. = — (ôn ++ ) Do, r). (85,15) 


Q° = ÔZR 


En y portant D (w,r) donnée par (76,16) et en dérivant, on trouve 


Dir (o, r)= [On (1 + — ——)+ 
+48 (is) ee. (85,16) 


Enfin, en reportant cette expression dans (85,14), on obtient, 
après quelques transformations simples et compte tenu de la parité 
de la fonction « (w), l’expression définitive suivante pour l’énergie 
d'interaction des atomes: 


ota, (u)a, (u) etier [14 — sq | do 
(85,17) 


Cette expression générale peut être simplifiée dans les cas limites 
des « petites» (a&r< À,) et des « grandes» (r> À) distances. 
Pour r<& À,, dans l'intégrale sont essentielles (voir plus loin) 
les valeurs w— w,, où w,— c/À, sont les fréquences atomiques; 
on a donc wr< 1. Dans ce cas on peut garder entre crochets seule- 


] 
|- 
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ment le dernier terme et remplacer l’exponentielle par l'unité. En 
écrivant l'intégrale dans les limites de —o à o (pour une transfor- 
mation ultérieure), on trouve 


Ut) = \ &, (&) æ (w) du. (85,18) 


Comme il se doit, nous avons obtenu la loi de 1/r$ pour l'interaction 
à de telles distances. L'intégrale intervenant dans cette formule est 
facile à calculer après l'introduction de & (w) donné par (85,13), en 
bouclant le contour d'intégration par un demi-cercle à l'infini dans le 
demi-plan inférieur de la variable complexe w; cette intégrale se 
détermine alors par les résidus de l'expression sous le signe d'’inté- 
ration aux pôles w = &h9 &. En supposant, pour simplifier 
l'écriture du résultat, que les deux atomes sont identiques, on 
obtient (en unités classiques) 


2 | don 1° | done l° 

U(r)=—37 2 Foy +0, ? (85,19) 
n,n° 

ce qui coïncide avec la formule de London connue (voir III, $ 89, 

problème). 

Quant au cas limite des grandes distances, r > À,, ce sont les 
valeurs & & c/r<& w, qui sont essentielles dans l’intégrale; pour 
© > &o, l'intégrale est étouffée par le facteur rapidement oscillant 
exp (2ior). Ceci étant, on peut remplacer les polarisabilités &, (w) 
et «> (w) par leurs valeurs statiques &, (0) et &, (0). Après cela l’in- 
tégration devient élémentaire (pour assurer la convergence il faut 
effectuer dans l’'exponentielle la substitution rr+i0). On a 
finalement (en unités classiques): 


Ur neo (85,20) 


(H. B.G. Casimir, D. Polder, 1948) !). 


6) Pour l'établissement de cette formule nous avons suivi Z. E. D:ialochinski 


CHAPITRE X 


INTERACTION ENTRE LES ÉLECTRONS 
ET LES PHOTONS 


$ 86. Diffusion d’un photon par un électron 


La conservation de la quadri-impulsion lors de la diffusion d'un 
photon par un électron libre (effet Compton) s'exprime par l'égalité 


p+k=p+k, (86,1) 


où p et À sont les quadri-impulsions de l’électron et du photon avant 
collision et p’ et 4’, leurs quadri-impulsions après collision. Les in- 
variants cinématiques introduits au $ 66 ont pour expressions: 


s=(p+k}2e(p+k}=m?+2pk=mt+2p'h, 

t=(p—p'}=(k—k}=2(m—pp)=—2kk", (86,2) 

u—(p—k"}={(p—k}?=m?—2pk"=m—2p'k, 
s+t+u—=2m?. 


Le processus que nous considérons est représenté par deux dia- 
grammes de Feynman (74,14) et son amplitude a pour valeur 
M, = — 4ne2e;*e, (u'QuYu), (86,3) 
où 
1 


u—m® 


1 : ’ 
QE = 5 ve (vb vh + om) v° + v°(vp—vk" + m) v*. 


(86,4) 


Ici, e, e’ sont les quadrivecteurs polarisations des photons initial et 
final; u, u’, les amplitudes bispinorielles des électrons initial et fi- 
nal. 

Suivant les règles exposées au $ 65, pour des états de polarisation 
arbitraires des particules le carré | M,, | * est remplacé par 


M; 12 16n%e8 Tr {pp QE po Q 0). (86,5) 


Ici, p9, p9’ sont les matrices de densité des électrons initial et fi- 
nal, p(v), pl"’ les mêmes matrices pour les photons; les indices pho-. 
toniques (tensoriels) sont explicités, alors que les indices électroni- 
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ques (bispinoriels) sont sous-entendus ; le signe Tr se rapporte pré- 


cisément à ces derniers indices. Le signe + dans la définition Q,, — 
= y°Q;,y” se rapporte lui aussi à ces indices. 

Examinons la diffusion d’un photon non polarisé par un électron 
non polarisé en faisant abstraction de leurs polarisations après ‘ta 
diffusion. La moyenne sur les polarisations de toutes les particules 
se calcule à l’aide des matrices de densité: 


1 1 r A , 
pie 7 PR = — 75 bu pt = 7 (r+m), p(e) 9 (vp +m); 
le passage à la sommation sur les polarisations des particules finales 
s'obtient en multipliant encore par 2-2 = 4 
En se servant ag la formule (64,23) (dans laquelle il faut mainte- 


nant poser 1° — DA ls — m°)°, voir (64,15a)) , on obtient pour la sec- 


tion efficace 
4 


d ; — 
do = CU Triyp +m) Q# (yp+m) Qu}. 


Au moyen des formules (65,2a) on trouve Qu = Qu. En séparant 
les termes qui se transforment l’un en l’autre par la substitution 
k <> —k" (et respectivement s <> u), mettons la section efficace sous 
la forme suivante: 


do= dt sr f(s, u)+8(s, u)+f(u, s)+8(u, s)], 
avec 
4 
1(s, u) — 4(s—mi)? X 
X Tr{(yp+m)y(vp+vk+m)v"(vp+m) y. (vp+vk+m) vi}, 
EG 0 = =R RS * 
X Tr{(yp'+m) v(vp+vk+m) v'(yp+m) va (vp—vk" + m) v,} 


(dans ces désignations nous avons en vue a priori que le résultat dé- 
pendra uniquement des quantités invariantes). 

La sommation sur u et v se fait à l’aide des formules (22,6): 
puis, en rejetant les termes contenant un nombre impair de facteurs 
Y, on obtient 


f(s, u)= 7 * 


X Tr{(vp”) (vp + v#) (vb) (vp + vh) + 4m2 (yp + vk) (vk—vp") + 
+ m2 (yp) (vp°) + 4m}. 


$ 86] DIFFUSION D'UN PHOTON PAR UN ELECTRON 429 


Après avoir calculé la trace à l’aide des formules (22,13) et exprimé 
toutes les quantités moyennant les invariants s, u, on trouve après 
quelques transformations simples 


Tr (am — (5— m2) (u— m2) + 2m? (s — mt). 


fs u)=T 
En opérant de façon analogue, on calcule g: 


2m? 


£g (s, u) = G—m?i)(u—m°) {4am?+ (s — m*) + (u — m°)}. 


On a finalement pour la section efficace 


Bat pe (rm) + 


u —m° 


Het) HER HES), @e 


u—m? s—m® 


où r. —= e*/m. Cette formule exprime la section efficace au moyen des 
quantités invariantes. Elle permet de trouver facilement la section 
efficace par l'intermédiaire des paramètres de collision dans n'im- 
porte quel référentiel concret. 

Faisons-le dans le référentiel du laboratoire dans lequel l’électron 
était au repos avant la collision: p = (m, 0). Ici, 


S—m=2mo, u — m = — 2mw'. (86,7) 


En écrivant l'équation de conservation de la quadri-impulsion sous 
la forme p — 4 — À" — p’ et en l'élevant au carré, on obtient 
pk— pk'—kk'—0, 
d'où (dans le référentiel du laboratoire) 
m (© — &°) — wo’ (1 — cos 8) — 0, 
où Ô est l’angle de diffusion du photon. Cette égalité traduit le lien 
entre la variation d'énergie du photon et l'angle de diffusion: 


11 1 (4 cos d). (86,8) 


oO O m 
L’invariant £ s'écrit 
t— —2kk"— — 2ww (1 — cos Ÿ). 


Pour une énergie donnée w on trouve (à l’aide de (86,8)) 


dt=2w'?dcosô = w'?do" (do =2n sin ô dd). 
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En reportant ces expressions dans (86,6), on obtient la formule sui- 
vante pour la section efficace de diffusion dans le référentiel du 
laboratoire : 


do=(#) (24 _ ne) do’ (86,9) 


(0) 


(0. Klein, Y. Nishina, 1929; I. E. Tamm, 1930). 

Etant donné que l'angle 8 est lié à w’ de façon univoque par la 
relation (86,8), la section efficace peut être exprimée en fonction de 
l'énergie du photon diffusé w’: 


mr nf st +( m2) amd 4)], 640 


où &w’ varie dans les limites suivantes : 


— <w'<o. (86,11) 


1+2— 
TE m 


Lorsque w € m, on peut poser dans (86,9) w’ = w, ce qui donne- 
ra, comme il se doit, la formule de Thomson non relativiste classi- 
que 


do = _ r£ (1 + cos? 8) do’ (86,12) 


(voir 11 (78,7)). 

Pour calculer Ja section efficace totale revenons à la formule 
(86,6). Les invariants s, t, u qu'elle contient parcourent des valeurs 
vérifiant les inégalités 

S>m', 41<0, us mt. (86,13) 


Elles ont déjà été obtenues au $ 67 (le domaine physique qui leur 
correspond est le domaine —7 de la figure 7). On peut s’en assurer 
facilement aussi directement en écrivant les expressions des inva- 
riants dans le référentiel du centre d'inertie. Ici p + k = 0, et les 
énergies € de l’électron et w du photon sont liées par la relation 


ge = Vo +m°. Les invariants ont pour expressions 
S=(£e+w)?=m?2+20(w+Ee), 
u = m? — 2w (£ + w cos 6), (86,14) 
t= — 2w?(1— cos 0), 

où 6 est l’angle de diffusion (que font entre eux p et p’ ou 


et k”). 
Les trois inégalités (86,13) se déduisent des conditions: . 0, 
—1< cos 0 < 1. 
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Pour s donné (c’est-à-dire quand l'énergie des particules est don- 
née), l'intégration sur t peut être remplacée par l'intégration sur 
u — 2m’ — s—1 dans l'intervalle 


4 
T>u>2m—s. 
En introduisant au lieu de s, uw les quantités 


Zi, y, (86,15) 


m° m? 


on obtient 
_ e 1 112,1 1, 1 fx, y 
2° \ Let tr (+) lé 
x/(x+1) 
et, après une intégration élémentaire, 


1 8 1 
(86,16) 


Pour zx € 1 (cas non relativiste) les premiers termes du développe- 
ment donnent 


a (86,17) 


—=— 


Le premier terme traduit la section efficace classique de Thomson. 
Dans le cas inverse, ultrarelativiste, lorsque zx > 1, le développe- 
ment de la formule (86,16) donne 


o= nr (Inz++). (86,18) 


Dans le référentiel du laboratoire on a 
z = 2w/m (86,19) 


si bien que les formules (86,16) à (86,18) donnent directement la sec- 
tion efficace de diffusion par un électron immobile en fonction de 
l'énergie du photon. La courbe de variation de © en fonction de 
w/m est montrée à la figure 13. 

Notons que dans le cas ultrarelativiste la section efficace diminue 
lorsque l’énergie augmente tant dans le référentiel du laboratoire 
(o © w! In w) que dans le référentiel du centre d'inertie (x = 
= 4low?/m?, 6 © ©"° In w). Pour ce qui est de la distribution angu- 
laire dans le cas ultrarelativiste, son caractère est tout à fait diffé- 
rent dans ces deux référentiels. 
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Dans le référentiel du laboratoire, la section efficace différentielle 
présente un maximum aigu dirigé vers l'avant. Dans le cône étroit 
ô < V m/o on a w’ — wo et la section efficace do/do’ = rÀ (et ateint 
la valeur r° lorsque ô —+ 0). En dehors de ce cône la section efficace 


Re 


O 
0,01 002 00501 02 05 1 2 5 10 20 50 100 
U/mM 


Fig. 13 


décroît et dans le domaine des 8? > m/o (où w’ Æ m/(1 — cos 8) 
on a 


do _ rem 
do” — 2 &(1—cos 0) ? 


c'est-à-dire que la section efficace devient — w/m fois plus petite. 
Dans le référentiel du centre d'inertie, la section efficace diffé- 

rentielle présente un maximum dirigé vers l'arrière et non vers 

l'avant. Pour x — 6 1, on déduit de (86,14) | 


— m° 2 2-2 e 
s Lu 4o m ets w 
mm mm 2 mm 


(x — 6)’. 


m°? 


Le terme le plus grand dans la section efficace (86,6) est égal à 


mi dt 


do = 8nr: TG = m5) mi) ? 
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d’où 


ab 


do’ 
2 1+(n—0) @i/mt * (86,20) 


Dans le cône étroit x —6 <& m/w, la section efficace do/do' — r° 
et À dE de ce cône elle diminue par son ordre de valeur de, 
w?/m° fois. 


$ 87. Diffusion d’un photon par un électron. 
Effets de polarisation 


Revenons aux formules de départ établies au paragraphe précé- 
dent et montrons comment on fait les calculs en tenant compte des 
polarisations des photons et des électrons initiaux et finals. 

La matrice de densité du photon s'exprime, en vertu de (8,17), 
à l'aide d'une paire de quadrivecteurs unitaires el), d®) qui satis- 
font aux conditions (8,16). Dans le cas considéré, ces deux vecteurs 
peuvent être choisis de la même manière pour les deux photons. Ce 
sont les quadrivecteurs introduits au $ 70 !): 


AD = — — =. (87,1) 


À ’ A PK + p'K 
P=(p+p})-K > — 
N'= ep qK,, 

KR ER, Uk A = pa — p'a. (87,2) 


9 


Les expressions de Q" figurant dans (86,5) sont données par la 
formule (86,4). Elles peuvent être considérées comme des composan- 
tes d’un quadritenseur (en ce sens qu'elles constituent un quadriten- 


seur après la formation des.quantitésu’Q" u comme on dit « dans les 
enveloppes »). On peut épuiser toutes les composantes du quadriten- 
seur, en le projetant sur quatre quadrivecteurs perpendiculaires entre 


eux, par exemple sur les vecteurs P, N, q, K définis plus haut. Comme 


les tenseurs p{?",. pl? ne contiennent que des composantes en P 


et N, nous n’aurons besoin en fait que des composantes de Q,,, sui- 


1) Un procédé de calcul alternatif consiste à considérer dès le début un réfé- 
rentiel déterminé (par exemple, celui du laboratoire) et à prendre pour chaque 
photon, comme el), «?), deux vecteurs purement spatiaux (e — (0,e)) orthogo- 
naux à l'impulsion du photon et l’un à l'autre. Toutefois, tous les calculs se 
feront alors sous forme tridimensionnelle et le résultat obtenu n'aura pas une 
forme invariante. 


28—-0596 
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vant ces quadrivecteurs. Autrement dit, il suffira de ne chercher dans 
Q,v que les termes de la forme 


Quv = Qo (ekf'ei + eft'et) + Q, (elle? + effreit) — 
— iQ (ehiet — lei”) + Q, (ef'ei — elPelr) ; (87,3) 


Jes autres termes disparaîtraient de toute façon lors de leur introduc- 
tion dans (86,5). Les quantités Q, et Q, sont des scalaires dans le 
même sens que Q., est un quadritenseur ; de ce fait elles ne contien- 
nent les matrices y qu'en combinaisons « invariantes »: yÆ, etc. 
Dans le même sens, Q, et Q, sont des pseudo-scalaires et doivent 
donc contenir la matrice y. 

Par projection directe du tenseur Q,, on trouve 


Qo= 7 Q* (ejiets + ejPe), 


etc. Pour le calcul il est commode d'exprimer d'abord Q,, au moyen 
des quadrivecteurs P, N, q, Æ orthogonaux entre eux: 
P/2 P/2 1 
QU qu HER po ge ER qu pps (A) y — 99 (vX) vel. 
Le calcul ultérieur se ramène à des transformations purement al- 
gébriques effectuées à l’aide des formules du $ 22. En outre, on peut 
effectuer dans QY des substitutions qui n’affecteront pas le résul- 


tat lors de la formation ultérieure du produit u'Q"*u. Par exemple, 
étant donné que 


u'(yp+yp'}u= 2mu'u, 
u'ys(yg)u = 2" [yé(yp)+ (vp') vu = 2mu'yiu, 
on peut remplacer dans Q"° les termes 
vp+vp'—èm, (y) > 2myt. (87,4) 


Er passant sur les détails des calculs, nous donnons le résul- 
tat 1): 


Q—=—ma,, Qi= _ a,y° (vÆ), 
(87,5) 
Q:= —ma,y, Q,;=ma,+ TZ 4 (vÆ), 


1) L'expression (87,3) avec les valeurs (87,5) correspond à la forme des 
expressions (70,11) à (70,13) établies au $ 70 à partir des considérations généra- 
les. Outre les égalités /s = fe = 0, résultant de l’invariance par 7’, ilse trouve 
ici qu'une autre amplitude invariante (/2) est nulle. C'est Jà une propriété de 
l'approximation adoptée de la théorie des perturbations ; elle disparaîtrait à des 
approximations d'ordres supérieurs. 


$ 87) EFPETS DE POLARISATION 435 


1 1 
PE eme um: 

Pour les calculs ultérieurs il est commode d'appliquer à Q,, le 
même procédé formel qui a été décrit au $ 8 pour la matrice de den- 
sité du photon: nous réunirons les quatre composantes du tenseur 
(87,3) suivant les directions de et), e{? en une matrice à deux rangées 
Q@ que nous développerons ensuite en matrices de Pauli. De façon 
analogue à la formule (8,18) nous obtiendrons 


Q= Qo—+Qo, Q= (0, 0: Q:). (87,6) 


Quant au tenseur Q,, — y°Qi,v° figurant dans (86,5). il est facile 
de s'assurer (à l’aide des règles (65,2a)), en utilisant (87,3) et (87,5), 
que ses composantes se déduisent de celles de Q,, en remplaçant 


Qo Q:, Ro par Q Qi: . où 


Qo = Qo: Qi = —0Q, Q:= — 0; Q:=Qs, (87,1) 


et en permutant en même temps les indices pv !). Sous forme matri- 
cielle cela signifie que 
Q=Q@+Q5- (87,8) 
Précisons maintenant le sens des quadrivecteurs et), el? dans 
leur rapport à la polarisation des photons. Pour chacun des photons 
les directions de polarisation indépendantes seront déterminées 
par les composantes transverses (par rapport à l'impulsion k 
du photon) des vecteurs tridimensionnels et, e?2?). Il est facile 
de voir que tant dans le référentiel du centre d'inertie que dans ce- 
lui du laboratoire (référentiel de repos de l'électron initial) le vecteur 
P se situe dans le plan k, k’ et le vecteur N est perpendiculaire à ce 
plan. Ainsi, la direction de et! s’interprète comme la polarisation per- 
pendiculaire au plan de diffusion et la direction de et?, comme la po- 
larisation dans le plan de diffusion. Il faut encore tenir compte de ce 
que les paramètres de Stokes E,, E., E, sont déterminés par rapport 
aux axes zyz formant un système de coordonnées à droite (l'axe des 
z étant orienté suivant k). Il est facile de voir que pour le photon 
initial un tel système est constitué par les vecteurs N, P,, k et pour 
le photon final, par les vecteurs N, — P,,k" (où P., P’, sont les com- 


1) Pour la matrice Q,, sous la forme initiale (86,4) on aurait tout simple- 
ment @,, — Qu. Toutefois cette propriété disparaît par suite des transforma- 
tions comportant des substitutions du type (87,4), etc. 

2) Pour ce qui est des composantes longitudinales de e (ainsi que des com- 
posantes temporelles des quadrivecteurs e), on peut simplement les ignorer : l'in- 
variance de jauge les rend inessentielles. 


28* 
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posantes de P perpendiculaires respectivement à k et k”). Le change- 
ment de signe de &*) dans la matrice de densité du photon (8,17) 
est équivalent au changement de signe de E, et &.. Aussi, les matri- 
ces de densité des photons initial et final, rapportées aux quadrivet- 
teurs unitaires et), «&%, prendront la forme suivante: 


pn= + (1 + 60), &— (E, Ë2: Ës) , 


FE TL (87,9) 
p{v) = (1 +60), E” ee ( —Ë,; —E,, ë.). 


La trace tensorielle 


pin Q*‘pRQ 

se calcule maintenant comme la trace du produit des matrices (87,6) 
à (87,9) à l’aide de la relation (33,5). 

En définitive, on obtient 
LM 2 = Bates Tr {(p 0 Qp Oo + 0 Qp OÙ) + 

+ (+81) (p("QoptiQ + po" Qp(30 5) — à (B — 8’) [pt Q -ptO QI + 

+ 8") (pt Qop 00 — pt QP OÙ) + pe (8° Q p'? EŸ + 
+ 009" (EQ pt9 (ED) — LIRE (pt Qu Q — pe Q 00 ))). (87,10) 


Diffusion par des électrons non polarisés 


Calculons jusqu’au bout la section efficace de diffusion de pho- 
tons polarisés par un électron non polarisé, cette section étant sommée 
sur les polarisations de l’électron final. A cet effet, dans (87,10) 
il faut poser 


1 »_ 1 , 
pO= (vp+m), po=-(vr +m) 


et doubler le résultat qui doit être introduit au lieu de | M}; |? 
dans la formule (64,22) donnant la section efficace 


1 dt 
do ES IM;,12 


— 32° (s — m2)? 


(où est l’azimut dans le référentiel du centre d'inertie ou dans le 
référentiel du laboratoire). Certains termes intervenant dans (87,10) 
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s’annulent identiquement. Le calcul des autres termes donne le 
résultat définitif suivant avec les notations de (86,15): 


D Le (UE On C7 De ls 
+ÈE trs (£+2) Ft 
+ [(E-<)+(2-2)+27}, 67:19) 


où do est la section efficace de diffusion de . non polarisés 
donnée par la formule (86,9) ; le facteur !/, est dû à ce que dans (87,11) 
la sommation sur les polarisations du photon final n'est pas effectuée. 

Dans le référentiel du laboratoire, la formule (87,11) prend la 
forme 


do—"À (2) do’ {Fs+ Fi (EE) + Fubli + 
+FDEE + Fatst:}, do'=sin 8 d8 de, (87,12) 


Fo + sin, F,=sin 6, 
Fa=2cos8, Fo= (+ +2) cos 8, Fs=1+cos 8 (87,13) 


(U. Fano, 1949). Notons que bien que l'expression (87,12) ne contien- 
ne pas de dépendance explicite vis-à-vis de l'azimut œ du plan de dif- 
fusion, on a quand même une dépendance implicite parce que les pa- 
ramètres E,, £., Es sont déterminés par rapport aux axes zyz liés au 
plan de diffusion. Rappelons que l'axe des x est le même pour les 
deux photons et qu’il est perpendiculaire au plan de diffusion: 


z || (kk”] 
et que les axes des y se situent dans le plan de diffusion : 
ylitkikk"]], y°1{k"[kk]]. 
En faisant la somme des sections efficaces différant par le signe 
de £” (c'est-à-dire en posant £” — 0 et en doublant le résultat), on 
obtient la section efficace totale (sommée sur les polarisations du 


photon final) de diffusion d’un photon polarisé par un électron non 
polarisé. En la notant do (6), on a 


do E=+ r (=) F do' (87,14) 


F=Fo+bFs= + — (4-8) sin 6. (87,15) 
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On voit que la section efficace de diffusion est plus grande pour les 
photons polarisés perpendiculairement au plan de diffusion (E, = 1) 
que pour ceux polarisés dans le plan de diffusion (ë, — — 1). La 
section efficace de diffusion ne dépend pas de la polarisation circulai- 
re. Elle est également indépendante du paramètre E,. C’est la raison 
pour laquelle la section efficace de diffusion de photons polarisés 
coïncide avec la section de diffusion de photons non polarisés, s'il 
n'y a pas de polarisation linéaire par rapport aux axes des zx ou des y 
(E, = 0) ou même s’il y a une polarisation par rapport à des direc- 
tions faisant un angle de 45° avec ces axes. 

La section efficace de diffusion de photons non polarisés avec 
détection d'un photon polarisé présente des propriétés analogues. 
Cette section (désignons-la par do (£’)) se déduit de la formule (87,12) 
si l'on y pose £ = 0: 


doŒ)=+re()"F'd0, F'=Fo+EFs (87,16) 


La formule (87.12) permet également de trouver la polarisation 
d’un photon secondaire en tant que tel; nous désignerons les para- 
mètres de cette polarisation par 8) à la différence de la polarisation 
détectée £’. En vertu des règles exposées au $ 65, les quantités 
&) sont égales aux quotients des coefficients de £; par le terme ne 
contenant pas E”: 


en Aug, ES E., EL AT . (87,17) 


Notamment, pour la diffusion d'un photon non polarisé on a 


ÉD En 
M LE w/&’ + &’/w—sin? 6 * (87,18) 


Dans ce cas E)> 0, c’est-à-dire que le photon secondaire est polarisé 
perpendiculairement au plan de diffusion. Quant à la polarisation 
circulaire du photon secondaire, elle n'apparaît que si le photon pri- 
maire est polarisé circulairement: ES -£0 seulement pour Ë, # 0. 

Considérons le cas où le photon incident est totalement polarisé 
rectilignement (E, = 0, £ + E5 = 1) et cherchons la section effi- 
cace de diffusion dans laquelle c'est aussi la polarisation rectiligne 
du photon secondaire qui est détectée. En exprimant les paramètres 
ë, et E; au moyen des composantes des vecteurs polarisation e et 
e’ des photons, on obtient pour la section efficace de diffusion l’expres- 
sion suivante: 


(SE) (L+S-2+40080) do, (87,19) 
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où 6 est l'angle que font entre elles les directions de polarisation des 
photons incident et diffusé !). 

Cette formule montre que le comportement de la section efficace 
est nettement différent suivant que les polarisations e et e’ sont per- 
pendiculaires entre elles ou qu’elles se situent dans un même plan. 
En affectant ces deux cas des indices L et ||, on a à la limite non 
relativiste (wo € m, w Æ o) 


do, ==0, do, =r;cos? 6 do’, (87,20) 


ce qui est en conformité avec les formules classiques. Dans le cas in- 
verse, ultrarelativiste, on a © m, w = mi — cos ®). Ici, il 
faut distinguer les domaines des grands et des petits angles (w/w° 
grand ou petit): 


Jo = Hs jt re no 2, 
do, =doy =re do = re Au 0) pour > —; 
do, —0, doy —r;cos 6 do’ pour D E—. (87,21) 


On voit que dans le domaine de très petits angles la section efficace 
de diffusion coïncide avec la section classique. Quant à l'égalité 
do, = do, elle signifie que dans ce domaine lorsque les angles ne 
sont pas trop petits, le rayonnement diffusé dans le cas ultrarelati- 
viste n’est pas polarisé ; soulignons pourtant que cette conclusion est 
valable précisément pour un photon incident polarisé rectilignement : 
l'expression (87,17) montre que pour un photon polarisé circulaire- 
ment on a dans le cas ultrarelativiste EŸ — cos 8-E.. 


Diffusion par des électrons polarisés 


Dans le cas des électrons polarisés, le calcul des traces interve- 
nant dans la formule (87,10) devient très fastidieux bien qu'en prin- 
cipe il ne présente pas de difficultés. Nous donnerons ici quelques 
résultats définitifs d'un tel calcul 2). 

Dans le cas général, la section efficace de diffusion dépend aussi 
bien des paramètres de polarisation & et £’ des photons initial et fi- 
nal que des polarisations des électrons initial et final caractérisées 


1) La formule (87,19) elle-même pourrait être obtenue plus simplement, en 
posant dès le début dans l’amplitude de diffusion (86,3) e = (0, e), e” — (0, e’) 
et en faisant le calcul ultérieur du carré de l'amplitude sous forme tridimension- 
nelle (c'est-à-dire en séparant les composantes temporelles et spatiales des qua- 
drivecteurs). 

En prenant la moyenne du cos? 6 = (ee’)° sur les directions de e et e” 
(à l’aide de (45,4a)) et en doublant la section efficace (passage à la sommation 
sur e’), on retrouve bien entendu (86,9). 

2) Pour plus de détails sur cette question voir: T'olhoek H. A.— Rev. Mod. 
Phys., 1956, v. 28, p. 277; McMaster W. H.— Rev. Mod. Phys., 1961, v. 33, p. 8. 
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par les vecteurs & et £’. La section efficace varie linéairement en 
fonction de chacun de ces paramètres. Elle a pour expression 


do= d0 (8, 8)+-€ (2) do' {fée +1 + 
+ gl'E+L'T'E + Ginbibr + ...}. (87,22) 


Ici, do (@, £’) est la section (87,12). On a écrit tous les termes conte- 
nant les produits de deux paramètres de polarisation. On a omis 
les termes contenant les produits de trois ou quatre paramètres; 
ces termes sont sans importance, si nous nous intéressons à la corré- 
lation entre les polarisations de deux particules seulement, les para- 
mètres de polarisation des deux autres particules étant supposés 
nuls. Les valeurs de certains des coefficients dans le référentiel du 
laboratoire sont les suivantes: 


f — — + (1 — cos Ÿ) (k cos Ÿ +k”), 
| (87,23) 
f' — nn | — cos Ÿ) (k + k” cos Ô), 


g= —(1— cos 8) [ (k cos 8 +k')— 


— (1 + cos Ÿ) TES &—k") |, 


g'= ——(1— cos 8) [ (k+k' cos 8) — 


— (1 + cos 8) A — &—k") |. 


L'expression (87,22) de la section efficace ne fait pas intervenir 
leterme de la forme G£; cela signifie que la polarisation de l'élec- 
tron est sans effet sur la section efficace totale (sommée sur £’ et 
&'’) de diffusion de photons non polarisés. Le terme de la forme 
G'£’ est lui aussi absent ; cela signifie que dans la diffusion de pho- 
tons non polarisés l’électron de recul ne subit pas de polarisation. 

On voit aussi que les termes bilinéaires en polarisations de l’élec- 
tron et du photon ne contiennent que les paramètres E,, Ë corres- 
pondant à la polarisation circulaire du photon. Quant aux vecteurs 
polarisations & et £’ des électrons, ils y entrent sous forme de pro- 
duits sclalaires f£, . . ., qui ne contiennent que les projections de 
ces vecteurs sur le plan de diffusion. C’est pourquoi, par exemple, la 
section efficace de diffusion d'un photon polarisé par un électron 
polarisé 


do (&, &)=d0(E)+ ri (=) E.f$ do’ (87,24) 
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ne diffère de do (&) que lorsque le photon possède une polarisation 
circulaire et la projection du spin moyen des électrons sur le plan de 
diffusion est non nulle. Pour cette même raison, l’électron de recul 
ne se polarise que dans le cas où le photon a une polarisation circulai- 
re; quant au vecteur polarisation apparue de l’électron, il est alors 
contenu dans le plan de diffusion: 


DO + Es. (87,25) 


Relations de symétrie 


En conclusion, indiquons que les propriétés qualitatives des effets 
de polarisation, qui se manifestent lors de la diffusion de photons 
par des électrons, résultent déjà des exigences de symétrie générales. 

Le paramètre E, de polarisation circulaire est un pseudo-scalaire 
(voir $ 8). Aussi, en vertu de l'exigence de l'invariance par P, les 
termes de la forme © E, (ou © E;) ne pourraient apparaître dans la 
section efficace de diffusion que sous la forme d'un produit de E, 
par un pseudo-scalaire quelconque composé à partir des vecteurs k 
et k” dont nous disposons !). Or, il est impossible de former un pseudo- 
scalaire avec deux vecteurs polaires. On en conclut que les termes 
indiqués ne sauraient figurer dans l'expression de la section efficace 
de diffusion. 

Les paramètres £, et E£. de la polarisation rectiligne sont liés 
aux composantes du tenseur symétrique bidimensionnel (dans le 
plan perpendiculaire à k) 


1 + i 
San + RUES 5). 


Dans ce cas, l’un des axes de polarisation est orienté suivant le vec- 
teurv — {[kk'], et l’autre se situe dans le plan k, k’ (le long du vec- 
teur [kv] ou {[k’v] pour l'un ou l’autre photon). Les termes wE; 
pourraient apparaître dans la section efficace seulement sous forme 
de produits SepVa (k’vls (ou, ce qui revient au même, Sesvokg), 
etc. Maisétant donné que v est un vecteur axial, k, un vecteur polai- 
reet S,s, un tenseur vrai, de tels produits ne sont pas invariants par 
inversion. De ce fait, les termes © E, (ou ©Ë;) ne peuvent pas, eux 
non plus, figurer dans la section efficace. Pour ce qui est des termes 
© E, (ou  E;), ils apparaissent en tant que produits Ses Vavss 
etc., et ne sont pas interdits par les considérations de symétrie. 

Les termes de la section efficace proportionnels à la polarisation 
électronique & ne sont pas interdits par la parité : de tels termes peu- 


1) Nous considérons le processus dans le référentiel du laboratoire où p = 0, 
p' = k — k’. Il est évident que les conséquences qui nous intéressent des exi- 
gences de symétrie (la présence ou l'absence de tels ou tels termes dans la sec- 
tion efficace) ne dépendent pas du choix du référentiel. 
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vent être formés en tant que produits de deux vecteurs axiaux: 
Zv. Néanmoins, ils doivent être absents à l'approximation du pre- 
mier ordre non évanescente de la théorie des perturbations que nous 
avons considérée, par suite de l’hermiticité de la matrice de diffu- 
sion dans cette approximation ($ 71). 

En vertu de cette hermiticité, le carré de l'amplitude de diffu- 
sion (et donc la section efficace) reste inchangé quand on permute les 
états initial et final. En même temps, la section efficace doit être 
invariante par renversement du temps, à savoir par rapport à la per- 
mutation des états initial et final avec changement simultané de 
signe des vecteurs impulsion et moment de toutes les particules 
(quant aux paramètres de Stokes E,, E,, Ë., ils restent inchangés, 
voir $ 8). En combinant les deux exigences, on conclut qu’à l’appro- 
ximation considérée, la section efficace ne doit pas varier quand on 
change simultanément le signe de toutes les impulsions et de tous 
les moments sans permuter les états initial et final, c’est-à-dire lors 
de la transformation 


k—> —k, k'— —k, L— —560, £'— —£, (87,26) 


les paramètres &, &’ étant inchangés. 

La transformation (87,26) change le signe du produit ëv de sorte 
que de tels termes ne sauraient figurer dans la section efficace. Sou- 
lignons cependant que cette interdiction n'est pas une conséquence 
des exigences de symétrie strictes, si bien qu’elle peut être levée à 
des approximations d'ordres supérieurs de la théorie des perturba- 
tions. 

Parmi les termes de double corrélation entre les polarisations des 
photons l’un avec l’autre seuls les termes de la forme EE, et EE, 
sont interdits par la symétrie suivant la parité, alors que la corrélation 
entre les photons et les électrons n'interdit aucun terme. Toutefois 
tous les termes de la forme E.Ë., EG, ES sont interdits à l'approxi- 
mation du premier ordre par l’exigence d’invariance par rapport à la 
transformation (87,26). Ainsi, les termes de la forme E.Ë, 
et EG pourraient être formés (du point de vue de l’observation de la 
parité) comme des scalaires, par exemple ES skavs et (Sauke va)(Gk); 
nr combinaisons changent de signe par la transformation 
(87,26). 

Les termes corrélatifs permis de la forme E.Ë peuvent être formés 
en tant que produits du type Ë, (k). Les vecteurs polarisations n’y 
figurent que sous forme de projections sur le plan de diffusion. 

Enfin, plusieurs relations entre les coefficients figurant dans les 
termes permis résultent des exigences de l'universalité du croisement. 
Les canaux de réaction qui ne diffèrent que par la permutation des 
photons initial et final correspondent à un même processus: la diffu- 
sion d'un photon par un électron. Aussi, le carré du module de l’am- 
plitude et, avec lui, la section efficace de diffusion doivent être in- 
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variants par rapport à la transformation exprimant le passage de l'un 
de ces canaux à l'autre: 


ke —k", e—e'*, 


pour des impulsions et les polarisations inchangées des électrons. 
Sous forme tridimensionnelle cette transformation signifie les subs- 
titutions : 


© —@, k< —k, 
ë ++ Ë,, E > Das Es Es E.. (87,27) 


Le changement de signe du paramètre E, résulte de toute évidence 
de l'expression E, = i [ee*]n, dans laquelle le vecteur {ee*] change 
de signe par suite de la substitution e <— e*, alors que le vecteur 
n = k/o reste inchangé lors de la substitution k ++ — k, © ++ —w. 
N'affectant pas les impulsions des électrons, la transformation (87,27) 
Jaisse le référentiel du laboratoire tel quel, sans changement. Ceci 
étant, la section efficace (87,22) ne doit pas changer de forme par 
cette transformation; les formules (87,12), (87,22) et (87,23) satis- 
font effectivement à cette condition. 


$ 88. Annihilation à deux photons d’une paire d'électrons 


À l'annihilation d'un électron et d'un positron (de quadri-impul- 
sions p_ et p+) avec création de deux photons (4, et k,) correspondent 
les deux diagrammes suivants: 


CE, LES 

k —+ -p. k —— _p, (88,1) 
Ils diffèrent des diagrammes de diffusion d’un photon par un électron 
par les substitutions 


PHP p——py, k— —k,, k'+k. (88,2) 


Les deux processus sont deux canaux de croisement d'une seule et 
même réaction (généralisée). Par suite des substitutions (88,2) les 
invariants cinématiques (86,2) prennent le sens suivant : 


S — (p- =" k,}?, 
t=(p_-+ ps) =(k,+ k.), (88,3) 
u==(p_— k,)?. 


Si la diffusion du photon était le canal s, l'annihilation est le canal t. 
Pour l'annihilation, le carré | M;; |* (moyenné sur les polarisa- 
tions des électrons et sommé sur les polarisations des photons) coïn- 
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cide, lorsqu'il est exprimé par l’intermédiaire des invariants s, u, 
avec la quantité analogue pour la diffusion, et seule change la signi- 
fication des invariants !). En ce qui concerne la formule (64,23) 
donnant la section efficace, dans les facteurs devant | M,, |* on 
devra effectuer la substitution s<+ { et pour la quantité Z on aura 
maintenant d’après (64,15a) 


1? — 1/1 (£ — 4m?). 
En effectuant des changements correspondants dans la formule (86,6), 


on obtient finalement l'expression suivante pour la section efficace 
d’annihilation 


m? ds m? m° 2 m? m? 
do = Bnre t(t— 4m?) s—m? LS u —m? ] + s— mi + 5) = 
1 — m°? — m? 
(rt )}. (684 
Le domaine physique du canal d’annihilation est le domaine II 
de la figure 7. Lorsque £ est donné (c'est-à-dire lorsque l'énergie est 
donnée dans le référentiel du centre d'inertie), l'intervalle de varia- 


tion de s se détermine par l’équation de la frontière su — m‘. Avec 
la relation s + t + u — 2m° cela donne 


45 Vi Am <s—m< — ++ Vitt—A4m). (88,5) 
L'intégration de l'expression (88,4) est élémentaire; le résultat 


obtenu devra encore être divisé par 2 compte tenu de l'identité des 
deux particules finales (photons). Ainsi, on obtient 


= [(e+e5) 1 PERS +9) V5G 5], 


Vr-Vr-1 

(88,6) 
où t — {/4m° (P. À. M. Dirac, 1930). 
On en tire à la limite non relativiste (t —+ 1): 

DE 88,7 
yat . ( , ) 

Dans le cas ultrarelativiste (T—> co), on a 

ré 

o=- (ln 4t— 1). (88,8) 


1) On tient compte du fait que les photons et les électrons ont le même 
nombre (deux) de polarisations indépendantes, de sorte qu'on peut indifférem- 
ment prendre la moyenne de | M}, |? sur les unes et sommer sur les autres ou 
vice versa. 


$ 88]  ANNIHILATION À DEUX PHOTONS D'UNE PAIRE D'ELECTRONS 445 


Dans le référentiel du laboratoire où l’une des particules (par exem- 
ple, l’électron) était au repos avant la collision, l’invariant + 
s'exprime par 


= + (+), (88,9) 


Les formules (88,6) à (88,8) traduisent la variation de la section ef- 
ficace totale en fonction de l'énergie du positron incident : 


v+4ävri = 
= DE UN In (y+ Vy-1)— — |: (88,10) 


En particulier, à la limite non relativiste {), on obtient 


= Trè 
v 


(non relat.), (88,11) 


où v+ est la vitesse du positron. 

Dans le référentiel du centre d'inertie, l’électron, le positron et 
les deux photons ont mêmes énergies e = ©. Les invariants s’expri- 
ment par 


m?— s— 2e(e— |p| cos 0), m—u—2e(e+ |p| cos 8), t— 4e?, 


(88,12) 


où 8 est l’angle que font entre elles l'impulsion de l’électron et l’im- 
pulsion de l’un des photons. En reportant (88,12) dans (88,4), on 
obtient la distribution angulaire des photons d’annihilation 


— rem3 fe+p?(1+sin?60) re sin{ 6 rer | do: (88,13) 


&e|p| e?— p? cos? 8 e?— p? cos? 6)? 


Dans le cas ultrarelativiste, elle présente des maximums symétriques 
dans les directions de 8 = 0 et 60 = x. Au voisinage de 8 = 0, 


2m? d 
do = CES (ultrarelat.). (88,14) 


La section efficace totale se déduit de (88,6): 


= 3—vt Le 
6 = nr [= ns —2(2— 02) | , (88,15) 
oùv= |p l/e = Ve? — m?/e est la vitesse des particules en colli- 
sion. 


1) Mais cette formule cesse d’être applicable lorsque v,< œet l'interaction 


Era entre les composantes de la paire n'est pas négligeable (cf. fin 
u 
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Nous ne traiterons pas ici en détail les effets de polarisation lors 
de l’annihilation !). Nous nous contenterons d'examiner certaines 
particularités qualitatives de ces effets dans les cas limites des gran- 
des et des petites vitesses v des particules en collision. Nous traite- 
rons le processus dans le référentiel du centre d'inertie. 

A la limite, lorsque v — 0, la seule contribution non nulle est 
apportée à la section efficace par l’état de moment orbital de mouve- 
ment relatif ! — 0. Mais l’état S du système « électron + positron » 
a une parité négative (voir problème du $ 27). Dans les états impairs 
du système de deux photons les polarisations des photons sont ortho- 
gonales ($ 9). de sorte que dans le cas non relativiste les photons 
d’annihilation doivent présenter eux aussi cette propriété. 

Si l’électron et le positron sont polarisés, on peut affirmer que 
dans le même cas non relativiste leur annihilation n est possible que 
si leurs spins sont antiparallèles. En effet, puisque l’annihilation se 
produit à l’état S, le moment total du système coïncide avec le spin 
total des particules qui est égal à 1 lorsque les spins sont parallèles. 
Or, le système de deux photons n’a en général pas des états de moment 
total 1 ($ 9). 

A la limite ultrarelativiste (v — 1), l'annihilation d’un électron 
et d'un positron polarisés longitudinalement (doués d'hélicité) 
n'est possible que si leurs hélicités sont de signes contraires 2). 
A cette limite, les particules pourvues d’hélicité se comportent comme 
Je neutrino (voir fin du $ 80), si bien que l’électron et le positron qui 
s’annihilent doivent être analogues au neutrino et à l’antineutrino, 
d'où résulte l'affirmation faite ci-dessus. 

Quant à l'annihilation d'un électron et d'un positron ayant les 
mêmes hélicités, elle ne se produit dans le cas ultrarelativiste que 
si l’on tient compte des termes contenant m. L'ordre de grandeur de 
l'amplitude de ce processus diffère de celui de l'amplitude d'annihi- 
Jation d'une paire à spins parallèles par le facteur m/e; la section 
efficace diffère respectivement par le facteur (m/e)°. 


Problème 


Calculer la section efficace de création d'une paire d'électrons par collision 
de deux photons (G. Breit, J. A. Wheeler, 1934). 

Solution. Ce processusest l'inverse de l’'annihilation à deux A ps 
d’une paire d'électrons. Les carrés de l'amplitude sont les mêmes pour les deux 


3) Voir McMaster W. II. — Rev. Mod. Phys., 1961, v. 33, p. 8. 

2) Etant donné que les directions des impulsions des particules sont en même 
temps opposées (dans le référentiel du centre d'inertie), aux hélicités de signes 
contraires correspondent des spins parallèles. 
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processus et leur lien avec la section efficace ne diffère que par le fait que main- 
tenant 12 = (k,k.)? = t?/4. On a donc 


t— 4m? 
t 


dOtorm = 20annih 


Dans le référentiel du centre d'inertie (t — 4e? — 4w°)ona 


dOtorm = V*dOannih: 


où v est la vitesse des composantes de la paire. En intégrant pour trouver la sec- 
tion efficace totale, il faut tenir compte du fait que les deux particules finales 
(électron et positron) ne sont pas identiques et donc le résultat obtenu ne doit 
pas être divisé par 2 comme dans le cas de l’annihilation. On a (dans le référen- 
tiel du centre d'inertie) 


EDG}, (1) 


o = 2v? We 2 4)] 
form — v*Oannih = —5— (1 — vi) 4(3—vt) In 


Dans un référentiel À quelconque où les deux photons k, et k, se déplacent, 
l'un à la rencontre de l'autre, on a (en vertu de l'invariance de k,ks) 


Os — o?, 


où o est l'énergie des photons dans le référentiel du centre d'inertie. Etant donné 
que dans ce référentiel les énergies des photons et des composantes de la paire 


sont identiques, on a w = € = m/V1 — vi. Ceci étant, pour passer au réfé- 
rentiel X il faut poser dans (1) 


U = V/1- Li e 
Q10s 
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En vertu de la loi de conservation de l’impulsion, l'annihilation 
de l’électron et du positron dans le positronium doit être accompa- 
gnée par l'émission d'au moins deux photons. Une telle désintégration 
n'est pourtant possible (à l’état fondamental) que pour le paraposi- 
tronium. Comme il a été montré au $ 9, le moment total d'un système 
de deux photons ne peut pas être égal à 1. C’est pourquoi l'orthopo- 
sitronium, se trouvant à l’état “S,, ne peut pas se désintégrer en deux 
photons. Qui plus est, le positronium à l’état S, étant un système à 
parité de charge négative (voir problème du $ 27), sa désintégration 
en n'importe quel nombre pair de photons est également impossible 
en vertu du théorème de Furry ($ 79). Par contre, dans l'état !S,, 
le positronium a une parité de charge positive, de sorte que c'est 
la désintégration du parapositronium en tout nombre impair de pho- 
tons qui est interdite. 

Le processus principal qui détermine la durée de vie du positro- 
nium est ainsi l'annihilation à deux photons dans le cas du paraposi- 
tronium et l'annihilation à trois photons dans le cas de l'orthopositro- 
nium (7. Y. Pomérantchouk, 1948). La probabilité de désintégration 
peut être reliée à la section efficace d'annihilation d'une paire libre. 
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Les impulsions de l’électron et du positron dans le positronium 
sont égales à — me°/h, c'est-à-dire qu’elles sont petites par rapport à 
mc. De ce fait, en calculant la probabilité d'annihilation, on peut 
passer à la limite de deux particules se trouvant au repos à l’origine 
des coordonnées. Soit o,, la section efficace d'annihilation d’une pai- 
re libre, moyennée sur les directions des spins des deux particules. 
A la limite non relativiste on a suivant (88,11) !) 


_ 2 2 

O2y = I = ] = , (89,1) 
où v est la vitesse relative des particules. On obtient la probabilité 
d'annihilation w,, en multipliant ©6,, par la densité de flux égale à 
v | (0) 1. Ici, + (r) est la fonction d'onde, normalisée à l'unité, 
de l'état fondamental du positronium 


1 


d(r)= Ve els, a= 7 


me 


(89,2) 


(le rayon de Bohr a du positronium est deux fois plus grand que le 
rayon de l'atome d'hydrogène, étant donné que sa masse réduite est 
deux fois plus petite). Cette probabilité correspond toutefois à l'état 
initial moyenné sur les spins. Or, dans le positronium, des quatre 
états de spin possibles du système de deux particules, un seul (de 
spin total 0) est capable d’annihilation à deux photons. Aussi, la 
probabilité moyenne de désintégration w,, est liée à la probabilité 
de désintégration du parapositronium w, par la relation w,, = w,/4. 
Ainsi, on a 


wo = 4] (0) 1? (V02r)-0- (89,3) 

En y introduisant les valeurs données par (89,1) et (89,2), on obtient 
pour la durée de vie du parapositronium 

To= 5 — 123-1018. (89,4) 

On notera que la largeur du niveau T, — #/t, est petite par 


rapport à son énergie 


met a 
|Etonal = pr = MC Fa 


C'est précisément cette circonstance qui permet de considérer le 
positronium comme un système quasi stationnaire. 

En procédant de la même façon, on constate que la probabilité 
de désintégration de l’orthopositronium est liée à la section efficace 


1) Les formules (89,1) à (89,7) sont données en unités classiques. 
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d'annihilation à trois photons, moyennée sur les spins, d’une paire 
libre par la relation 


= sy = > | (0)12 (UOsy)00 (89,5) 


(où l’on a tenu compte de ce que le poids statistique de l'état de spin 
4 est égal à S/,). En anticipant, indiquons que 


= 4(n?—9 2 \2 
Cry = EE à (=) ; (89,6) 


De la sorte, la durée de vie de l'orthopositronium est égale à 


9x hi 


T, —= T9) nat = 1,4. 10"7s. (89,7) 


Dans ce cas l'inégalité l, € | E,.na | est vérifiée, bien entendu, à un 
degré encore plus élevé que pour le parapositronium. 

Calculons maintenant la section efficace d’annihilation à trois 
photons d’une paire libre (4. Ore, J.L. Powel, 1949). 

Suivant (64,18), la section efficace du processus considéré dans le 


référentiel du centre d'inertie s'exprime moyennant le carré de l'am- 
plitude par la formule 


4 2 
dog, = Eu 6 (k+k,+k3) à (0, +0, +03 — 2m) X 
dSk1dSk,dSk 
(21)? 2 us : 203 ? (89,8) 


et d'après (64,16), I — 2m.— v = m'v, où vest la vitesse relative 


du positron et de l'électron (que nous supposons petite); k,, k,, k, 
et «3, &,, &, sont les vecteurs d'onde et les fréquences des photons 
créés; la fonction 6 exprime les lois de conservation de l'énergie et 
de l'impulsion. En vertu de ces lois, les trois fréquences w,, &,, ©s 
doivent être représentées par les longueurs des côtés d’un triangle 
de périmètre 2m. Autrement dit, les valeurs des impulsions k,, k.,, 
k, et les angles qu’elles font entre elles sont entièrement déterminés 
par la donnée de deux fréquences. 


A l’annihilation à trois photons correspond le diagramme suivant : 


k3-e—— D- 
k5-e—— 
k3=e——- — Pe 


29—059 6 
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et encore cinq diagrammes que l'on obtient en permutant les photons 
k,, k,, ka. Ecrivons l'amplitude correspondante sous la forme 


M; ee ns" 2 0 ( _ P+) Q'uvu (p_). (89,9) 
où 
Qruv — 2 VG(ks— p+) Y"G(p-—k;)v", (89,10) 


et la somme est étendue à toutes les permutations des numéros des 
photons 1, 2, 3 simultanément avec les mêmes permutations des in- 
dices tensoriels correspondants Auv. Le carré du module de l'amplitu- 
de, moyenné sur les polarisations de l’électron et du positron et som- 
mé sur les polarisations des photons a pour expression 


LD MIE = (An) Tr {p4Qp Qu): (89,11) 
polar 


| = + (vp_+m), Pr (vP+— m). 

Les matrices Q?"\* différent des matrices Q?H*Y par l'ordre inverse des 
facteurs dans chaque terme de la somme. Dans le cas limite des peti- 
tes vitesses de l’électron et du positron, qui nous intéresse, on peut 
admettre que leurs impulsions tridimensionnelles p_ et p+ sont nul- 
les, c'est-à-dire poser p- — p+ = (m,0). Alors les fonctions de 
Green électroniques s’écrivent 


2 VPe—Yhim —Yhm (y +1) 
CRE ie ms 


etc., et les matrices de densité se réduisent à 
m 
pr=-(v +1). 


Lorsqu'on fait les produits dans (89,11), un grand nombre de 
termes apparaissent. Cependant le nombre de termes à calculer peut 
être considérablement réduit si l’on met à profit la symétrie par 
rapport aux permutations des photons. C'est ainsi qu'il suffit de 
multiplier six termes de Q7#Y (89,10) par un seul terme quelconque 


de Qu. Dans les six traces qui restent alors on peut de même distin- 
guer certaines parties qui se transforment l'une en l’autre par diver- 
ses permufations des photons. Les produits des quadrivecteurs p, 
ki, Ko, Ka, qui apparaissent lorsqu'on développe les traces, s’expri- 
ment tous en fonction des fréquences w,, w,, w4. Comme p = (m, 0), 
on à ph; = Mu, ... Quant aux produits k,k,, . . ., ils se déter- 
minent à partir de l'équation de conservation de la quadri-impulsion : 
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2 + k;; ainsi, en récrivant cette égalité sous la forme 
k, + k, et en l'élevant au carré, on obtient 

kks = 2m (m — w3), … (89,12) 
On obtient à la suite d’un calcul assez long 


D Lure cree [(REL)P (me) + (ane) 


O102 
polar 


En reportant cette expression dans (89,8), on obtient la section effi- 
cace différentielle d'annihilation à trois photons 


dO3: = es (EE ES F +((  . +) É 
x 6(k+k,+k) 6(0+0+0,—2m) PATES, 


10203 


(89,13) 


Dans cette expression il faut encore faire disparaître les fonctions 
ô. On élimine la première d'entre elles en intégrant sur d°k.,, puis 
on remplace les différentielles 


dk, dk, —+ 4nw du, - 2nw d (cos 8,,) dw,, 


où 6,, est l'angle que font entre eux k, et k, ; il est sous-entendu que 
l'intégration sur les directions de k, et l’azimut de k, par rapport à 
k, a déjà été effectuée. En différentiant l'égalité 


W3= V w! + uw; + 20,0, cos 6, 


on trouve 


d cos 8, — 


&Oi@2 


En intégrant sur dw.,, on élimine la deuxième fonction 6. Finale- 
ment on obtient pour la section efficace d’annihilation, avec création 
de photons d'énergies données, l'expression suivante : 


dos er (ne) + () + (EE) du do, 
(89,14) 


(ayant en vue l'intégration ultérieure sur les fréquences, nous avons 
introduit le facteur !/, qui tient compte de l'identité des photons, cf. 
note au bas de la p. 305). 

Chacune des fréquences &,, w,, w, peut parcourir les valeurs de 
0 à m (la valeur m est atteinte par deux fréquences lorsque la troisiè- 
me est nulle). Lorsque w, est donnée, la fréquence w, varie entre 


29% 
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m — @, et m. En intégrant (89,14) sur do, entre ces limites, on ob- 
tient la répartition spectrale des photons de désintégration : 


dy = À 3vm3 F (;) dus, 
F (0) = SR + RL + 
2m (m—w:) 2m (m—w)? Es 
ga Ça) 2e] 


La fonction F (w,) croît de façon monotone de zéro, pour w, = 0, 
à 1, pour &, = m; sa courbe représentative est donnée sur la figure 
14. 


LA 
Le 0,2 0,4 0,6 0,8 4,0 


Fig. 14 


La section efficace totale d'annihilation s'obtient par intégration 
de (89,14) sur les deux fréquences: 


— 4e® y " == 2 
Ge om | Egg — dun des 
0 m-oij 


L'intégrale intervenant dans cette expression est égale à (x° — 9)/3, 
si bien qu'on retrouve la formule (89,6) obtenue plus haut. 
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& 90. Rayonnement de freinage magnétique 


Conformément à la théorie classique (II, $ 74) un électron ultra- 
relativiste en mouvement dans un champ magnétique constant H 
émet un spectre quasi continu avec un maximum à la fréquence 


£ 


ww (=), (90,1) 


vlel 4H le H 
Ipl 7 e 


est la fréquence de révolution de l’électron d'énergie sur une orbite 
circulaire (contenue dans un plan perpendiculaire au champ) !). 
Nous supposerons que la composante longitudinale (le long de H) 
de la vitesse de l'électron est nulle; on peut toujours l’assurer par un 
choix convenable du référentiel. 

Les effets quantiques dans le rayonnement de freinage magnéti- 
que ont une double origine: la quantification du mouvement de l'élec- 
tron et le recul quantique lors de l’émission d'un photon. Ce dernier 
est déterminé par le rapport #w/e, et la condition d'’applicabilité 
de la théorie classique exige que ce rapport soit petit. À ce propos il 
est commode d'introduire le paramètre suivant 


C)) — 


(90,2) 


H  Ipl , He ho, | e \3 

ee ne lue (90,3) 
où H,=m/lelk(— m'#/|el|h) — 4,4-10! gauss. Dans le 
domaine classique %— hiw/e 1. Dans le cas inverse (4> 1), 
l'énergie du photon émis fo — e et (nous le verrons par la suite) 
une partie importante du spectre s'étend jusqu'à des fréquences 
pour lesquelles l'énergie de l’électron après l'émission devient égale à 


, Ho 
Fe. (90,4) 


Pour que l’électron reste ultrarelativiste, le champ doit satisfaire à la 
condition 


H 
Hs « 1. (90,5) 


Quant à la quantification du mouvement même de l’électron, elle 
se caractérise par le rapport Âw,/e, où how, est la distance entre les 
niveaux d'énergie voisins lors du mouvement dans le champ magné- 
tique. Etant donné que 

ho __ H m \2 
_Ee ee) 


3) Dans ce paragraphe nous posons c = 1 mais gardons les facteurs #. 
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on a a priori, en vertu de (90,5), ko, & &, c'est-à-dire que le mouve- 
ment de l’électron est quasi classique quelle que soit la valeur de #. 
Autrement dit, on peut négliger la non-commutativité des opérateurs 
des variables dynamiques de l’électron l’un avec l’autre (quantités 
= ho,/e), mais en tenant compte en même temps de leur non-commu- 
tativité avec les opérateurs champ de photons (quantités — fiw/e)!). 

Les fonctions d'onde quasi classiques des états stationnaires de 
l'électron dans un champ extérieur peuvent être représentées sous 
la forme symbolique 


= (24)? (p) exp ( —+ At) g(r), (90,6) 


où  (r) — exp (iS/*) sont les fonctions d'onde quasi classiques de la 


particule sans spin ($S (r) étant son action classique); u (P) est le 
bispineur opératoriel 


TOR SFR | | 
(4 + m) (op) w 


qu'on obtient à partir de l'amplitude bispinorielle de l'onde plane 
u (p) (23,9) en remplaçant p et e par les opérateurs ?) 


p—P-eA— — ihV — eÀ, A = (p?+ m2)/2, 


où P est l'impulsion généralisée de la particule dans le champ de po- 
tentiel vecteur A (r); l’ordre de placement des facteurs opératoriels 
dans Ÿ est indifférent parce que nous négligeons leur non-commutati- 
vité; l’état de spin de l’électron est déterminé par le spineur tridi- 
mensionnel w. 

Pour calculer la probabilité d'émission d'un photon dans le cas 
quasi classique il est commode de partir non pas de la formule défi- 
nitive (44,3) de la théorie des perturbations, mais de la formule où 


1) La solution complète du problème concernant le freinage magnétique 
a été donnée pour la première fois par N.P. Klépikov (1954) et la première cor- 
rection quantique à introduire dans la formule classique a été fournie par 
A.A. Sokolov, N.P. Klépikov et I.M. Ternov (1952). La méthode exposée dans 
ce paragraphe, qui utilise explicitement le caractère quasi classique du mouve- 
ment, appartient à V. N. Bayer et V.M. Katkov (1967). Une méthode analogue 
avait été appliquée auparavant par J. Schwinger (1954) pour obtenir une pre- 
mière correction quantique de l'intensité de rayonnement. 

2) Dans ce paragra he (à la différence du chapitre IV) l'impulsion générali- 
sée est désignée par la lettre majuscule P, la notation p étant réservée à l'im- 
pulsion ordinaire (cinétique). 
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l'intégration sur le temps n'est pas encore faite. La probabilité dif- 
férehtielle totale (pendant tout le temps) a pour valeur !): 


dsk ù 
dw = D lei or a}; = ( V: (£) dt (90,7) 
Î — 00 


(cf. III (41,2)); la sommation est étendue aux états finals de l'élec- 
tron. 


En utilisant (90,6), écrivons l'élément de matrice pour l'émission 
d'un photon w, k sous la forme opératorielle : 


Va) = — D y ( Lo exp (+4 a) E] X 


x eïiwt-ikr (e*æ) up) exp —— At) op; dx, 
(2H)1/° 


où les opérateurs entre crochets agissent vers la gauche; le champ de 
photon est donné en jauge transverse tridimensionnelle. Les facteurs 


exp (+iHtih) transforment les opérateurs de Schrôdinger qui les 
précèdent en opérateurs dépendant explicitement du temps dans la 
représentation de Heisenberg. Ecrivons V,; (t) sous la forme 


Vite V (IQ 00 li ect, 


où Q (t) désigne l'opérateur de Heisenberg 


= LD (ue) eo FT (20,8) 


et l'élément de matrice est pris par rapport aux fonctions ®;, qi. 
La sommation dans (90,7) est étendue à toutes les fonctions d'onde 
finales y, ; elle s'effectue à l'aide de l'égalité 


2 pi (r')q(r)=ô(r —r) 


1) En introduisant 
Vi (t) = Vi eXP (ioy;t), 


on obtient ajj = 2nV,,6 (w/;). En tenant compte que le carré de la fonction ô 
doit s’interpréter comme 


[ô (w)}? —+ (1/27) 6 (w) 


(où t est le temps total d'observation, cf. établissement de (64,5)), on déduit 
de (90,7) la formule (44,3) donnant la probabilité par unité de temps. 
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qui exprime la plénitude du système de fonctions ;. Finalement on 
obtient 
2? dSk 


dw D Pr FLE | dt, ( dt,-eiw(ti-t2) (i| Q* (12) Q (41) lé). (90,9) 


Si l’intégration se fait sur un intervalle de temps suffisamment grand, 
on peut introduire, au lieu de f,, {,, les nouvelles variables 


th, = 


et, dans l'intégrale sur dt, considérer l'expression sous le signe d’in- 
tégration comme la probabilité d'émission par unité de temps. En la 
multipliant par Aw, on obtient l'intensité 


dr = dk | e-ir Qi1Q(1++)0(1-+) i) dx. (90,10) 


L'électron ultrarelativiste émet du rayonnement dans un cône 
étroit sous des angles 0 — m/e par rapport à sa vitesse v. C'est pour- 
quoi le rayonnement dans la direction donnée n — k/w est formé 
sur la portion de la trajectoire sur laquelle la vitesse v tourne d’un 
angle — m/e. Cette portion est parcourue pendant un temps *% 


tel que Ttlv|= two, - m/e 1. C'est précisément ce domaine qui 
apporte la contribution principale à l'intégrale sur dt. Aussi, dans 
les calculs ultérieurs, nous développerons systématiquement toutes 
les quantités en puissances de w,t. Mais il se peut qu'on doive alors 
garder plusieurs termes du développement par suite des réductions 
dues à ce que 1 — nv = 6° — (m/e)°. 

Si l'on ramène l'opérateur Q*Q à la forme d'un produit des opé- 
rateurs commutatifs (avec la précision voulue), le calcul de l’élé- 
ment de matrice diagonal (i |...|i) se ramène au remplacement 
de ces opérateurs par les valeurs classiques (les fonctions de temps) 
des quantités correspondantes. On y parvient en opérant comme suit. 

D'après ce qui précède, dans l'expression de @ (t) on ne doit tenir 
compte de la non-commutativité des opérateurs d'électrons qu'avec 


l'opérateur exp (—ikr (t)) lié au champ de photon. On a 
p exp ( — ikr) = Xp (— ikr) (p — hk), 


: : À . (90,11) 
H (p) exp (—ikr) =exp (—ikr) H (p —k). 


Ces formules sont une conséquence de ce que exp (—ikr) est l'opéra- 
teur de translation dans l’espace des impulsions. A l’aide de (90,11) 
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on fait passer à gauche dans (90,8) l'opérateur exp (—ikr (t)) et on écrit 
Q (4) sous la forme 


Q(t)=exp(—ikr(t))R(, R( = "LE (gev) 4) , (90,12) 
(24) /° (2H) /° 


où H'—H—hw, p=—p—fñk. 
Maintenant, on a 
Q:0,= R; exp (ikr) exp(—ikr,) À, (90,13) 


(ici et par la suite les indices 1 et 2 spécifient les valeurs de la quanti- 
té à des instants £, — t — t/2et t, = t + t/2). Il reste à calculer le 


produit des deux opérateurs exp (ikr,) et exp (—ikr,), qui ne commu- 
tent pas entre eux. Ce produit lui-même peut déjà être considéré 
comme commutant avec les autres facteurs. 
Désignons 

L (T) = e-ivtexp (ikr,) exp(— ikr,) s (90,14) 
c’est précisément cette combinaison d'opérateurs qui entre dans (90,10). 
D'après le sens de l'opérateur exp (iHt/h) en tant qu'opérateur 
de décalage dans le temps, on a 

exp (ikr,) = EXP (A +) exp (ikr,) exp ( — iH +) ‘ 


En reportant cette expression dans (90,14) et en tenant compte de ce 
que exp (ikr,) est l'opérateur de translation dans l’espace des impul- 
sions, mettons L sous la forme 


L (x) = exp {i1À — to) +} exp { — iH (p, —%k) +} . (90,15) 


En dérivant l'expression (90,15) par rapport à t et en recourant 
de nouveau aux propriétés de l'opérateur de décalage dans 
le temps, écrivons !) 


dl  i 7: : dr 1° 
= exp {i (À — fus) +} LA — ho — À (ps — Aik)] X 


X exp { — iH (p, —Ak) +} = + (À — ho — À (p;—Ak)] L(T). (90,16) 
1) En vertu de la conservation de l'énergie, les opérateurs de Heisenberg 


il (P) et H (P:) coincident, de sorte que dans de tels cas l'argument de À n'est 
pas écrit. Mais, bien entendu, À (p, — Ak) ne coïncide point avec H (Pa — hik). 
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Dès que la non-commutativité des opérateurs a été ainsi utilisée, 
on peut remplacer tous les opérateurs par des quantités classiques 


correspondantes (y compris l’hamiltonien H par l'énergie € de l'élec- 
tron). On a identiquement 


e (p2— %k) = [(p2 — Àk)? + m2] = [(e — kw)? + 28 (we — kp,)}'/°. 
La différence 


WE — kp, = we (1 — nv.) 


est petite parce que, comme il a été dit plus haut, 1 — vn — (m/e)°. 
Au premier ordre de cette différence près, on a 


E(p:—Ak) Ze’ + Th (o — kv), 


où €’ — € — how. De (90,16) on déduit maintenant l’équation diffé- 
rentielle pour la fonction L (t): 


.r dL 
hi = À (wo — v,k) L. (90,17) 


Cette équation doit être résolue avec la condition initiale évidente 
L (0) = 1. En remarquant que 


+T 
0 
on obtient 
L'(r)=exp {i (kr, —kr, — wt)} | (90,18) 
Jusqu'ici nous n avons pas utilisé la forme concrète de la trajec- 
toire suivie par l'électron. Exprimons maintenant r. —" figu- 


rant dans (90,18) en fonction de p;,, en utilisant à cet effet l'équation 


du mouvement de l'électron dans un plan perpendiculaire au champ 
H (voir II, $ 21): 


r, re sin 24 fe (1—cos #=). 


En développant en puissances de +, on en déduit 


k(r—r) ut Æ 07 {(vin =) Lu — 1 ne) (90,19) 


(dans le dernier terme on a posé nv, Æ 1). 
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Transformons les autres facteurs intervenant dans (90,13). En 
développant directement le produit dans R (t) (avec la matrice & 
prise dans (21,20)), on trouve 


R(t)= wje* (A + i[Bo]) w;, 


A=E (++) = v, (90,20) 


B—— - a.) zrn-v+vTe) 


où p'({) = pt) — kk; les termes d'ordres supérieurs en m/e ont 
été omis. En définitive, on a 


eur (i|QQili)= RIRE (x), 


| 90,21 
RERy= Tr ÉÉÈE (As —  [B,6)) e) st QAi+itBepen. 


Les facteurs (1 + &o)/2 sont les matrices de densité de polarisation à 
deux rangées des électrons initial et final. 

Considérons l’intensité de rayonnement sommée sur les polarisa- 
tions du photon et de l’électron final et moyennée sur les polarisations 
de l’électron initial. Par suite des opérations indiquées on obtient 
après un calcul simple !) 


+ > R5 RE (ve 1+5 (5) (=). 
polar 


Avec la précision requise on a 


T° © + m? 1 
ViVa = Vi — — vi+ vv=i- = — 7 D. 


1) On a encore utilisé ici la circonstance suivante. ou sommation sur € 
donne 
D) (vie) (v2e*) = v1v:— (vin) (van). 
€ 
Mais en reportant (90,21) dans (50, 10), on peut effectuer l'intégration par par- 
ties en remarquant que 


ie æ” d ie 
(Vin) exp (——=- kr: }= — eo dt exp (—< kr), 


et de même pour van. Ceci étant, on constate que pour l'intégration ultérieure 
v1n et van peuvent ici être remplacés par 1. 


460 INTERACTION ENTRE LES £LECTRONS ET LES PHOTONS [Ch. X 


En portant ces expressions dans (90,21) et puis dans (90,10), on 
obtient 


dI = — À «? du don (+ vire) x 


x exp { — Te (1-nv+— % ) } dt. (90,22) 


Cette formule exprime la distribution spectrale et la distribution an- 
gulaire de l'intensité de rayonnement. 

Pour trouver la distribution spectrale, effectuons l'intégration sur 
don. En choisissant la direction de v pour axe polaire avec l’angle 8 
entre n et v, on a 


nv—=vcosû, do, =sin Üd Üdo, 


et l'intégrale 


(exp {2 nv} dou = 2%" {exp (1) exp (ie) 


En reportant cette expression dans (90,22), il faut garder seulement 
le premier terme ; le second terme donne une exponentielle plus gran- 
de (contenant le facteur 1 + v = 2 au lieu du petit facteur 1 — v = 
= m°/e?)1). C'est pourquoi 


©œ 
di _ ie?w \ ( m° e?+e’? 
dw 2x ET 4ee° 


OST | X 


x exp { —+ (1—v+2 ut) dt. 


Suivant la représentation intégrale de la fonction d’'Airy ® (voir 
III, $ b) le premier terme se réduit à l’intégrale de la fonction d'Airy. 
et le second terme, à la dérivée de cette fonction. En définitive, on 
trouve 


De { DE æ+(E+E x Vz)d'(}, (90,23) 
(jen (eye oo) 


1) Etant donnée la présence d'un pôle dans chacun des termes au second 
membre pour t = 0, on se demande quelle doit être la forme du contour d in- 
tégration sur t. Il est facile de comprendre que ce contour doit être choisi de 

e sorte qu'il À Pas en dessous du pôle. Dans ce cas, en intégrant le deuxième 
terme, on peut déplacer le contour dans le demi-plan inférieur, si bien que l'in- 
tégrale sera effectivement petite. 
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(4. I. Nikichov, V.I. Ritus, 1967).-Le maximum de la distribution en 
fréquence correspond à z— 1; pour x; 1 il en résulte (90,1) et pour 
4x > 1, (90,4). Dans le cas limite classique on a wo < e, si bien que 
es Se, z & (w/w,)°/$ (m/e)°; le second terme entre parenthèses est 


petit, de sorte que l'expression (90,23) se réduit à la formule classique 
11 (74,13). 


Les courbes de distribution spectrale pour différentes valeurs de 
X sont représentées sur la figure 15. On y a reporté la quantité 


1 dI 
S/2lc1 d(w/oc) 


en fonction de &w/w,, où 


ex 2m°y° 2etH?e° 
Re ee 


TA est l'intensité totale classique de rayonnement (cf. II (74,2)). 

Pour calculer l'intensité totale de rayonnement l'expression 
(90,23) doit être intégrée sur w de O0 à e. Passons à l'intégration 
sur x, en remarquant que 


1 
how = € (1 ENT ES ] 
et que z varie donc de O0 à co. En effectuant deux fois l'intégration 
par parties dans le premier terme de (90,23), on obtient 
pp Pme ( AH +R | 
ETES | rem — as D'(r)zdz. (90,25) 


La courbe représentative de la fonction 7 (4)/1,, est montrée à la 
figure 16. 
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Pour 4< 1, le domaine important dans l'intégrale est celui de 
z= 1. En développant l'expression sous le signe d'intégration en 
7 et en intégrant ce développement à l'aide de la formule 


no — — 1 _gu- A SAN PS 
L Hess ne (+1) (+), 
on obtient 
= Ta(1- VE y +48 - À (90,26) 


Pour 7 > 1, c'est le domaine où yzr°°= 1, c’est-à-dire zx 1, 
qui est essentiel dans l'intégrale. Ceci 
étant, en première approximation on 
peut remplacer ®' (z) par ©’ (0) — 
— —3l/e FT (2/3)/2 V x, après quoi l’in- 
tégration donne le résultat suivant : 
__ 327 (2/3) em° 
IR RE — X* 


x (3x)°/5 = 0,37 us ( 


He \°/s 
Hoçm 
(90,27) 


Le rayonnement de freinage ma- 
gnétique a pour effet de provoquer 
la polarisation des électrons en mou- 
0 05 1,0 1,5 vement dans le champ (4. A. Sokolov, 

IX  J. M. Ternov, 1963). Pour examiner 
cette question il faut trouver la proba- 


Fig. 16 bilité de transition radiative avec ren- 
versement de la direction du spin. 
En posant dans (90,21) &; = —6;, =£&, [6 | = 1, on obtient 


RER, =(B,B:) — (e*B,) (eB:) — (e* [B,6]) (e [B:6]) — à (Ce*) (e [B,B:)). 


La sommation sur les polarisations du photon donne, après quelques 
transformations simples, 


> R5R;, = (B,B:) (1—(£n)°) + (£n) (nB,) (GB:) + 
+ (£n) (nB;) (6B;)—i(6—n(né))[B;B.]. (90,28) 


Nous supposerons que 4 1 et nous ne chercherons que le terme 
principal du développement de la probabilité en puissances de R. 
Comme l'expression (90,28) (avec B donné par (90,20)) contient déjà 
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k?, toutes les quantités €’ restantes (y compris dans l'exposant de 
l'exponentielle de (90,18)) peuvent être remplacées par &. 
En développant 


o T° m 
Big (n-v+sv+ve), 
wo T° m 
Br (n-v—-rv+ve), 
T 
Loi = TV +57 V 


et en reportant (90,28) dans (90,21) et ensuite dans (90,10), on trouve 
Ja probabilité différentielle de transition par unité de temps (dw = 
— dI/hw). Son intégration sur dÿk se fait à l’aide de la formule 


_14X dSk 4 
Frapeus LE jp) Er, (90,29) 
où dans le cas considéré 


2 2,2 
se Res 2.2 _Nim TO 


Le calcul conduit au résultat suivant : 
3 dz 
= () 9 mm * 
3 5 1 
x [E-+(5 Se pe Re) N° _ — (B LV) |, 


où on a effectué la substitution : z — oc et le chemin d'inté- 
gration sur dz passe au-dessous de l’axe réel et se ferme dans le demi- 
plan inférieur. En effectuant cette dernière intégration, on obtient la 
formule définitive donnant la probabilité totale de transition radia- 
tive avec renversement du spin: 


Se R(Ej'e (1 u), (0030 


où y —6v, 61 = GH/H. Cette formule est applicable aussi bien 
aux électrons (e << 0) qu'aux positrons (e >> 0). 

La probabilité (90,30) ne dépend pas du signe de la polarisation 
Jongitudinale &, mais dépend du signe de &,. C'est pourquoi la pola- 
risation qui apparaît par suite du rayonnement est elle aussi trans- 
verse !). Pour les électrons, la probabilité de transition d’un état de 
spin « orienté suivant le sens du champ » (&, = 1) à un état de spin 
« orienté contre le champ » (£, — — 1) est plus forte que la probabilité 


1) Du reste, cette circonstance est a priori évidente: le vecteur axial de 
pol arisation apparue ne peut être orienté que suivant le seul vecteur axial fi- 
gurant dans le problème: vecteur H. 
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de transition inverse. Cela explique pourquoi la polarisation radiati- 
ve des électrons est dirigée contre le champ, et son degré à l’état 
stationnaire (pour &y — 0) est égal à 


w(,=—1)—-w(T, —14) _ 83 
wEi=—t)+w(t,=1 15. Le 


Quant aux positrons, ils se polarisent (avec le même degré) dans le 
sens du champ. 


$ 91. Formation de paires par un photon 
dans un champ magnétique 


La création d'une paire électron-positron par un photon dans un 
champ magnétique et le rayonnement de freinage magnétique sont 
deux canaux de croisement d'une seule et même réaction. Ceci étant, 
l'amplitude A;; du processus de formation d'une paire s'obtient de 
l'amplitude du rayonnement de freinage tout simplement en effectu- 
ant les substitutions 


E, P—r—E€,, —p,; €, pre, p-; &,k—>—w, —k (91,1) 


ici, e_, p- et e+, p+ sont respectivement les énergies et les impul- 
sions de l’électron et du positron de la paire; e, p et e”, p’, respecti- 
vement les énergies et les impulsions initiales et finales de l’électron 
dans le rayonnement de freinage). En termes d angles et de valeurs 
absolues, la transformation de l’impulsion s'écrit 


Ipl—1p4l, |p’I—Ip-|1, 0—7n—0,, 06, p—gp—x, 
(91,2) 


où 6, sont les angles entre les vecteurs p. et k; ç est l'angle entre 
les plans k, p+ et k, p…. 

Dans le cas du rayonnement de freinage la section efficace de 
processus s'exprime en fonction de l’amplitude par la formule !) 


2 1 
do=|M;;l Sinieu (91,3) 
(voir (64,25)). La fonction 6 est éliminée par intégration sur &. 
En tenant compte que dans ce cas p’ et k sont des variables indépen- 
dantes et en remarquant que 


dp'=|p'le de’ do, d'k—w’ do do, 


sr ce paragraphe nous posons de nouveau non seulement c = 1 mais 
aussi À = 1. 
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il faut tout simplement effectuer la substitution 


Ô(e— €" —w) dp'&k— uw? | p’ | e’ dox do’ dw. 
Alors il vient 


= © | p°| 
do — | M,;; [? SC IPI do du. (91,4) 


En ce qui concerne la formation d’une paire électron-positron par 


un photon, la section efficace de ce processus s'exprime en fonction 
de l'amplitude par la relation 


do=| My — 6(o—e,— €.) ÉPPP= 


Bwe_e, (27)° 
ou, après l'élimination de la fonction 6, par: 
do=|M,, |? ps 1Up=t do, do_ de.. (91,5) 


8 (2x)° © 


Le rapprochement entre cette dernière expression et (91,4) montre que 
pour obtenir la section efficace de formation d'une paire à partir de 
la section efficace de rayonnement de freinage il faut effectuer dans 
cette dernière la substitution (91,1), la multiplier par 


2 
os (94,6) 


et changer dodo en do+do.. 

Dans le cas ultrarelativiste (w > m!)) ces opérations peuvent être 
réalisées dans les formules obtenues au paragraphe précédent. Ce 
faisant, on suppose que les deux particules constitutives de la paire 
sont ultrarelativistes ; il est aisé de se convaincre que toutes les ap- 
proximations utilisées au $ 90 restent dans ce cas valables. 

Notamment, la probabilité de création d’une paire électron-posi- 
tron par un photon non polarisé, sommée sur les projections des spins 
de l’électron et du positron et intégrée sur les directions de sortie de 
l’électron, s'obtient en effectuant la substitution (91,1) dans la for- 
mule (90,22) (plus exactement, dans l'expression de dZ/o); dk — 
— do don étant remplacé par d‘p+: 


œ 
nn — e2? dSp, \ (= ef + e° 


4x? w = 


2 T2 
WT 


UTE 
EE 


x exp {i (1—nv, + ui, )} dr, (91,7) 


1) Plus exactement on doit écrire © sin 8> m où 8 est l'angle entre les 
vecteurs k et H; pour 8 = 0 la création de paires est impossible. Dans ce qui 
suit nous posons = 1/2. 


30—0596 
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où &9+ — |e | H/e+; n est le vecteur unitaire orienté dans le sens 
de l'impulsion du photon contenue dans un plan perpendiculaire au 
champ magnétique. L'intégration se fait de la même façon qu'au 
8 90 et indifféremment sur do, ou sur do, (puisque l'expression 
(91,7) ne dépend que de l’angle que font entre eux n et v+). Aussi, 
la révonse s’obtient-elle immédiatement par analogie avec (90,23): 


= re {\ D(EdE+ (Lure) © (1), (91,8) 


où maintenant 
ze)", Pa a (#02) (91,9) 


le | He,e. ms mic 

On obtient la probabilité totale de création d'une paire par unité 
de temps en intégrant (91,8) sur e+ (étant donné la symétrie éviden- 
te par rapport à e+ et _ — w — e+, il suffit d'intégrer de 0 à w/2 
et de doubler ensuite le résultat obtenu). En changeant la variable 
d'intégration e+ en x et en intégrant par parties le premier terme de 
(91,8), on obtient 

3 ru 3/2 _ 1/2 3/2 _9 ’ 
ie le 5H {£ 4/») D(r)— 3 (x 2/x) ©’ (x) 


mx Vx z°!4 z' 8 (2/2 44)" /2 


(94,10) 


(4x)/3 


(A. I. Nikichov, V. I. Ritus, 1967). 

Dans le cas limite des champs faibles (x<& 1), les valeurs de z 
essentielles dans l'intégrale sont celles au voisinage de la limite infé- 
rieure. Comme ces valeurs sont grandes, on peut se servir de l’expres- 
sion asymptotique de la fonction d'Airy: 


D(z) = 7e SP ( — + ra) 


(voir 111, $ b). En introduisant la variable d'intégration y — x1°/: — 


— 4x et en posant y = 0 partout où cela est possible, on obtient par 
calcul 


3/ 
pes ess, y A. (91,11) 


$ 
212 m 


La décroissance exponentielle de la probabilité lorsque x — 0 cor- 
respond à l'impossibilité de la création de paires à la limite classi- 
que. 

Dans le cas limite inverse des champs forts (x > 1), seul le deuxiè- 
me terme de l'intégrale (91,10) est essentiel et il se détermine par le 
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domaine de valeurs de x où r°/2 -- 1/x << 1. Dans ce domaine, la fonc- 
tion ®” (x) peut être remplacée par sa valeur 


| 3" /er (2/3 
O' (0) = 


En utilisant la valeur de l'intégrale 


= … _1 __T(v—-u)r(u) 
ER D y = ——, 


on obtient 


3 /65r2(2/3)  |e]°H 


— | 
23.5n" /2T (7/6) mx'/3 


— 0,380, 51. (91,12) 
mx 

La fonction mw (x)/ | e | ‘H présente un maximum, égal à 0,11, 
pour x = 11. 


$ 92. Rayonnement de freinage d’un électron par un noyau. 
Cas non relativiste 


Ce paragraphe et les quelques paragraphes suivants sont consacrés 
à l'étude du phénomène important qu'est le rayonnement de freinage 
accompagnant la collision de particules. Nous commencerons par la 
collision non relativiste entre un électron et un noyau. Nous suppo- 
serons que le noyau reste immobile après la collision, c’est-à-dire 
que nous considérerons le rayonnement lors de la diffusion de l’élec- 
tron dans le champ coulombien d'un centre fixe (4. Sommerfeld, 
1931). 

Nous partirons de la formule (45) qui donne la probabilité de rayon- 
nement d'un dipôle 


dw= $— | e*d,, [2 do. (92,1) 


En l'occurrence les états initial et final de l’électron relèvent du 
spectre continu et la fréquence du photon est égale à 


o=—(p—p'?), (92,2) 


où p= mv et p’= mv' sont les impulsions initiale et finale de l’élec- 
tron. Si les fonctions d'onde initiale et finale de l’électron sont 
normalisées « à une particule dans le volume Ÿ — 1 », l’expression 
(92,1), multipliée par d°/p'/(2x)° et divisée par la densité de flux 
incident v/V — v, donne la section efficace doxp de rayonnement 
d’un photon k dans un angle solide dos avec la diffusion de l'électron 


30* 
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dans un intervalle d'états d’p’. En remplaçant l'élément de matrice 
du moment dipolaire d — er par l'élément de matrice de l’impulsion: 
1 


e 
de — nm Pi 


écrivons l'expression de Ja section efficace sous la forme!) 


dOxp' = ETS | e*py; [2 dos d'p’, (92,3) 


Pri = ( p'pY: dr = —i ( Ÿ$ Vi dx. 


En tant que +, et y; il faut prendre les fonctions d'onde exactes 
dans le champ coulombien d'attraction, plus précisément les fonc- 
tions qui contiennent asymptotiquement une onde plane et une 
onde sphérique; dans +, l'onde sphérique doit être convergente et 
dans Ÿ;, divergente (voir II[1, $ 136). Ces fonctions ont la forme 


Vis AjeïPrF (iv, 1, i(pr—pr)), v= E | 
. Ze°m (92,4) 
ds AseiPrF(— iv, 1, —i(pr+p'r)), v— D' 


avec les coefficients de normalisation 
A;=ew/- (iv), A,=enwv/2T (1 + iv). (92,5) 


En remarquant que 
. . ui r has P_ RAC 
VF (iv, 1. i(pr—pr))=i(p=—P) F' = — =: F 
nous écrivons le gradient V\'; sous la forme 


| A or PL (9F 
VA: pis Agir L (5). 


Après multiplication par Ÿ? et intégration, le premier terme s'annule 


du fait que les fonctions +; et 4, sont orthogonales entre elles. Ceci 
élunt, on à pour l'élément de matrice p;; 


| 1J 
Pi ÉdiAyp ee, (92,6) 
onu J désigne l'intégrale 


( er 


F{iv’. 1. i(p'r+p'r)F(iv. 1. i(pr—pr))@z, (92,7) 
q=:p —p. 


1) Dans ce paragraphe nous notons p = | p|, p = |p°1. 
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Nous avons fait sortir d/0p du signe d'intégration en sous-entendant 
que lors de la dérivation de J les quantités v, v’, q doivent être 
considérées comme des paramètres indépendants et que c’est seule- 
ment après la dérivation qu'il faut exprimer v et q en fonction de p. 

L'intégrale se calcule en remplaçant chacune des fonctions hyper- 
géométriques dégénérées par son expression sous forme d'intégrale 
de contour. Nous n'’indiquons que le résultat ‘): 


J = BF(iv', iv, 1, 2), 
BP un 4ne-7v ( qd — 2qp) (q? = 2qp')-°" (q2)iv+iv- 1 : 
_o _S(PPp°"+pp")—2(qp) (qp') 
— (q*—2qp')(q4*+2qp) (92,8) 
Ici, F(iv',iv,1,z) est la fonction hypergéométrique complète. 
Après la dérivation de (92,6) on peut poser q — p° — p; alors 
D PPPP  q=(p—p'}(1— 
z ppt d=(p—pY}(Î—2) (92,9) 
(2<0). Notons aussi que 
— g— 2qp= q$—2qp —p—p*?> 0. 
Finalement, on trouve pour l'élément de matrice l'expression défi- 
nitive suivante: 


7. FN 
Pi AiÂ PR TRE ee) x 
X (1—2) 4% [ivpqEÆ (2) + (1— 2) F°(2) (pp — pp'}l, (92,10) 
où on a noté pour abréger 
F (2) = F'(iv', iv, 1,2). (92,11) 


La section efficace s'obtient en reportant (92,10) dans (92,3), 
mais la formule générale est très lourde et difficile à saisir. Aussi, 
passons immédiatement au calcul de la distribution spectrale du 
rayonnement, c’est-à-dire intégrons la section efficace sur les direc- 
tions du photon et de l'électron final. 

L'intégration sur do, et la sommation sur les polarisations du pho- 
ton se ramène au calcul de la moyenne sur toutes les directions de e 
et à la multiplication par 2-4x, c’est-à-dire à la substitution 


8x 
e;er dOx > 73 One 


Après cela la section efficace devient 


4we? » dp' we°p" 
d0p = pm | Pi me — mp lPri lFdwdop. (92,12) 
1) Pour les détails du calcul, voir Nordsieck À. — Phys. Rev., 1954, v. 93, 
p. 789. | 
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Le carré | p;: | ? se calcule en utilisant (92,9) à (92,11) et en tenant 
compte de ce que 


| (1 — iv) LÉ = —. 
Il vient 
412 2874 (Ze?)? m? ÿ 
PT Ep Ep (6 2 A 5) 
XF (2 FPE MÈRE (FF F+F')}. (92,13) 


Pour intégrer la section efficace (92,12) sur do, — 2n sin 0d8, 
passons de la variable Ô (angle de diffusion) à la variable 


Z= — 


cos Ÿ), dop —+ APT dz. 


el 
= P 7 
Pour prendre l'intégrale sur dz, transformons l'expression entre ac- 


colades de (92,13). D’après l'équation différentielle des fonctions hy- 
pergéométriques (voir III (e, 2)) on a 


2(1—2)F" +f1—(+iv+iv)z] F + wv'F =0, 
2(1—2) FS +1 —(—iv— iv) 2] FE av EF — 0. 


En multipliant ces deux équations respectivement par F* et F et 
en les additionnant, on obtient 


A2) [5 z(FFS + FF) 22] F' [24 


+R rer FF) + LIFE] =0 


On voit que l'expression entre accolades de (92,13) est égale à 
{= + 2(F'FSH FF) (92,14) 


et qu'elle s'intègre directement. 

En réunissant les formules obtenues, on trouve l'expression défi- 
nitive pour la section efficace de rayonnement de freinage dans 
l'intervalle de fréquence do!) 
us 


242 , 

- Zrarè 1 
EP} p 
| 
(1 —e 24) (e27Tv 4) 


do, = 
(—-HIF@r)S, (92,15) 


1) Les formules (92,15) à (92,25) sont données en unités classiques. 
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ou F 
Zame __ Ze? r Ze? r 7 
v — por V = purs P = VRP 2mhw, 
F(E)=F(iv’, iv, 1, 8), E= —-{27 


7 (p—PY 


Considérons le cas limite où les deux vitesses v et v” sont si gran- 
des que v< 1, v' < 1 (mais bien entendu, comme précédemment, 
v< 1, si bien que Za & v << 1, ce qui n’est possible que pour Z pe- 
tit). ad calculer dans ce cas la dérivée F” (£), faisons usage de la 
formule 


FF 8» D=ÉF(a+1, B+1 v+1, 2) 


qui s'obtient facilement par une simple dérivation de la série hyper- 
géométrique. On a 


F'(E)æiviv F(1, 1, 2, = In (1 —E) 


(la dernière égalité résulte de façon évidente du rapprochement des 
séries correspondantes). Pour la fonction F (E) elle-même on a simple- 


ment 
F (&) = F(0, 0,1, E) = 1. 


Finalement on déduit de (92,15) 


_16  , v+v’ d 
do, = Z?are — In PNR 3 
Ze? Ze? 
no Eh Er K1. (92,16) 


La petitesse de vet v’ constitue précisément la condition d’appli- 
cabilité de l’approximation de Born au cas de l'interaction coulom- 
bienne. De ce fait, il est plus simple d'obtenir la formule (92,16) 
elle-même directement à l’aide de la théorie des perturbations (voir 
problème 1). 

Supposons maintenant qu'un électron rapide (v<& 1) perd par 
rayonnement une partie importante de son énergie, de sorte que 
v € v et v peut ne pas être petit. Alors 


ie ET et, FE) F(iv, 0,1,E)=1, 
FE) = —v'F (1 +iv, 1,2, E vw, 
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et la section efficace devient 


64r c \3 1 do 
dy = 73 Z'are (+) 1—exp(—2nZe!/ñv) w ? (92, 17) 


Ze? Ze? 
BR Eh pr > 1 


Pour v'< 1 cette formule donne la même expression limite 


__ 32 2 cu’ do 
du=-z Lars 


que la formule (92,16) pour v’ & v. Aussi les formules (92,16) et 

(92,17) recouvrent-elles (pour v<& 1) tout le domaine de valeurs de 

V - 
Lorsque © — w, (où fw, — mv°/2), la vitesse v’ —+ 0 et v” —+ co. 

A cette limite la formule (92,17) donne 

128x ( c } kdo 


ie 3 2r? beat 
do, = 3 Za?r? SP D 


(92,18) 


Ainsi, do,,/do tend vers une limite finie lorsque w — w,. Cette 
circonstance peut être justifiée sous la forme générale par des consi- 
dérations analogues à celles développées dans III, $ 147. Physique- 
ment, elle est liée à ce que la fréquence w — «w, n’est une fréquence 
limite que pour le spectre de freinage continu. L’électron peut aussi 
émettre un rayonnement de fréquence w > w, en passant dans un 
état lié. Mais par leurs propriétés, les états liés, fortement excités 
dans le champ coulombien, diffèrent peu des états libres voisins de 
leur frontière. C'est pourquoi la frontière entre le spectre continu et 
le spectre discret n’est en fait pas un point physiquement discernable. 

Passons maintenant au cas où les deux paramètres v, v’ > 1. 
Dans ce cas le mouvement des électrons, tant initial que final, est 
quasi classique. Nous admettrons que p°/2m — how, nous aurons alors 
besoin de l'expression asymptotique de la fonction F (Ë) pour v, 
v" — oo et E — 1 (une condition plus exacte sera énoncée plus loin, 
(92,24)). 

Pour trouver cette expression nous partirons de la représentation 
intégrale de la fonction hypergéométrique III (e, 3), que nous écrirons 
sous la forme 


_0V’ 


FGpv', iv, 1, 8 = À riovt-1 (1—e)-iov (1 —æ)-iv dr”, 
C’ 


(92,19) 
où nous avons noté 
= v/v", 0< p << 1, 
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si bien que 
En, _4#p 
Ë Ge (1 —p}? e (92,20) 


Comme contour à intégrer nous prendrons le chemin montré à la fi- 
gure 17, qui passe le long du tronçon d'’axe réel et contourne les 
points { — 0 et t = 1!). 

Pour v, v’> 1, la valeur de l'expression sous le signe d'intégration 
sur la partie inférieure de ce contour est petite et peut donc être 


Fig. 17 


négligée : lorsqu'on contourne le point { — O0 de haut en bas, l'ex- 
pression sous le signe d'intégration se trouve multipliée par le petit 
facteur exp (—2xpv'), et lorsqu'on contourne le point £ = 1 de bas 
en haut, elle est multipliée par exp (2xpv'). L'intégrale 


nr dt 1° 
co El  — —— 
| ev D, fO=im——— (92,21) 


se calcule par la méthode du col. Le point de col t, est défini par la 


condition f’ (4) = 0, d'où {, — (1 — p)/2. Mais en ce point la déri- 
vée f (t,) s’annule elle aussi, de sorte qu'il faut écrire 


Of (b)+ ST T=t—to 


F()=2np+i({+p)in LR, of") = Tr - 


Quant au facteur préexponentiel 1/t de l'expression sous le signe d'in- 
tégration, nous l'écrirons sous la forme 


nr = 
17 D 
(il est impossible ici de ne garder que le terme 1/£, parce que cela 
conduirait à l’annulation de la dérivée d | F (E) | */d£ figurant dans 


1) Pour la fonction hypergéométrique F («, B, y, ë) le contour doit être 


choisi de telle sorte qu'en le parcourant la fonction 
V (t)=ettt"vti(4)t-a 


reprenne sa valeur initiale. Pour un y entier (dans notre cas y = 1), le contour 
indiqué satisfait à cette condition. 
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(92,15)). Ainsi, après des substitutions évidentes dans les intégrales, 
on trouve 


1 r , 
F= vus XP {— pv +v Î (to)} X 


x {— f ets dr + zeis%13 dr}. (92,22) 


Les deux intégrales qui y figurent ont pour valeurs respecti- 
ves 


C z3 2n 
2 \ COS — = res" 


2 | z sin <= dz= 34al (2/,). 
0 


On calcule de manière analogue la dérivée F” (E) (suivant (92,19), 
elle est donnée par une intégrale qui ne diffère de (92,21) que par le 
changement du facteur préexponentiel 1/it en v’/ (1 — Et)). Après 
cela un calcul simple donne le résultat suivant: 


joue de" 
El FOIE 


Enfin, en reportant cette expression dans la formule (92,15), on 
trouve, avec la précision requise, le résultat simple suivant: 


do, = 


ae do 
Dr Zur de. (92,23) 


La condition d'applicabilité de cette formule, c'est-à-dire la condi- 

tion d’applicabilité de l'expression asymptotique (92,22) consiste en 

la petitesse du deuxième terme de cette.expression par rapport au 

premier terme: ({ — p}v > 1, ou encore, en exprimant les paramètres 

de la fonction hypergéométrique en fonction des grandeurs physiques : 
v mu? 


Cette inégalité n’est rien d'autre que celle qui détermine la li- 
mite « haute fréquence » dans la théorie classique du rayonnement 
de freinage (voir II $ 70). Après la multiplication par #ow, l’expres- 
sion (92,23) se réduit à la formule classique II (70,22) donnant le 
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« freinage efficace » à la limite des hautes fréquences *). Pour pouvoir 
passer aux formules classiques dans tout le domaine (4 — p}v— 1, 
v>ÿ 1, il faudrait rechercher l'expression asymptotique de la fonc- 
tion hypergéométrique dans le cas où le point de col est voisin du point 
singulier £ — 0; nous ne nous étendrons pas sur ce sujet vu que le 
résultat définitif est évident. 

Toutes les formules écrites ci-dessous sont relatives au champ 
coulombien d'attraction. La section efficace de rayonnement dans 
un champ répulsif se déduit de (92,15) en effectuant les substitu- 
tions : V —+ v, v’—+ — v’. La formule de Born (92,16) ne subit dans 
ce cas aucun changement. Mais à la limite: v << 1, v’ — oc, on ob- 
tient au lieu de (92,18) 


__ 128% »3 0,2 [ © \3 __V2mcaZa | hd 
do, — 3 Zia?r! | —) exp | ren ) = RÉ (92,25) 


c'est-à-dire que lorsque w — «w,, la section efficace différentielle 
tend vers zéro suivant une loi exponentielle. Ce résultat est de nou- 
veau parfaitement naturel: dans le champ de répulsion les états liés 
n'existent pas, de sorte que la fréquence w — «, est une vraie fron- 
tière du spectre de rayonnement. 


Problèmes 


1. Calculer à l'approximation de Born la section efficace de rayonnement 
de freinage lors de la collision de deux particules de rapports e/m différents. 

Solution. Le moment dipolaire de deux particules de charges e,, 
e, et de masses m,, m, dans le référentiel de leur centre d'inertie est égal à 


mi M2 
« MiaMo , 
où u = r—=r;—r, D'où 
H ME me ? 1 2 
d=( €] € Jur=—| €1 ) y <s 
mm; Ma mm; Ma r 
L'élément de matrice 
: 4 3 __ p?—p'° 
dep — (d},p, 0= Em 


1) Quant à la coïncidence de la formule pee) donnant fwdo, avec la 
formule classique dans le cas où n’est satisfaite que la seule condition (92,24), 
elle peut provoquer une perplexité parce qu’il semblerait que c'est l'inégalité 
how < p’/2m qui est nécessaire pour l'application de la théorie classique, ce 
qu'on n’a pas supposé lors de l'établissement de la formule. En réalité, l'élec- 
tron acquiert une accélération importante lors du mouvement dans le champ du 
noyau et #ow doit être petite devant l'énergie cinétique de l'électron sur des 
distances substantielles pour le rayonnement. Dans le cas quasi classique cette 
condition est automatiquement satisfaite pour des fréquences qui vérifient l’iné- 
galité (92,24). 
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où p = uv, p’ = uv’ sont les impulsions de mouvement relatif) se calcule 
’après les ondes planes 1) 


bb = eipr, be — eip’r 
à l'aide de la formule 
1 4xiq ; 
(s —), =; jo DES à 


Finalement on trouve 


__ ee [ ©: € \2 0° p° dw 
dOkp = 3 (+) ne “ge (04) (e*a) à do, dog s 


Après la sommation sur les polarisations, la distribution angulaire du rayon- 
nement est donnée par le facteur sin? 6, où 6 est l'angle entre la direction due 
photon k et le vecteur q contenu dans le plan de difiusion (voir (45,4a)). 

Après l'intégration sur les directions du photon on obtient 


— 16 2e [_ €: ) + do sin 6 d8 
ea ee (2 Mo U oo v°—+v'?—2vv’ cos8 ? 


où 6 est l'angle de diffusion. Enfin, l'intégration sur d6 donne 


€1 . Ca ) + u+v" do 
m1 Mae v® u—v" 


Pour le rayonnement dans le champ de centre coulombien fixe, cette formule coïn- 
cide avec (92,16). 
2. Calculer à l’approximation de Born la section efficace de rayonnement 
de freinage lors de la collision non relativiste de deux électrons ?). 
Solution. Le rayonnement dipolaire est dans ce cas absent, de sorte 
qu'il faut considérer le rayonnement quadrupolaire. En théorie classique, la dis- 
tribution spectrale de l'intensité totale de rayonnement quadrupolaire est don- 
née par la formule 
| (Dik)o |; 


led 
où Din = Ze (3z;rx — rôyn) est le tenseur moment pole du système 
de charges *). Pour deux électrons dans le référentiel de leur centre d'inertie 


e À 
Din= (riz —rOin), r=r—Trs. 


Pour passer à la théorie quantique, les composantes de Fourier doivent être rem- 
eee par les éléments de matrice (voir ce qui a été dit du rayonnement dipo- 
aire au $ 45). Avec une normalisation appropriée des fonctions d'onde (des on- 
des planes) on obtient alors, après la division par l'énergie w du photon, la sec- 


1) Le remplacement de deux particules par une seule particule de masse ré- 
duite n'est certes admissible que dans le cas non relativiste. 

2) La vitesse de collision v satisfait aux conditions a & e*/hv< 1. Le cas 
classique (e2/Av% 1) a été traite dans le problème de II, $ 71. 

3) Cette formule se déduit de II (71,5) de la même façon que II (67,11) se 
déduit de II (67,8). 
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tion efficace de rayonnement avec la diffusion des électrons dans un intervalle 
d'états dp’ sous la forme suivante: 


- | "n. d'p' 
do, Fe wo l(Din)ppl° PIC 


où v — 2p/m est la vitesse initiale du mouvement relatif ; la fréquence rayonnée 
© = (p? — p=°)/m. 


L'opérateur Dr se calcule en commutant trois fois D;, avec l’hamiltonien 


a 2 e 
Mes Re qe 
m r 


et il est alors égal à !) 
TR < 


.… 2e Zi * * ZT; à Th 
Din É (+ papa + )+6 (= pit) 


TiThI] * 2  ZiTRT! Ty * * ZT} 
— 9 (LL pps SEL) 6x (ot +) |. 


Compte tenu de l'identité des deux particules (électrons) les éléments de matri- 
ce se calculent d'après les fonctions d'onde 


1 e 7 ne 
_ ipr —ipr ip'r —ipr 
Pp = V2 (e +e ), Vp' = V2 (e te ), 
où les signes + et — correspondent aux spins totaux Ü et { des électrons (à la 
permutation des électrons correspond la substitution r — —r). 
Des calculs fastidieux conduisent à la formule suivante pour la distribution 
spectrale de rayonnement: 


3r° 12(2—z)t—7(2— 7x)" r° —3rt 


4 ; 
d0w — 45 are (17 + 27} Vi—z X 


X Arch 


où r — w/e, et e — p°/m est l'énergie initiale du mouvement relatif des élec- 
trons ; la section efficace est moyennée sur les valeurs du spin total des élec- 
trons. La section efficace de perte d'énergie par rayonnement a pour valeur 


e 
1 
ps ( ow do, = 8,1ar:. 
0 


{B. Féduchine, 1952). 


1) Cette expression est analogue à la formule classique 


CRE 3 ‘ 
Dir — [6 + Ph +6 
mm 


Th pi—9 CL pr — Ginpr | : 


qui serait obtenue en dérivant D,;, compte tenu de l'équation du mouvement 
classique 
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3. Déterminer l'énergie de rayonnement émis lorsque le noyau éjecte un 
électron non relativiste à l'état s. 

Solution. La fonction d'onde de l’électron émis par le noyau est une 
onde s sphérique divergente, normalisée au flux total énol à l'unite : 


1 eipr 
Vi V'äw r 


(voir 111 (33,14)). Comme fonction d'onde de l’état final de l'électron (après 
l'émission du photon) nous prendrons l'onde plane 


py=eiPr. 


L'élément de matrice de transition s'écrit 


Pyi = (pis) = (\ ŸPŸ, =) = 


=D (e-irripr = # D = / 


(l'intégrale se calcule suivant (57,6a)). L'énergie de rayonnement s'obtient à 
partir de la formule (45,8) multipliée par dp'/(2x)° et intégrée sur les directions 
de p’ (ce qui se ramène à la multiplication par 4x). Finalement on obtient pour 
la distribution spectrale de l'énergie rayonnée la formule suivante: 


Lorsque w — 0, la vitesse finale de l'électron v’ — & et cette formule coïncide, 
comme il se doit, avec la limite non relativiste du résultat classique (voir pro- 
blème de 11, $ 69). L'énergie rayonnée totale a pour valeur (en unités classiques) 


Fate (2e, 


où € — mv°/2 est l'énergie initiale de l’électron. 

4. Déterminer l'énergie de rayonnement émis lorsqu'un électron non relati- 
viste se réfléchit sur une « paroi de potentiel » infiniment haute. 

Solution. Supposons que l’électron se déplace normalement à la pa- 
roi. Bien que le photon puisse être émis dans toute direction, mais l’impulsion 
du photon étant, dans le cas non relativiste, petite par rapport à celle de l’élec- 
tron, on peut considérer que l'’électron réfléchi lui aussi se déplacera normale- 
ment au plan de la paroi. Supposons que la paroi se situe à zx — 0 et que l’élec- 
tron se déplace du côté des z > 0. Les fonctions d'onde des états stationnaires 
du mouvement unidimensionnel, normalisées à 6 (p/2x) (p = p,), ont la forme 
des ondes stationnaires (voir 111, $ 21): 


Ÿ; — 2sinpz, Ÿ, = 2sin p'z. 


L'élément de matrice de l'opérateur p = Ps s'écrit 
C d 4 

RE ipp” 
Pi = —4i sinpz-z; Sin pz dx = pe 


(les intégrales d’une telle forme doivent s'interpréter comme la limite, lorsque 
ô —+ + 0, de la valeur obtenue en introduisant le facteur eŸ* dans l'expression 
sous le signe d’intégration). 
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L'énergie rayonnée lors d’une réflexion simple de l'électron est donnée par 
la formule (45,8) si on la multiplie par dp’ — dw/v’ et qu'on la divise par 
v/2n ee densité de flux de l'onde se propageant vers la barrière dans la fonction 
initiale 1;): 


4w°e? 2x do B-.5 > 
Es = | Pi |? pp — 371 e°Uvv dv. (1) 


Aux basses fréquences (w&<& £ — mv?/2) on a v’ = v, si bien que l'expression (1) 
se réduit à la formule classique 11 (69,5) (qu'il faut intégrer sur les angles et te- 
nir compte de ce que v — Av/2, où Av est la variation de vitesse de l’électron 
par suite de la réflexion); il en est ainsi puisque lors de la réflexion sur la paroi 
la condition de petitesse du temps de collision II (69,1) est certainement satisfai- 
te. Quant à la formule quantique (1), elle permet de trouver aussi l'énergie de 
rayonnement totale: 


e 

dE, 16 v® 

p= | GE dore 
0 


(en unités classiques). 

5. Déterminer l'energie de rayonnement de freinage lors de la diffusion d’ua 
électron lent par un atome. 

Solution.Sous la condition pa< 1 (où a sont les dimensions atomi- 
ques), la diffusion par un atome est isotrope et indépendante de l'énergie de 
l'électron (voir 111, $ 132). Les fonctions d'onde des états initial et final de 
l'électron peuvent s'écrire sous la forme 


eipr _ eip'r 
= ti ——, 


ser +f 


r 


où f est l’amplitude de diffusion, réelle et constante. Ces expressions concernent 
le domaine asymptotique des distances r > a, qui sont dans le cas considere pré- 
cisément celles qui importent : r — 1/p > a. L'élément de matrice calculé d'a- 
près ces fonctions 


27f 
& 


(les intégrales se calculent comme dans le problème 3). Si l’on reporte cette ex- 
ression dans (92,12), on obtient la section efficace de rayonnement avec la dif- 
usion de l'électron dans la direction p’ (en unites classiques): 


(v— v°) 


Pri— 


p° PAC ; do 
ges (V— VX dogjast To » (1) 


OÙ dOsjast = f*do,. est la section efficace différentielle de diffusion élastique. 
Lorsque w € p*/2m, on peut poser p = p’ et alors cette formule se transforme, 
comme il se doit, en formule non relativiste pour le rayonnement de photons 
mous (voir plus loin $ 98) 1). 


1) Le fait que la « factorisation » de la section efficace (mise en évidence du 
facteur 6,,..4) Soit apparue dans ce cas même pour des w quelconques est dans 
un certain sens fortuit et est lié à l'indépendance de l'amplitude de diffusion 
vis-à-vis de l'énergie. 
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Intégrons (1) sur les directions de p’ pour obtenir 


‘ 


2ap 9 9 du 
dOw = Fncrp (°+ v'?) Ggiast D ! (2) 


OÙ Opjast — 471/* est la section efficace totale de diffusion élastique. Enfin, en 
multipliant par äw et en intégrant sur & de 0 à p*/2m = e, on obtient le « frei- 
page efficace » 


32 v \2 
kray= | ho dOw = 75 AOélast€ (=) : (3) 


$ 93. Rayonnement de freinage d’un électron par un noyau. 
Cas relativiste 


Considérons maintenant le rayonnement de freinage d'un élec- 
tron par un noyau dans le cas où les vitesses de l’électron sont relati- 
vistes !). Nous supposerons que la condition d’applicabilité de l’ap- 
proximation de Born est satisfaite, c'est-à-dire que pour les vitesses 
tant initiale (v) que finale (v') de l’électron: Ze’/hiv< 1, Ze’/hv' 
<< 1. Mais dans tous les cas la charge de l’électron ne doit pas être 
trop grande: Za< 1. 

De même qu'au paragraphe précédent, nous négligerons le re- 
cul du noyau, de sorte que le noyau ne jouera que le rôle d’une sour- 
ce de champ extérieur (pour la justification d’une telle façon de pro- 
céder, voir $ 97). 

Suivant (91,4), la section efficace de rayonnement de freinage 
s'exprime en fonction de son amplitude par la formule 


wo |p°!| , 
do — | M ;; Sen 1 12% do’ du. (93,1) 

A l’approximation du premier ordre non évanescente, à l’élément 
de matrice M};; correspondent deux diagrammes : 


L'extrémité libre qg correspond au champ extérieur, si bien que g = 
— p’ — p + k est le quadrivecteur transfert d'impulsion au noyau. 
Le recul du noyau étant négligé, la composante temporelle qg = 0. 


1) La plupart des résultats exposés dans ce paragraphe ont été obtenus par 
H. À. Bethe, W. Heitler (1934) et, indépendamment d eux, par F. Sauter (1934). 
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D'après les diagrammes (93,2) on a 


Mn= —e A (q) V'4n efu x 
x (ve Avr em) u (93,3) 


Les quadri-impulsions intermédiaires étant f — p—k, f = p' +k, 
nous introduisons les notations suivantes 
Ê —m = —2kp = —-2xo, f°? — m°? = 2kp' = 2x'w. (93,4) 


A est le potentiel scalaire du champ extérieur ; pour un champ pure- 
ment coulombien, 


(93,5) 
En portant (93,5) dans (93,1) on obtient pour la section effi- 
cace 


Z?e | + "+ A V,,! ’ 
do = = Tr eje, (u'Q"u) (uQ‘u’) dos do’ dw, (93,6) 


Q— pu Le Le y? — En PER > 


7 _0NnY+ vf'+m de 
QE VO = = 
En laissant de côté leseffets de polarisation, prenons la moyenne de la 
la section efficace sur les directions du spin de l’électron initial et 
sommons-la sur les polarisations de l'électron final et du photon. 
Ces opérations se ramènent à la substitution suivante: 


je, (u Qu) (& Q'u') ++ Tr Qu (vp+m) Q"(yp'+m). 


La trace se calcule à l’aide des formules standards ($ 22). Les calculs 
peuvent être quelque peu simplifiés si l’on utilise l'égalité 


v°(vP) V°= vP. 


où p = (e, —p), si p = (e, p). En outre, le nombre de termes à cal- 
culer peut ètre réduit si l’on tient compte de la symétrie par rapport 
à la substitution p++ p°, k—> — k, q — — q (une telle substitution 
n entraîne qu une permutation circulaire des facteurs dans le produit 
des matrices et de ce fait ne change pas sa trace). 

Finalement, on obtient pour la section efficace différentielle de 
rayonnement de freinage, avec émission d’un photon de fréquence et 
de direction données et sortie de l’électron secondaire dans une direc- 


31—0596 
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tion donnée, l'expression suivante ?): 


Z’'ar? p'mt do 
4&n3  pqt 


rer ete (LE) (ST 
+R (E-<)-$(L+Z)}, 03,7 


do — —— doy do’ X 


xX—e—np, Xx'—e —np" (n—k/o), q—=p +k—p. 


En effectuant quelques transformations simples, on peut mettre 
cette formule sous une forme plus commode pour la discussion 


Z'ari do pm? 


do — ne 0 pa sin 6 d6 sin 60° dO” d x 
X { Be (4e? — q?) sin? 6’ + ue (4e’2 — 92) sin? 6 + 
: (p?sin?6+ p'? sin? 6") — IE (2e? + 2e'2— 
— q?) sin 6 sin 6" cos p} (93,8) 
où 


X—E£€—p Ccos0, x’—Ee —p'cos6, 


g= p?+ p'?+w?—2po cos 0 + 2p'ow cos 0 — 
— 2pp" (cos 6 cos 8’ + sin 6 sin 6° cos y), 


? 


6 et 60” étant les angles que fait k avec p et p’ respectivement ; +, 
l'angle que font entre eux les plans k, pet k, 

L'intégration de (93,8) sur les directions du photon et de l’électron 
secondaire est assez laborieuse. Elle donne la formule suivante pour 


la distribution spectrale du rayonnement 2): 


2 rs p?+p'3 2 2 LS 
d0e = Zrari À o sn + — 28€ 7 pipi. 75 + m (1& His 7 pp’ )+ 
+ L E + es (e2e”2 + p°?p'? + . 


+ (OS EE) ]}, (039 


1) Ici et plus ioin dans ce paragraphe, p, P' q désignent les valeurs ab- 
solues des vecteurs tridimensionnels: p =|pl,p =|pl,g—=1lql. 
3) L'intégration sur les directions du seul électron secondaire peut elle 
aussi 86 faire sous forme analytique, voir Gluckstern R. L., Hull M. H. — Phys. 
Rev., 1953, v. 90, p. 1030. 
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Rappelons que les valeurs admissibles des fréquences dans les formu- 
les obtenues ne sont limitées que par la condition imposée à la vites- 
se finale de l'électron (Ze*/v' < 1): l'électron ne doit pas perdre la 
quasi-totalité de son énergie. Lorsque w — 0, la section efficace de 
rayonnement iverge comme duw/w; c’est là une manifestation de la 
règle générale qui sera examinée au $ 98. 
A la limite non relativiste (bp m) l'impulsion du photon est 

petite devant celle de l'électron parce que 


12 n2 
= € P- 


Ceci étant, g° Æ (p° — p}°. En posant dans (93,8) e = €’ — m et 
en négligeant tous les p, p', w par raport à m, on obtient 


do =+ Z'arse = _ sin 6 d6 sin 0° d6” dp x 


» (p?sin?6+ p'?sin* 0" — 2pp' sin 6 sin 0’ cos y), 
ou encore 
Z?a3 op! do, do’ à 
D (agp ed (83,10) 


q @ 


do = 


ce qui est en accord avec la formule obtenue à l’approximation de 
Born dans le problème 1 du $92. De même, pour la distribution spec- 
trale du rayonnement, on obtient le résultat déjà connu (92,16) !). 
Dans le cas ultrarelativiste où les valeurs des énergies tant ini- 
tiale que finale sont grandes (e, e © m), la distribution angulaire 
des photons et des électrons secondaires a un caractère très spécifique. 
Si les angles 6, 8” sont petits, les quantités x, x’ figurant aux déno- 
minateurs de la formule (93,8) ont pour valeurs respectives 


? 


RS (+), «et (4e) (93,11) 


et elles deviennent très petites dans le domaine des 8 & m/e. Dans 
ce domaine la valeur du vecteur q (g— m) est, elle aussi, petite. 


st uant à la déduction de cette formule par le passage à la limite dans 
(93, 9). le présente certaines difficultés du fait que certains termes se réduisent 
entre eux. 
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Ainsi, dans le cas ultrarelativiste, le photon et l'électron secondaire 
. projetés en avant dans un cône étroit d'angle d'ouverture 
- mle. 

Une formule quantitative donnant la distribution angulaire dans 
le cas ultrarelativiste est facile à obtenir à partir de (93,8) si on y 
introduit les valeurs de x, x’ tirées de (93,11), qu'on remplace partout 
ailleurs p, p’ par €, e’ et qu'on néglige g° devant e2. Introduisons 
les notations commodes 


60, 6=<0, (93,12) 


et mettons cette formule sous la forme 


| 8 e’mt dv ’ , N 
do Er Z'ar: eg — Ô dô-ô dô dp X 
5? "2 w? 52 +62 
SANTE RTE" DRE NE TLC TL DIS 


e’ e 66’ cos y 
—(+)arwerss) (93,3) 


En écrivant q° = [nq}? + (nq)? (n = k/o), il est facile de trou- 
ver pour de petits angles 


2 io ; 1 + 6°? 1+06"2 \2 

1 — (62 + 5'2— 266’ cos g) + m°? (=) . (93,14) 
Lorsque ô — 6’ — 1, le second terme est ici petit devant le premier. 
Les deux termes s'égalisent dans le domaine des angles encore plus 
petits où Ô— m/e. Bien que q devienne ici particulièrement petit 
(g— m°/e<& m), la contribution intégrale apportée par ce domaine 
à la section efficace est quand même petite par rapport à la contribu- 
tion du domaine tout entier Ô < 1 (dans le rapport m°/e°, comme il 
est facile de le voir). Mais g peut aussi bien atteindre des valeurs 
g— m°/e lorsque ô — 6 — 1, si alors 


d Pr LuA os 
| ô— 6 | & E ? P & e * (93,15) 


La contribution apportée par ce domaine est du même ordre de gran- 
deur que toute la section efficace intégrale (ou même est prédominante 
dans cette section, voir plus loin). 

L'intégration de la formule (93,13) sur dy et dô’ donne la distri- 
bution angulaire des photons (de fréquence donnée) quelles que soient 
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les directions des électrons secondaires ‘): 


2 e"_ ô-dô € eg’ 40? 28e 
M ETS A+ tree] Ru — 


_ [+ + = (1 TE er |) (93,16) 


L'intégration sur dô donne la distribution spectrale du rayonne- 
ment dans le cas ultrarelativiste: 
2 dw e e e’ 2 28e’ 1 
eL(s+t (nt) Gun 


do, = 4Z?arr — 

e mo 2 
(cette formule peut bien entendu être déduite directement de (93,9)). 
On notera la présence dans (93,16) et (93,17) du logarithme d'une 


— à ee” e” 
grande quantite (même pour w— e le rapport NÉ à 1) . Lors- 


que cette quantité est si grande que son logarithme l’est aussi, les 
termes figurant dans les formules indiquées et contenant des loga- 
rithmes deviennent prépondérants. Notons que ce logarithme pro- 
vient de l'intégration dans le domaine (93,15)?). Ainsi, à l'approxima- 
tion logarithmique (c'est-à-dire lorsqu'on néglige les termes qui ne 
contiennent pas un grand logarithme), l’électron secondaire se dépla- 
ce sous un angle = (m/e)° par rapport à la direction d'incidence. 

Enfin, indiquons la formule limite pour le domaine au voisinage 
de la frontière rigide du spectre, où l’électron ultrarelativiste rayonne 
presque toute son énergie: w = & > €’. On déduit sans peine de 
(93,9) que 


do, = 22art À {Ein EE ES In LE — Le}. (93,18) 


Les formules (93,17) et (93,18) recouvrent tout l'intervalle de valeurs 
de w pour un électron initial relativiste; lorsque w = e e > m, 


1) On intègre d'abord sur dg (de 0 à 2x). 11 est commode de remplacer l'in- 
tégration sur dô’ par l'intégration sur la différence | A|—16"—61| 
en divisant son domaine en deux parties : de 0 à un certain À, et de À, à oo, où 
A, vérifie les inégalités m/e & A,<& 1. Dans chacun des domaines il est possible 
de faire les abstractions correspondantes dans l'expression sous le signe d'in- 
tégration. 

2) On peut s'en assurer facilement en envisageant un sols d'intégra- 
tion où p et À = 6’ — 6 satisfont aux conditions: m/e& À, p<& 1. Dans ce 
domaine g*/m? Æ A? + qô*et les accolades de (93, 13) contiennent des termes 
proportionnels à q° ou à A? (pour @ = 0 et A = 0 l'expression à l'intérieur de 
ces accolades s'annule). Quant aux intégrales de la forme 


q° dp dA A° dg dA 
| re GS + EE | 


clles sont à divergence logarithmique ; leur « découpage » se produit aux fron- 
tières du domaine irdiqué de valeurs des variables. 
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les deux formules coïncident. Si l’électron secondaire est non relati- 
viste (bp 4m), on a 


V'2m(e—w) do 
ER RER 


(93,19) 


Effets de polarisation 


Les effets de polarisation qui se manifestent lors du rayonnement 
de freinage peuvent être étudiés par la méthode générale qui a été 
décrite au $ 65. Le choix des quadrivecteurs el), el est dans ce cas 
particulièrement simple. Puisque ce processus ne peut en fait être 
commodément traité que dans un référentiel déterminé (référentiel 
de repos du noyau), il suffit de poser e!=—(0, &h), «= (0, e (?), 
où et}, el” sont des vecteurs unitaires perpendiculaires à k, dont 
sun est contenu dans le plan k, p et l’autre est perpendiculaire à ce 
plan. 

Nous ne ferons pas ici les calculs, qui sont assez fastidieux, et 
n'indiquerons pas leurs résultats quantitatifs. Nous limiterons les 
descriptions à certaines des propriétés qualitatives des effets de po- 
larisation !). Ces propriétés peuvent être établies en utilisant diver- 
ses relations de symétrie, comme cela a été fait au $ 87 pour l'effet 
Compton. 

La théorie qui va être exposée correspond à l'approximation du 
premier ordre non évanescente de la théorie des perturbations. A cette 
approximation, la section efficace ne peut pas contenir un terme qui 
soit proportionnel au seul vecteur polarisation de l'’électron initial 
(G) ou final (£’). L'absence du terme © & signifie que la section 
efficace totale (sommée sur les polarisations du photon et de l’élec- 
tron secondaire) de rayonnement ne dépend pas de la polarisation de 
l'électron incident. 

Du nombre de termes proportionnels aux seuls paramètres de pola- 
risation (Ëë,, ë., E.) du photon, le terme © E, est absent. Cela signi- 
fie que le photon émis par un électron non polarisé n’a pas de polari- 
sation circulaire. Toutefois, on a ici une différence par rapport au 
résultat analogue obtenu pour l'effet Compton. Dans le dernier cas, 
de tels termes étaient interdits par la parité spatiale du fait qu'il 
était impossible de construire un pseudo-scalaire avec les deux seuls 
vecteurs indépendants k, k” disponibles. Mais dans le cas du rayonne- 
ment de freinage nous avons à notre disposition trois impulsions 
indépendantes (p, p’,k), ce qui est suffisant pour former un pseudo- 
scalaire (k [pp']). Un terme de la forme Ë; (k [pp’]) ne contredit pas 
Ja parité spatiale et, strictement parlant, il est non nul. Il n’est 


1) Pour une discussion plus détaillée de ces effets, voir l’article de McMas- 
ter mentionné à la p. 439, ainsi que le livre de V. N. Bayer, V. M. Katkor, 
V. S. Fadine — Rayonnement des électrons relativistes, — Moscou, Atomizdat, 
1973 (en russe). 
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pourtant pas invariant par rapport au changement de signes de tou- 
tes les impulsions (cf. (87, 26)) et de ce fait il est absent à la premiè- 
re approximation de Born. 

L'existence du pseudo-scalaire (k {pp’]) a également pour résultat 
qu'en plus du terme ©E, le terme ©E est permis dans l'expression 
de la section efficace (contrairement à la situation dans l'effet Comp- 
ton). Ce terme apparaît en tant que produit de la forme 


S'atVa [kv]; (k [pp'}) 
(où v = [kpl) qui est invariant tant par rapport à l’inversion dans 
l'espace que par rapport au changement de signe de toutes les impul- 
sions. Cela signifie que le photon émis possède la polarisation recti- 
ligne des deux espèces (aussi bien dans les directions des axes des 
et! et des et? que dans les directions « diagonales » sous un angle de 
45° avec ces axes). Toutefois cela ne concerne que les conditions où 
la direction de sortie de l'électron secondaire est enregistrée elle aus- 
si. Mais le terme © E; figurant dans la section efficace s'annule par 
intégration sur toutes les directions de p’. Cela découle à l'évidence 
des considérations de symétrie: après l'intégration les deux direc- 
tions « diagonales» non coïncidentes deviennent équivalentes, de 
sorte qu'une polarisation préférentielle suivant l’une d'elles (ainsi 
qu'il en est pour E’ 0) est impossible. 

Le degré de polarisation rectiligne ne dépend pas de l’état de 
polarisation de l'électron incident: à l’approximation de Born, les 
termes de la forme E;& et EG sont interdits dans la section efficace. 
Quant au terme de la forme E:Ë, il est permis, de sorte que le photon 
émis par un électron polarisé possède une polarisation circulaire 
(Y. B. Zeldovitch, 1952). 


Blindage 


Les formules obtenues plushaut sont valables pour un champ pure- 
ment coulombien. Mais s’il s'agit du rayonnement lors de la col- 
lision non pas avec un noyau « nu» mais avec un atome, on doit 
alors tenir compte de l’effet de blindage du champ du noyau par les 
électrons, qui conduit à une réduction de la section efficace. À cet 
effet, il faut introduire dans le potentiel A(‘(g) du champ extérieur 
le facteur de forme atomique F (q}) (voir III, $ 139). Suivant III 
(139,2) on y parvient en remplaçant Z par Z — F (g). Etablissons les 
conditions dans lesquelles l'effet de blindage est essentiel. 

A une valeur déterminée de g dans le facteur de forme correspon- 
dent des distances r — 1/g dans la distribution spatiale des charges 
électroniques dans l'atome. Le facteur de forme se rapproche de la 
valeur Z (blindage total) lorsque q & 1/a, où a sont les dimensions 
de l’atome. 

D'un autre côté, comme nous l'avons vu plus haut, dans le cas 
ultrarelativiste une contribution importante est déjà apportée à la 
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section efficace de rayonnement par le domaine des valeurs de g 
au voisinage de la valeur minimale que qg peut prendre pour des 
énergies initiale et finale données de l’électron. Dans le cas ultrare- 
Jativiste 


Gmin = P—P —-w— V'e2— m'— V'&'?— m2 — 


—(e—es)= = | (93,20) 


L'effet de blindage est essentiel si ain < 1/a ou si 


ee” a 
no Un (93,21) 
Cette condition est remplie dans tous les cas où les énergies de l'élec- 
tron incident sont suffisamment grandes. 

Si {min € 1/a (« blindage total »), on peut écrire tout de suite, à 
la précision logarithmique, la réponse pour la distribution spectrale 
du rayonnement. En effet, dans (93,17) on a précisément sous le signe 
de logarithme le premier membre de l'inégalité ee’/mow > ma. Lors- 
que cette inégalité est vérifiée, l'intégrale sur dg qui conduit à ce 
Jogarithme est tronquée à une valeur de l'ordre du second membre de 
l'égalité. D’après le modèle de Thomas-Fermi a = a,Z”1#, où 
ay — 1/me° est le rayon de Bohr (voir III, 8 70); alors am = 1/aZ1!5,. 
Ainsi, dans le cas d'un blindage total le logarithme de (93,17) doit 
être remplacé par In (1/aZ1/5),. 


Perte d'énergie 


La perte d'énergie par rayonnement d'un électron est caracté- 
risée par le « freinage efficace » : 


en 
Xoay = | w dos. (93,22) 


Le calcul de l'intégrale sur do, donné par (93,17) conduit au 
résultat suivant !): 


Xray = Z?are (ie In 2Ep _ CetSpe jp ee 24 


3ep 3ep° 
+ F(2EHR)), (03,23) 


où F (£) est la fonction de Spence définie par (131, 19). 


1) Bien que la formule (93,17) soit inapplicable au voisinage de la limite 
supérieure, cette circonstance est sans importance étant donné la convergence 
de l'intégrale. 
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Dans le cas non relativiste la formule (93,23) se réduit à 
Xray = 2 Z'arem. (93,24) 


(on a utilisé le fait que F (£) & E lorsque E € 1, voir (131, 23)). Cette 
expression peut certes aussi être obtenue par intégration directe de 
la formule de Born non relativiste (92,16). 

Dans le cas ultrarelativiste 


Kay = 4Z'arte (In +). (93,25) 


(pour E>ionaF(ë) = !/, In *E, voir (131, 20); les deux termes de 
(93,23) contenant In? peuvent alors être omis). 

Le rapport x.,,/e est encore appelé section efficace de perte d'éner- 
gie par rayonnement. Lorsque e sont grands, ce rapport subit une 
croissance logarithmique. Mais cette croissance disparaît lorsqu'on 
tient compte de l'effet de blindage. Quand le blindage est total, le 
rapport %x,,ÿ/e tend vers une limite constante = 4Z?are In (1/aZ1/5). 

Dans le cas de la collision avec un atome il faut encore avoir 
en vue que, en plus du rayonnement dü à la collision avec le noyau, 
une certaine partie du rayonnement résulte de la collision avec les 
électrons. Nous verrons plus loin ($ 97) que dans le cas ultrarelati- 
viste la section efficace de rayonnement d'impact d'un électron sur 
un électron ne diffère de la section efficace de rayonnement d'impact 
sur un noyau que par l’absence du facteur Z'. Ceci étant, on peut te- 
nir compte, de façon approchée, de la présence de Z électrons atomi- 
ques en remplaçant Z° par Z (Z + 1). 

Lorsqu'un électron rapide traverse un milieu contenant V ato- 
mes par unité de volume, il perd son énergie en moyenne sur des 
distances 
-1 


= [ZaNrtin |: (93,26) 


ne — 
723 NXray 


cette longueur est dite de rayonnement. 
Longueur de cohérence 


A la formule (93,20) on peut donner une autre interprétation plus 
générale : pour que les formules obtenues soient applicables, il faut 
que le champ extérieur dans lequel se déplace l’électron, varie peu 
(dans la direction de mouvement) sur des distances 

Leone (=): (93,27) 


{min m?0 cm? 


cette longueur est appelée longueur de formation de rayonnement ou 
longueur de cohérence !). Le résultat (93,27) obtenu à l'approximation 


1) Les considérations exposées ci-dessous appartiennent à M. L. Ter-Mikac- 
lian (1953). 
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de Born a en fait (pour des particules ultrarelativistes) un caractère 
tout à fait général : il est facile à obtenir aussi dans le cas limite du 
mouvement quasi-classique. En effet, la formule (90,22) !) montre clai- 
rement que pour le rayonnement sous de petits angles par rapport à 
la direction de mouvement les temps essentiels sont égaux à 


U 


e e'E 


Ce me ff meme 
ew (1 — 1) m?o 


<e qui correspond à une partie de la trajectoire de longueur ct — ln. 

Lorsque la fréquence w est donnée, la longueur de cohérence aug- 
mente avec l'énergie de l’électron. Toutefois les formules obtenues 
pour le rayonnement de freinage par un atome isolé ne peuvent être 
valables pour le rayonnement lors du passage à travers un milieu 
qu’à condition que sur la longueur de cohérence il ne se produise pas 
d'émission répétée d'un photon ou de diffusion de l’électron. La pre- 
mière condition signifie qu'on doit avoir leon & lray- Mais la seconde 
condition est enfreinte beaucoup plus tôt: sur le parcours — L,,, 
l'électron subit des diffusions multiples par les noyaux des atomes 
du milieu. 

Pour pouvoir énoncer la condition quantitative, revenons à la 
formule (90,22) telle qu elle était avant l'intégration sur le temps dans 
l'exposant de l'exponentielle et écrivons-la sous la forme 


ft FT | { ti +T 
—i 2 \ Gt nv) ar he! 0 LA ir à \ mat}, (93,28) 


£ 
{1 f1 


où 6 est un petit angle entre v et n qui apparaît par suite de la diffu- 
sion par des noyaux. Dans le cas de la diffusion coulombienne l’an- 
gle 6 varie par petites « portions », de sorte que la variation de 6 
dans le temps a le caractère d'une lente « diffusion par angles ». 
Le carré moyen de l'écart de l'électron sur le chemin t — t, est de 
l'ordre de grandeur de 


8 — (4—1,)/lcou 


où cou est la longueur du libre parcours moyen par rapport aux 
collisions coulombiennes. Pour ce parcours on a 


1 N2Z%et In max 


Le. À 


coul (2 Xmin ? 


OÙ Ymin €t Ymax Sont les angles minimal et maximal de diffusion 
dans seule collision, pour lesquels la diffusion peut être considérée 


1) La déduction de la formule (90,22) est basée uniquement sur la petitesse 
de la courbure de la trajectoire et, en ce sens, elle n'est pas liée au fait qu’au 
& 90 on a considéré notamment un champ magnétique. 
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comme étant encore la diffusion Rutherford (cf. X, $ 41) !). Le 
premier d'entre eux se détermine par les dimensions atomiques a 
sur lesquelles le champ du noyau est mis sous écran: in  1/pa. 
Quant aux grands angles de diffusion, ils sont limités (pour un élec- 
tron ultrarelativiste) par des distances de l’ordre du rayon du noyau 
R : {max — 1/pR. Si l'on pose R & 1,5-10-% ZUS cm — r.ZWS, on 
obtient 


e° ae? 
l 


fout rain Ge) me Per 


(93,29) 


Le second terme de (93,28), apparaissant pendant le temps + — 
 leohr est évalué maintenant comme 


O2 = we oh 2 lcoh 


€” coul Gray 


Pour que les formules obtenues pour le rayonnement de freinage 
sans tenir compte des diffusions multiples soient applicables, ce 
terme doit être petit par rapport à l'unité. On en déduit la condition 


Lcoh & Gray (93,30) 


qui est plus forte que la condition Leon & bay (L. D. Landau, 
I. Ÿ. Pomérantchouk, 1953). 


$ 94. Formation de paires électron-positron par un photon 
dans le champ du noyau 


La création d’une paire électron-positron à la suite de la collision 
entre un photon et un noyau (Z + y —+ Z + e- + et) et le rayon- 
nement de freinage lors de la collision entre un électron et un noyau 
sont deux canaux d'une seule et même réaction. Au $ 91, nous avons 
déjà formulé les règles de transformation des formules lorsqu'on 
passe du second de ces cas au premier. Dans le cas considéré, en 
appliquant ces règles à la formule (93,8), on obtient l'expression 
suivante pour la section efficace différentielle de création d'une 
paire par un photon non polarisé, moyennée sur les polarisations des 


1) Rappelons que la longueur de parcours se détermine par la section ef- 
ficace de transport Otr = \ (4 — cos x) do (x). Pour la diffusion des électrons 


ultrarelativistes par le centre coulombien, la section efficace do (x) est donnée 
par la formule (80,10). 
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particules de la paire ‘*): 


ar? m?p,p_ de, . 
do = — EE sin 6, d6, -sin 6_ d6_ dy x 


X { n (4e° — q 


? sin20, + p'sin?26_)— 


= <PsP— (2e? + 2e? — g?)sin 6, sin 6_ cos g} ;: (94,1) 


ka = Es — pa COS 02, = (p++p-—k), e+e =0 


(H. Bethe, W. Heitler, 1934). 
Par une transformation analogue, on déduit de (93,9) l'expression 
suivante pour la distribution d'énergie des composantes de la paire: 


+P- 4 + p? 
dou= Zrori HE de, {—5 20e HE + 
E, E 1 
+m (1 p5 Thor li P- }+ 


+ L [ — ee + TS (eie° + p;p° — m°e,e_) — 


3P,P- 
… RE (2, £,E- PS er. 4e P= EE =) |}, (94,2) 
E,E- — p,p- +m° _ en 
Lin ent, RTE 


Comme les formules ainsi obtenues sont basées sur l’approxima- 
tion de Born, elles sont valables à condition que Ze*/v+ < 1. No- 
tons que la symétrie des formules (94,1) et (94,2) par rapport à l’élec- 
tron et au positron est précisément une conséquence de l’approxi- 
mation de Born; elle disparaîtrait aux approximations d'ordres 
supérieurs. 

Dans le cas ultrarelativiste (+ > m), l'électron et le positron 
sont éjectés sous des angles 0: = m/e; par rapport à la direction 
du photon incident. La distribution angulaire est donnée par une 
formule analogue à (93,13): 
do = À Z'ar! Re Nr” 


oÿg* 


(Es 
(1 _. = 
0? 4-0? 
— HT 60 À Ze. RE (1 +62) (1 + 62) La 
es 6,6 cos p | | 
+ (+) (1 + 62) (1 +6) } 0,6. dô, dô_ dy, (94,3) 


1) Pour les effets de polarisation lors de la formation de paires par un pho- 
ton, voir les ouvrages indiqués au 8 93 pour le rayonnement de freinage. 
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avec 


7 — 6? + 6! + 26,6_ cos p + m? (HS + 148: ] (94,4) 


m 2e. 


Dans le mème cas. la distribution suivant les énergies est : 


ps nur As 2 2 . 
do — 47° are = (et+et+ + ese_) > 


É 2€,E. 1 
X (in = ——) (ultrarelat.). (94,5) 
L'intégration de cette expression sur de, (dans les limites de m à 
w) donne la section efficace totale de création de paires par un pho- 
ton d'énergie donnée !): 


28 2 109 
o = Z'are (In es), w © m. (94,6) 


De même que pour le rayonnement de freinage, le terme logarith- 
mique intervenant dans l'expression de la section efficace provient 
dans le cas ultrarelativiste du domaine de valeurs de g — m°?/e. Les 
angles correspondants sont maintenant ceux pour lesquels 


ô,—ô1<—, Ir—-41<— 
(au lieu de y < m/e dans (93,15)). Ainsi, à l'approximation loga- 
rithmique, les directions de l’électron et du positron forment avec 
la direction du photon des angles inversement proportionnels à 
leur énergie et se situent presque dans le même plan que Îla di- 
recltion du photon, mais de part et d'autre de cette direction. 

Au voisinage du seuil de réaction (w — 2m) l'approximation de 
Born est inapplicable. Pour obtenir une formule quantitative pour 
ce cas il faudrait tenir compte exactement de l'interaction coulom- 
bienne des trois particules chargées (du noyau et de la paire) à l'état 
final. Quant à la symétrie par rapport à l’électron (attiré par le 
noyau) et par rapport au positron (repoussé par le noyau), elle dis- 
paraît, bien entendu, dans ce cas. 

Si 


—;? 
Za & V — «1. (94,7) 
l'approximation de Born est encore applicable. Lorsque les éner- 
gies de la paire sont non relativistes, 6 = 2m > p. et donc q & w. 


1) Etant donnée la convergence de l'intégrale aux deux limites, l'inap- 
plicabilité de la formule (94,5) lorsque les valeurs de la différence e, — m sont 
faibles est sans importance. 
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Dans la formule (94.1) on peut poser partout €; — %X,; —= m, w — 
= 2m, si bien qu'elle se réduira à l'expression 


do — HE. La __— (p° sin? 6, + p° sin? 6_) do, do_ de,. (94,8) 


Après l'intégration sur les angles on a 


_ y P+p- (p? + pi) e 
do=— Z'ar° is — de, = 


= A (o—2m) V(e,—m)(e_— m) de.. (94,9) 


Enfin, en intégrant sur de; (dans les limites de m à w — m), on 
obtient Ja section efficace totale 


o= Z'art (2), (94,10) 


Si la vitesse relative (r,) des composantes de la paire créée est 
petite, il faudra tenir compte de leur interaction coulombienne 
l’une avec l’autre (4. D. Sakharov, 1948). Cette interaction devient 
importante lorsque v, est de l'ordre de grandeur (ou inférieure à) 
des vitesses de la particule dans l'état lié de l'électron et du posi- 
tron (positronium): 


lo < @. (94.11) 


Considérons ce processus dans le référentiel du centre d inertie 
de la paire. Dans les diagrammes représentant le processus dans ce 
référentiel les impulsions virtuelles proportionnelles à m sont es- 
sentielles. Autrement dit. les distances entre l'électron et le posi- 
tron proportionnelles à 1/m le sont également. Or, la fonction d'onde 
de leur mouvement relatif 4 (r) ne varie de façon appréciable que 
sur des distances r = 1/mv, = 1ima, c'est-à-dire sur des distances 
qui sont grandes par rapport à 1/m. Aussi, la prise en compte de 
l'interaction entre les particules aura pour résultat l'apparition du 
facteur #* (0) dans l'élément de matrice de transition. Corrélative- 
ment, la section efficace sera multipliée par | # (0) [*, c'est-à-dire par 

21a/v (94 12) 


4—e7 27/00 


(voir IJI (136,11). La vitesse relative de deux particules est la 

vitesse de l’une d'elles dans le référentiel où l’autre est au repos. 

En comparant les valeurs de l’invariant p+, p“ dans ce référentiel 

et dans celui du laboratoire (où le noyau est au repos), on obtient 
m? 


VIE — €4€_ — PP: 
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d'où on peut trouver vw. Si p+ et p- sont voisins l’un de l’autre en 
grandeur et en directivun, la vitesse v, est donnée par la formule ap- 
prochée 

= 2 624 (94,13) 
(applicable pour vw, 1); ici p = (p4 + p_-W2, e = (e+ + e_}/2 
et Ô est l'angle entre p+ et p.. 

La correction définie par les formules (94,12) et (94,13) à intro- 
duire dans la section efficace fait apparaître une anomalie dans la 
corrélation entre les impulsions de l’électron et du positron créés: 
un maximum étroit pour p+ Æ p. 


$ 95. Théorie exacte de la création de paires 
dans le cas ultrarelativiste 


Au cours des deux paragraphes qui précèdent le rayonnement de 
freinage et la création de paires électron-positron par un photon 
dans le domaine relativiste ont été étudiés à la base de l’approxima- 
tion de Born, ce qui exigeait en tout cas que Za < 1. Aux $$ 95, 96 
nous exposons la théorie de ces processus exempte de cette restriction, 
c'est-à-dire valable également pour Za — 1 (H. À. Bethe, L. Mari- 
mon, 1954). Dans cette théorie on suppose que les deux particules 
(les électrons initial et final ou les composantes de la paire) sont 
ultrarelativistes; leur énergie € > m. 

Nous avons vu que dans le cas ultrarelativiste les deux particu- 
les se déplacent sous de petits angles (6, 0” ou 8+, 6) par rapport à 
la direction du photon: 6 <& m/e. Cette propriété se conserve aussi 
dans la théorie exacte (suivant Za) et nous allons examiner précisé- 
ment ce domaine des angles. 

Le transfert d’impulsion au noyau dans ce domaine: qg = m. 
Cela signifie que dans les fonctions d'onde les paramètres d'impact 
p — 1/q = Â/m, c'est-à-dire les « grandes » distances, sont essen- 
tiels. A de telles distances, on peut se servir de la fonction d'onde 
obtenue au $ 39. Exposons les calculs correspondants relatifs au 
cas de la création de paires. 

La section efficace de création d’une paire est d’une forme analo- 
Hs celle de la section efficace d'effet photo-électrique (cf. (56,1), 
(56,2) : 


do= 2n|e VA = Maf6(—e—e) LE , (95,1) 


My= | HE (ae) ep, dr. (95,2) 


Ici, pe) est la fonction d'onde de l’électron et D la 
fonction d'onde d'énergie négative (—e.,) et d’impulsion — p.. 
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La fonction #%’,_ relative à la particule à l'état final doit conte- 
nir dans son asymptote (en le d'une onde plane) une onde sphéri- 
que convergente; cette circonstance est notée par l'indice supérieur 
(—) affectant la fonction. Suivant (39,10) une telle fonction d'onde 
s'écrit !) 

pe) = OT give ( 


Va 


LA 


=) FGv. 1, —i(pr+pr)u(p)), 


(95,3) 
CO — erv/2T (1 +Hiv), v= Za. 


Quant à la fonction ÿ{:,-»,, elle doit contenir dans son asympto- 
te une onde sphérique divergente (l'indice supérieur (<+)), parce que 
d’après son sens elle est fonction d’onde de Îl’« état initial d'énergie 
négative». La fonction d'onde du positron (formée à partir de 
Ÿ'#5-p.) comportera dans son asymptote une onde convergente, com- 
me il se doit pour une particule finale. Suivant (39,11) une telle 
fonction est de la forme 


(+) C0 ip d iav =) 
—E+ —P+ V2. ‘ +r[1 +5 X 


X (F( — v, 1, U (par a p+r)) u ( De P+); (95,4) 
CH = e-rv/2T (1 + iv). 


Notons que la nécessité de tenir compte des termes —1/e dans 
les expressions (95,3) et (95,4) est liée à la structure matricielle de 
M à (95,2). L'élément de matrice (œ);; est un vecteur dont la direc- 
tion est voisine de celle de k. C’est pourquoi le terme principal dans 
(œe),; est petit et les termes correctifs sont du même ordre de grandeur 
que lui. 

En portant (95,3) et (95,4) dans (95,2) et en négligeant les ter- 
mes æ1Â/E+e_, on trouve 


Mi == u* (p.) {(ea) 1 + (ex) (al) + (œ1-) ea)} u(— p4), (95,5) 
où 
N=CO =, (95,6) 
1= \ e-iatF*F, dir, 
1, Àe-iarFeyr, dr, 1 = | e-iar (vr MF, dir, (95,7) 
q=p;+p-—k 


1) Dans ce paragraphe p, =|p.l, g=1ql. 
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(où F_- et F+ sont les notations abrégées des fonctions hypergéo- 
métriques intervenant dans (95,3) et (95,4)). Notons tout de suite 
que les intégrales 7, Ï,, I_ sont liées par une identité: de 


| V(e-iarFeF,) dir =0 
on déduit 
q2 + 2e, l, + 2e_I_ — 0. (95,8) 
Le carré | M,; |* doit être moyenné sur les polarisations du pho- 


ton incident et sommé sur les directions des spins de l’électron et du 
positron !). On y parvient en effectuant la substitution du tenseur 


1 k 
er + (On —rinx), n=—, 
et des produits bispinoriels 


usus + 2p4 =(E4 V0 —p:y Fm). 
En effectuant également la substitution æ&— y°y, on trouve 
: N3 —— _ 
Ml 5 Tr p-Qp4Q — Tr p_ (nQ) p, (nQ)}, 
Q= 1 — Yv (71) — v° (vL) , 
Q= v2*— 7% (7) v — y (VE). 


Ecrivons tout de suite le résultat, que l'on obtient après des 
abstractions appropriées, pour le cas ultrarelativiste dans le domaine 
des petits angles qui nous intéresse 


04 — € 1. (95,9) 


Introduisons les vecteurs auxiliaires 
4 £ 
0: — . (pali, Ô:= — 0+ (95,10) 


(où l’indice 1 désigne la composante perpendiculaire à la direc- 
tion k). A l’aide de ces vecteurs la réponse s'écrit sous la forme 


N° 26? ô, 2 ô- 2 
Mi {ere 12 +2 I De +1] +2|1-5=+1| }- 
(95,11) 


Ici on a tenu compte du fait que 7 rire T4 (ainsi qu'il 


s'ensuit de (95,8)) et on a omis les termes d'ordre supérieur en m/e. 


. 1) Pour les calcu!s tenant compte de la polarisation de toutes les particules, 
voir Olsen H., Marimon L.— Phys. Rev., 1959, v. 114, p. 887, ainsi que le livre 
de Bayer, Katkov et Fadine indiqué à la p. 488. | 


32—0596 
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Les intégrales 1, peuvent être mises sous la forme 
. P« ôJ 


lei Gp, ? 


J= ann F(—iv, 1, i(par+psr)) F (iv, 1, ë(p-r + psr)) dix. 
(95,12) 


L'intégrale J s'exprime au moyen de la fonction hypergéométri- 
que complète !): 


4 (229 pr 
1=+(< — F(—iv, iv, 1, 2), 
: = 2 L (P+P-— p.P-)+ 2 (p.49) (p-q) 

(g°— 2p,q) (g° —2p-q) 


La dérivation par rapport à p. doit se faire pour un paramètre q 
donné et c’est seulement après la dérivation qu'on peut poser q — 
= p+ + p- — k. Nous donnerons le résultat sous la forme sous la- 
quelle ont déjà été faites les abstractions correspondant au cas ultra- 
relativiste et aux conditions (95,9): 


(95,13) 


4 Es Es ’ 
= See =)" {+ vabeF (2) +i À F' (2) (Ex — mô.)}. 
(95,14) 
On a introduit ici les notations abrégées suivantes : 
LE q° 
RTE ls (95,15) 


F(z)—=F(—iv, iv, 1,2) 


(où F (z) est une fonction réelle). Après cela l'intégrale Z se calcule 
directement à partir de (95,8). 

En portant les valeurs des intégrales dans (95,11) et ensuite 
dans (95,1), on trouve la section efficace différentielle cherchée. 
La formule définitive est u suivante : 
do = | n IE Z'ar: 6. 46,6. d5_-dp de, { F°(2) * 


sh av TS 
A | — 2e4e_ (OSES + ÔE) + w? (6, + 6°) EE +2 (ei + ei) x 
x B,6 EE cos pl+L-ÉÈ F'2 (2) — 2e,e_ (B*EE + 622) + 


Hu (HO) —2(e+e) 66 EE cosçl}. (95,16) 


1) Pour les calculs, voir l'article de Nordsieck indiqué à la page 469. 
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Lorsque v— 0, 


+ 1, F(2)—1, F'(2)2&v--0. 
L'expression (95,16) se réduit alors, comme il se doit, à la formule de 
Bethe-Heitler (94,3) correspondant à l'approximation de Born. 
Elle se réduit à la même formule aussi pour des v quelconques, si les 
angles de sortie de la paire satisfont aux conditions 


(84 — 8 K1, In—-pl<1. 


En effet, dans ce cas g < m, si bien que le second terme de l'accola- 
de de (95,16) peut être omis parce qu'il comporte le facteur (g/m)* 
supplémentaire (par rapport au premier terme). Quant au premier 
terme (en remarquant que (1 — z) — g°/m? <1)'), on a 


PRE 1 sh 
F(z2)—F(1=F(—iv, LV, 1, 1) = FAT EN = ‘ 
(95,17) 


et il y a donc réduction du facteur analogue devant les accolades. 
Passons à l'intégration de la section efficace sur les directions de 
sortie de la paire. 
L'intégration sur les angles sera divisée en deux domaines, I et 
I], pour lesquels on a respectivement 


D 1—2>1—2, I 1—2<1 —2,, 


où z, est une certaine valeur pour laquelle 1 > 1 — z, > (m/e)*. 
Puisque dans le domaine II on a 1 —z<«1, g° € m°, en vertu de 
ce qui précède, do = dog = d0 |, où dog est la section efficace 
à l’approximation de Born. Ceci étant, l’intégrale sur les angles s'écrit 


do, = ( do = |, do+ \. do|y-0 = (d6e,)8 + | (do do]y-0). 
(95,18) 


où (do+)8 est la section efficace de Born (94,5) intégrée sur les 
angles. 
Pour le domaine I on a 


2 
TT = 6: + 6° + 26,6 cos q. 


1) Cette valeur de la fonction peut être obtenue à partir de la formule III 
0 au relie entre elles les fonctions hypergéométriques des arguments z 
et de 1 — =. 
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Passons des variables 6+, 6_. w aux variables E+, E_, z. Le calcul 
direct du jacobien de la transformation donne 


n : — d dé = 
6, db,-6_d6..dy—#t -Rde 


où on 4 


J—5- TEE SE, LE - 26,8 +2 VEE (1—E,)(1—E)cosq. 


mm 


En exprimant cos @ et sin w à partir de ces expressions el en por- 
tant. le tout dans (95,16), on obtient après quelques transformations 
algwébriques simples, 
2 dé, de_ dz 
7 le PR ET AN DA se CR oi AN 7 7®. Vs on 
002 À des TETE FE TE ENT 


LÉO jet +69 (12) + 20e (EE) I+ 


+0 [(e° + e*)z+2e,e_ (E, + E — 1)21} , 


À - ( nv } Z'ar; 
 Vshaw 271" ° 


Enfin, introduisons au lieu de E+, E_ les nouvelles variables « sphé- 
riques» y, % définies par 
E, HE — 1— V'zsin x cos ÿ: 
E, LE Vi—2sin sin; 
VSI<T., 0LY<27; 
2.8, dé — V2(1-—2) sin x cos y dy dy. 


Les intervalles indiqués de variation de y et ÿ correspondent à la 
Varialion de E4+, E_ entre 0 et 1, c'est-à-dire de ô+, Ô_ (ou. ce qui 
revient au méme, de 6+, 6_) entre 0 et oo; la convergence rapide de 
l'intégrale admet un:tel élargissement du domaine de variation des 
angles. Après la transformation, le radical au dénominateur se réduit 


J2(1 —2)cos 7; l'intégration sur dy dy est élémentaire et donne 


F° (2) 


1 —2 


do=24-2n di (ri+ri+ ee) [ +25 F2(2) | de. 


On a introduit ici le facteur 2 qui tient compte du fait que l'inté- 
gration sur dz sera faite de Ü à z,, alors que chaque valeur de z est 
prise deux fois lorsque l’azimut 4 varie de 0 à x et de x à 2x. 
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L'intégration sur dz se fait à l’aide de la formule (92,14) qui 
prend pour v’ = —v (et respectivement pour F (z) réelle) la forme 
suivante 


F° ne : 1 d , 
ed tree GR) 


L'intégrale de cette expression est égale à z, F (z,) À” (z,).v*. La 


Fig. 18 


valeur z,F (z,) & F (1) est tirée de (95,17) et l'expression limite pour 
F' (2 — 1) est donnée par la formule ?) 


+ F'()=F(1—iv, 1+ iv, 2, Dæ—{In({—2)+2 0) ÈE, 


LS 


ou 


œ 


O)= + IF A+) + Yi) 2 (ENT 
1 


_ (95,19) 
Y (= L'(G)T (2). 


1) Pour la déduction de ces formules on pourra se reporter à l'annexe de 
l'article de Davies H, Bethe H. A., Mazimon L. C. — Phys. Rev., 1954, v. 93, 
p. 788. 
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En portant toutes les expressions obtenues dans (95,18), on 
obtient la formule définitive suivante: 
2 2e,E_ 1 de, 
do., — 4Z?ar; (et+ e° ++ e_) [in = —+—f(a2) | _ | 


(95,20) 


La section efficace totale de création d'une paire par un photon d'éner- 
gie w a pour valeur 


28 20 109 
0= + Zart| In LT f (a2) |. (95,21) 
On voit que dans ces formules les variations se ramènent à la soustrac- 
tion au logarithme de la fonction universelle du numéro atomique 
1j (aZ). La courbe représentative de cette fonction est donnée à la 
figure 18. Pour v 1, f (v) & 1,2v°. 


$ 96. Théorie exacte du rayonnement de freinage 
dans le cas ultrarelativiste 


L'élément de matrice pour le rayonnement de freinage est 
M = ( YU" (œe*) e-ikrplt) dr; (96,1) 


les fonctions d'onde des électrons initial (€, p) et final (e”, p') 
contiennent dans leurs asymptotes des ondes sphériques respective- 
ment sortante et entrante. Le calcul de cette intégrale est analogue 
à celui de l'élément de matrice (95,2). Mais nous exposerons ici un 
autre procédé de calcul de la section efficace de rayonnement de 
freinage, qui est basé sur le caractère quasi classique du processus 
considéré et n'utilise pas la forme explicite des fonctions d'onde de 
Jl'électron dans le champ du noyau; en ce sens, cette méthode n'est 
pas liée à une forme concrète du potentiel du champ (V. N. Bayer, 
V. M. Katkov, 1968). 
Lors du processus de rayonnement de freinage le noyau transmet 
à l’électron et au photon une impulsion q = p° + k — p. De même 
que dans le problème de la création de paires, il faudra distinguer 
deux domaines de valeurs du transfert d’impulsion q, transverse 
par rapport à p: 
um? 
e2 


om? 
Dm>n>%, Dar e<m. (96,2) 
Il est évident que dans le domaine I la section efficace d'émission du 
photon est donnée par sa valeur de Born: pour de tels q., l’impul- 
sion de recul du noyau n'est pas essentielle, comme il sera montré 
plus bas au $ 98 (voir déduction de la condition (98,10)). C’est pour- 
quoi, dans le domaine I, la section efficace du processus est égale au 
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produit de la section efficace exacte de diffusion d'un électron dans 
le champ du noyau immobile par la probabilité d'émission d'un 
photon qui est indépendante de la forme du champ. Mais d'après 
(80,10), la section efficace de diffusion dans le champ coulombien 
coïncide, dans le cas des petits angles, avec la section efficace de 
Born. Cette remarque s'applique donc à la section efficace de tout le 
processus dans le domaine I. 

Ainsi, c’est seulement le domaine II qui exige d' être examiné 
séparément. À de petits transferts d'impulsion correspond le passage 
de l’électron à de grandes distances d'impact du noyau: p — 1/q, > 
> e/m°. Mais à de telles distances le mouvement de l’électron est 
certainement quasi classique, ce qui est facile à vérifier tout simple- 
ment en appliquant la condition usuelle de quasi-classicisme III 
(46,7) à l'équation ultrarelativiste (39,5). 

Le caractère quasi classique du mouvement permet d'appliquer 
la méthode déjà utilisée au $ 90 pour le rayonnement de freinage 
magnétique. Dans ce cas, l'expression (90,7) traduit la probabilité 
d'émission lors d’un seul passage de l’électron près du noyau. 

Pour la fonction L qui figurait au $ 90, la formule (90,18) reste 
valable; la seule différence tient à la forme de la trajectoire quasi 
classique de l’électron r = r (t) d’après laquelle on calcule la diffé- 
rence ro — Fj: 

Lorsque les paramètres d'impact sont grands, le champ du noyau 
peut être considéré comme faible. A l’approximation d'ordre zéro, 
la trajectoire est une droite passant à la distance p du centre. A l’ap- 
proximation d'ordre suivant, l'équation du mouvement est la sui- 
vante (cf. I, $ 20) 


où p est un vecteur contenu dans le plan zy perpendiculaire à l’im- 
pulsion initiale de l'électron, et pour r figurant au second membre de 
l'équation il convient de prendre la fonction à l’approximation 
d'ordre zéro: 


ræ Vo+vrz Vp?+r. 


On a donc 


p(t)—p = —p|\-——. (96,3) 


La vitesse v ({) = p (t)/e (où l'énergie e dépend uniquement de la 
valeur de p et est indépendante de sa direction) peut être considérée 
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avec une précision suffisante comme constante. Ceci étant, une nou- 
velle intégration donne 


r(t)—r=v e—1y—< (p(#')— pil dt’. (96,4) 
LE 
Nous poserons {, = —o, de sorte que les quantités p, = p (—00) = 
= pet v = p/e seront l'impulsion initiale et la vitesse initiale de 
l'électron. 
Mettons la probabilité (90,7) sous È forme 


dw= | a (p) |? (96.5) 


Res 9 
où 


a (p) = ey = E R (t)exp {i + {ot — kr 1} dt, (96,6) 


+) ep 
AE 
Jci, € — e — w, p°(t) = p(t) — k. La fonction classique p (t) est 
donnée par la formule (96,3). Si p est l'impulsion initiale de l'élec- 


R(t)=- 


tron, on a pour le champ coulombien (U = —v/r, v = Za): 
= —. a 1 
r(=+t rs (Ve +2+t1. 


En introduisant le transfert d'impulsion dans le cas de la diffusion 
classique 


A=p(æ)—p(—)=—%, (26.7) 
on peut récrire ces formules sous la forme 


PO=p+rA(— +1], 
r(t)=(p ++ A)+ = Ve+ pe. 


(96,8) 


En se servant maintenant de la formule (90,20) pour R (t) et de 
l'expression (96,8) pour p ({) et r (t), on peut effectuer l'intégration 
sur le temps dans (96,6). Elle se fait en introduisant la variable 
E— — 7 (wi — kr (t)), 
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au lieu de !, et en utilisant la formule 
( Be it dE 
€ A 
| — = 2ix- (x), 
VXx+E 


où Æ, est la fonction de Macdonald. Mais il n’est pas nécessaire de 
faire les calculs complets parce que nous n'aurons besoin que de 
l'expression de a (p) pour de faibles valeurs du paramètre indépen- 
dant A(A << m). Pour ce cas on obtient 


a(p)= w;Dw;-Ax-K,(x), (96,9) 


où 
1= 02 (nv) 


n — k/w, et D est une certaine fonction de p, e et k (mais non pas de 
p) dont la forme exacte est sans importance ‘). Etant donné que dans 
le cas ultrarelativiste le photon est émis sous un petit angle 6 par 
rapport à la direction de la vitesse de l’électron, on a 


ë 6? 
Le paru (1-04) 
ou encore 


2 6 
X=P per (A+), =. (96,10) 


Comme il a déjà été dit, l'expression (96,5) donne la probabilité 
d'émission d'un photon lors d’un seul passage d'un électron de pa- 
ramèêtre d'impact p du noyau. La section efficace d'émission d'un 
photon de fréquence et de direction données s'obtient en multipliant 
cette probabilité par dp. dp,/v = dp, dp,, = d°p et en intégrant sur 
les paramètres d'impact: 


dsk - 
dos | la(p) 124. (96,11) 


Cependant, il faut se garder de penser que, sans intégration sur d°'p, 
cette formule donnerait la distribution en directions des électrons 
finals. La déviation de l'électron lors de son mouvement sur l'orbite 
classique se détermine univoquement par le champ extérieur et ne 
coïncide certainement pas avec sa déviation quantique indéterminée 
(de ce fait, la valeur limite p’ (co) de la fonction classique p’ (ft) ne 
coïncide pas avec la valeur finale réelle de l'impulsion de l’électron). 


1) Lors de l'intégration les spineurs ; et w, peuvent être considérés comme 
constants, c'est-à-dire qu'on peut négliger Îles variations de polarisation de 
l'électron lors de son mouvement ultrarelativiste classique. On peut s'en rendre 
compte en analysant les équations obtenues au $ 41. 
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Cela signifie que pour trouver cette distribution on devra utiliser 
ee autre décomposition de la fonction d'onde de l'électron en ondes 
planes. 

Comme il ressort de (96,11), a (p) est l'amplitude d'émission du 
photon lors de la collision avec le paramètre d'impact p. Mais les 
expressions (96,5) et (96,6) ne déterminent cette amplitude qu’à 
un facteur de phase près. Il est évident que ce dernier est égal à 
e”tke, Vu que la fonction r ({) comporte un terme indépendant du 
temps r; (oc) = p, ce facteur constant doit intervenir dans V;;, (t) 
et peut être sorti du signe d'intégration. Comme il n’est pas un opé- 
rateur, il n'est pas affecté par les opérations de commutation, de 
sorte que l'amplitude du processus d'émission s'écrit 


eikpa (p), (96,12) 


où a (p) est donnée par l'expression (96,9). 

Supposons que lorsque z—> —oo, l'électron soit décrit par une 
onde plane d'impulsion p orientée le long de l'axe des z. Cela signifie 
que pour z—> —oco la fonction d'onde de l'électron ne dépend pas de 
z et y et qu'elle se réduit à une constante qu'on peut poser égale à 
l'unité. Dès lors, lorsque z — oc, la fonction d’onde de l’électron 
ayant traversé le champ s'écrit !) 


p(oo)=S (p)= exp { —i | U(x, y, 2) de}. (96,13) 


D'un autre côté, d’après la signification même de l'amplitude de 
transition (96,12), la fonction d'onde de l’électron qui a traversé le 
champ et émis un photon est 


er *Pa (p)S (p).- (96,14) 


Quant à l’amplitude du processus d'émission d’un photon au cours 
duquel l’électron reste dans un état d'impulsion p’ déterminée, elle 
est donnée par la composante de Fourier correspondante de la fonc- 
tion (96,14), c'est-à-dire par l'expression 


a (a1)= | e-ire-itoa (p) S (p) p= | ea (p)S (p)dp, (96,15) 


1) Cf. III, 8 131, formule (131,4). Nous avons en vue mn 7 qui existe 
entre l'équation (39,5) (dans laquelle nous posons p? = &*) et l'équation de 
Schrôdinger non relativiste (39,5a). En tenant compte de la différence entre les 
coefficients figurant dans ces équations, il est facile de voir que dans notre cas 
Ja condition 111 (131,1) d'applicabilité de l'équation III (131,4) est effective- 
ment réalisée. Le fait que cette formule ne s'applique pas pour les = arbitraire- 
eh pas a sans importance pour les mêmes raisons que celles indiquées 
ans , $ ; 
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où q. est la composante transversale du vecteur transfert d'impul- 

sion au noyau (cf. III (131,7)). Pour ce qui est de la section efficace 

de diffusion avec une valeur donnée de q, elle a pour expression 
dk d?q, 

do = | a(q) | (ns (22° : (96,16) 


Calculons maintenant S (p). Dans le cas du champ coulombien 
que nous considérons, l'intégrale figurant dans l'exponentielle di- 
verge, conformément à la divergence de la phase dans la diffusion 
coulombienne. Aussi cette intégrale doit-elle être prise entre des 
limites finies: 
: 

U dz = —2v 


LR 


= —2v{n(R+ VAR Fp)—Inplz 
Vpi+z 

&s—2v%In2R+2vInp 
(RS p). Le premier terme, constant, est inessentiel, de sorte que 
S (p)=exp(—Z2ivinp)=p-?#*. (96,17) 


En portant (96,9) et (96,17) dans (96,15) et en intégrant sur les 
directions du vecteur p dans le plan zy, on obtient 


O9 y 


alu) ce v À p-208, (0 (10) p do. (96,18) 
0 


où J, est la fonction de Bessel. Nous n'avons pas écrit ici les facteurs 
qui ne contiennent pas v = 2. 

On voit que la variation de l'amplitude a (q,) (et donc de la 
section efficace (96,16)) en fonction de v est contenue dans un facteur 
séparé. D'un autre côté, lorsque v — 0, la section efficace doit ten- 
dre vers son expression de Born. Il est donc clair que la section effi- 
cace ne différera de celle de Born que par un facteur qui ne dépend 
pas de la polarisation de l’électron et n'influe pas sur les effets de 
polarisation. 

L'intégrale (96,18) peut être exprimée moyennant la fonction 
hypergéométrique à l’aide de la formule 


( z”ÀK, (ax) J,(br)zdr = 
0 


bT (2— 4/2) T (1 —2À/2) b® \—-1+2/2 À À b? 
= pen (tte)  F(St-2 x). 
ce qui donne 


a(qu)v(t— iv (2) T2(1— iv) F(iv, 1—iv, 2, z), (96,19) 
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3) 
z—1— ent (A+EY, 6=—. (96,20) 


On a utilisé ici le fait que dans le domaine II (voir (96,2)) la compo- 
sante du vecteur q parallèle à p a — valeur 


=P-dM er Te — (1 + 62)2. (96,21) 


Il est facile de s’en assurer en remarquant que dans ce domaine les 

angles entre les impulsions p, p’ et k satisfont aux conditions (93,15). 
La fonction hypergéométrique figurant dans (96,19) peut être 

ramenée à la fonction F (z) (96,15) au moyen de la formule 


2) + EE F'(a, b,c, 2). 


F(a, b+1, c+1, z)= — 


Le résultat définitif prendra alors la forme suivante: 
1 1—2)? …, 
do = dos pr [Fe (2) + pre ()] : (96,22) 


où do est la section efficace de Born (93,13) (H. À. Bethe, L. Ma- 
rimon, 1954). Lorsque qg > m°/e, on a z Æ 1, de sorte que le coeffi- 
cient de dog tend tout entier vers l'unité. En ce sens, la formule 
(96,22), obtenue pour le domaine I], devient automatiquement va- 
lable pour tout g &< m. Lorsque q < m°/e et que le coefficient cor- 
rectif intervenant dans (96,22) est différent de l'unité, les vecteurs 
p, p’. k sont presque coplanaires et les valeurs de 6 et 6’ sont pres- 
que égales l’une à l’autre; cette circonstance a déjà été prise en com- 
pte dans (96,22). Ainsi, g figurant dans (96,20) pour z peut être ré- 
crit sous la forme 


LL = 6? +6"? — 266 cos p+ er = (1+8, (96,23) 


c'est-à-dire qu'on peut poser Ô — Ô’ dans le second terme de (93,14), 
mais non dans le premier qui ne contient pas de petit coefficient 
(— m°/e°). 

Pour trouver la section efficace intégrale (sur les angles) il n’est 
pas nécessaire de refaire l'intégration, comme le montrent les raison- 
nements suivants (4. Olsen, 1955). Les diverses directions de p 
(pour une énergie £’ donnée) correspondent à la dégénérescence de 

état final de l'électron. Il est évident que le résultat de la somma- 
tion sur les états se rapportant à un état dégénéré est indépendant de 
la façon dont sera choisi l’ensemble complet de ces états. Cela permet 
d'utiliser pour la sommation sur les directions de p” un système de 
fonctions £',: au lieu du système 4£}. (nécessaire pour calculer la 
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section efficace différentielle), c'est-à-dire de déterminer l'élément 
de matrice du rayonnement de freinage par 


frein ; +) e (+ 
Mi = | pe (œe*)e ikrpes) dir. 


[1 est facile de vérifier que cette intégrale coïncide avec l'intégrale 


(MY) *, si dans cette dernière l'on remplace les paramètres des 
fonctions d'onde comme suit 


P+, Dis Es —p, —pP, —E€E, P-, P., Ep, P', €, k——k 


(et si l’on change les variables d'intégration: r —— —r). 

Cela montre clairement que la section efficace intégrale (sur les 
angles) de rayonnement de freinage peut être obtenue à partir de la 
section efficace de création d’une paire (95,20) en multipliant cette 
dernière par 


(cf. (91,6)) et en effectuant les substitutions € + —+ —E€, e_— €’. On 
trouve ainsi 


U 


do == 4Z?art = (=+5-<) [in 


_ —+-f(a7)] €. (96,24) 


On voit que les corrections aux formules de Born pour les sections 
efficaces intégrales de rayonnement de freinage et de création d'une 
paire sont données par une seule et même fonction f (aZ). 

La formule (96,24), qui n'est liée à aucune limitation imposée à 
la valeur de Za, permet le passage à la limite classique: fi —+ 0, 
Za —+ oo. À cette limite, il faut aussi poser € Æ €’. Ayant en vue 
l'expression asymptotique Ÿ (z) Æ In z pour | z | —> œ et la valeur 
ÿW 4) = —C (où C est la constante d’Euler), on obtient pour le 
freinage efficace 


16Z?r°e° 2e? 1 
Ru do — ge [in  — DE — C| du. (96,25) 


mcuwuZe? 


Cette expression, qui ne fait pas intervenir À, donne la distribution 
spectrale classique de l'intensité du rayonnement de freinage. 
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$ 97. Rayonnement de freinage d’un électron diffusé 
par un électron dans le cas ultrarelativiste 


Le rayonnement de freinage d'un électron diffusé par un électron 
est représenté par huit diagrammes de Feynman: quatre diagram- 
mes 


k k 
| l 
| Î 
Dsl 2è— p, D @—— "le —— p, 
| (97,1a) 
pe — le Pr De e—le—?, 
PR Di —5— ?: (97,1b) 


el quatre diagrammes « d'échange » qui s'obtiennent des diagram- 
mes (97,1) en permutant p, et p.. Nous indiquerons ici les résultats 
des calculs pour le cas ultrarelativiste (G. Altarelli, F. Buccella, 
1964: F. NV. Bayer. V. S. Fadine, V. A. Khosé, 1966) !). 

Dans le référentiel du laboratoire (référentiel de repos de l'un 
des électrons initiaux. par exemple du deuxième), la section efficace 
intécrale sur les directions du photon peut être représentée par une 
somme do = dot!)  dot?), où 


do‘ — 4ar do = | a —+) (in € 0 ED +) : (97,2) 


€ EE — € mo 
a 2 ne m m° 2e 2m 5m° 
do? = + are DE {(a—2+ 7) In— Re ar) (97,3) 


a 8 (5 (1 812 (12) 
(pet m-2+ 6) 242% (07,2) 


22 


1) Pour les détails des TE voir par exemple le livre de Bayer, Katkov, 
et Fadine mentionné à la p. 
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(e étant l'énergie initiale du premier électron). 

Ces formules sont précises à des termes d'ordre relatif m/e près. 
Avec cette précision, il se trouve que les contributions apportées à 
la section efficace par divers diagrammes n'interferent pas entre elles 
et en ce sens les sections efficaces dot”) et dot” correspondent au 
rayonnement de chacun des deux électrons: celui de l’électron rapide 
et celui de l’électron de recul (diagrammes (97,1a) et (97,1b)). 

La contribution apportée à la section efficace par les diagrammes 
du type d'échange est la même que celle des diagrammes « directs ». 
Etant donnée l'identité des électrons, la contribution totale des 
diagrammes directs et d échange doit être divisée par 2; on peut 
donc considérer la seule contribution des diagrammes directs et igno- 
rer l'identité des particules. Dans le cas de la collision entre un élec- 
tron et un positron ce sont les diagrammes d'annihilation qui figu- 
rent au lieu des diagrammes d'échange. Cependant, leur contribution 
est d’un ordre relatif de m/e, c'est-à-dire qu’elle est négligeable. Cela 
signifie qu'avec la précision indiquée la section efficace de rayonne- 
ment de freinage est la même, que l’électron entre en collision avec 
un autre électron ou avec un positron. 

Lorsque w > m, le rapport 


do) m 
dot pra 1, 


c'est-à-dire que le rayonnement de l’électron de recul est petit par 
rapport à celui de l’électron rapide (lorsque ce rapport atteint l’ordre 
de m/e, la formule (97,3) n’a bien entendu plus de sens). Par contre, 
pour wo € m, les deux parties de la section efficace deviennent pres- 
que égales : 


dot) = 18 œr2 ed In 2 : dot? = 16 œr2 %] 
3 ta) mo 3 @ 


n— , @<m. (97,5) 


Pour que les formules (97,2) à (97,5) soient valables, il faut 
que l’un au moins des électrons reste ultrarelativiste après le rayon- 
nement. En d'autres termes, la fréquence du photon doit être suf- 
fisamment éloignée de la frontière rigide du spectre, c'est-à-dire de 
la fréquence maximale w,,, qui peut être émise. L'énergie finale 
des électrons sera minimale et celle du photon, maximale lorsque 
les deux électrons se déplacent après le rayonnement dans la direc- 
tion du photon et ont les mêmes vitesses. Les lois de conservation 
donnent alors 


E + M = Omax + 2€, Pl = Omar + 21p |. 
En faisant disparaître e’ et p', on obtient 


(E+m—onax) — (|pl — max)? = 4m?, 
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d’où 
m (e—m) 


m+e—]p} . (97,6) 


Omax — 


Poure > m,ona wn,; © €. Ainsi, les formules (97,2) à (97,4) sont 


» 


valables à condition que 
Omar — DE — © D m. (97,7) 


La section efficace de rayonnement par un électron rapide (97,2) 
coïncide exactement avec celle d’un électron choquant un noyau de 
Z = 1 (formule (93,17)). Cette coïncidence n'est pas un effet du ha- 
sard et ses raisons sont expliquées par l’analyse du rôle joué par le 
recul dans le processus de rayonnement. 

Pour établir la formule (93,17), nous avons négligé le recul de la 
particule immobile (du noyau): nous l’avons remplacé par un champ 
extérieur constant. Cela revient à négliger la composante temporelle 
du quadrivecteur transfert d’impulsion g = p — p+ k (énergie de 
recul). Montrons que dans le cas ultrarelativiste une telle abstraction 
est admissible, quand l’électron rayonne en choquant non seule- 
ment un noyau mais également un électron. 

Ecrivons qg° sous la forme 


— = —(e +w—e)}+(pi+o— py)+(p1—p1), (97,8) 


où les indices inférieurs désignent les composantes des vecteurs p' 
et p (les impulsions initiale et finale de l’électron), parallèles et per- 
pendiculaires à la direction du photon k. Dans le cas ultrarelativiste 
les angles 6 et 0” (formés par k avec p et p’ respectivement) sont pe- 
tits: 0 < m/e, 0° S m/e. Par conséquent, on peut écrire 


Ipil— Ipl8— m, 
p° ° p° 
Pa IPl-x Re , (97,9) 
et de même pour pi, pr- 
Lorsqu'on ne tient pas compte du recul, & + w — e — 0; la 
différence py + — py — m*/e, de sorte que 
—g° (ps —p1}- m. (97,10) 
L'énergie de recul (diffusion par un électron) s'exprime par 
Go=e+w—e— em. (97,11) 


Quant à la variation de p, due à la variation de &’, on peut la né- 
gliger. Aussi, la variation de q° tenant compte du recul est traduite 
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par les deux premiers termes de (97,8) ; nous la désignerons par Agi. 
En utilisant (97,9), on obtient 


°3 
Age (e+o—e(-T-L4T 


£ 


En comparant cette relation à (97,10), on voit que Ag? & |g l°, ce 
qui justifie l’abstraction du recul !). 

Le fait qu'une particule rapide rayonne dans un cône étroit 
(d'angle d'ouverture —m/e), dans la direction de son mouvement, 
permet d'obtenir la section efficace de rayonnement dans le référen- 
tiel du centre d'inertie par une simple conversion de la section effi- 
cace (97,2) à partir du référentiel du laboratoire *). 

Dans le référentiel du centre d’inertie, les deux électrons rayon- 
nent également, chacun dans la direction de son mouvement (cette 
circonstance explique clairement pourquoi les rayonnements des 
deux particules n’interfèrent pas). L'énergie d'un électron ultrare- 
lativiste dans le référentiel du centre d'inertie est liée à son énergie 
e dans le référentiel du laboratoire par la relation 2E? — me, tan- 
dis que les fréquences Q et w du photon dans ces référentiels sont 
liées par la relation w/e — Q/E (ces égalités sont faciles à obtenir si 
l’on compare les valeurs des invariants (p,p,) et (p.k) dans les deux 
référentiels). Ceci étant, on trouve pour la section efficace de rayon- 
nement de chacun des électrons dans le référentiel du centre d’inertie 


doit) = dot? — 


hat (rats) 7). 6749 


Pour que la formule (97,12) soit applicable, il est encore néces- 
saire que la fréquence du photon ne soit pas voisine de la frontière 
du spectre. Pour une particule ultrarelativiste la transformation in- 
diquée plus haut donne directement à partir de @,,r © € 


E 
Omar © Omar = À E- (97,13) 


Ainsi, dans le référentiel du centre d'inertie, les électrons ne peuvent 
rayonner que la moitié de leur énergie totale 2£. Le calcul direct 
de Gas est facile à faire si l’on remarque qu'après l'émission d'un 


1) Cette conclusion est certes d'autant plus vraie pour le rayonnement d'un 
électron choquant un noyau pour lequel l'énergie do recul g = q°/2M — 
— m3/M, où M. est la masse du noyau. 

3) Dans le cas général une telle conversion est impossible parce que la 
contribution au spectre dans un intervalle de fréquence dw donné provient des 
photons émis dans des directions essentiellement différentes. 


33—0596 
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tel photon les électrons se déplaceront (dans le même référentiel) 
avec les mêmes vitesses en sens inverse du photon. On a 


2E=2E"+Quax 21P = max: 
d’où 
(97,14) 


et on obtient de nouveau, dans le cas ultrarelativiste, la relation 
(97,13). Ainsi, la formule (97,12) est applicable si 


Quor-QE-Q 9m. (97,15) 


Indiquons maintenant les formules pour le rayonnement dans le 
référentiel du centre d'inertie dans le cas limite inverse, au voisinage 
de la. frontière du spectre, lorsque *) 


Qmax 8 Em. (97,16) 


Etant donné que dans ce cas le recul est très important, les résul- 
tats obtenus diffèrent de ceux de la diffusion par un centre immobile 
et diffèrent aussi pour la diffusion électron-électron et pour la dif- 
fusion électron-positron (VW. N. Bayer, V. S. Fadine, V. A. Khosé, 
1967). 

Dans le cas de la diffusion d’un électron par un électron, en plus 
des carrés des diagrammes (97,1) une contribution à la section effi- 
cace de rayonnement au voisinage de la frontière du spectre est égale- 
ment apportée par les produits des diagrammes directs et d'échange 
(termes d’interférence), où rayonne une seule et même particule. 
initiale, par exemple le produit du deuxième des diagrammes (97,1a) 
par le diagramme suivant 


= 


Cela tient à ce qu’au voisinage de la frontière les particules finales 
ont des impulsions proches et il n’y a pas de raisons pour que les 


1) Bien entendu, le résultat obtenu à l’approximation de Born n’est valable, 
comme d'ordinaire, que tant que la vitesse relative des électrons finals est gran- 
de par rapport à &. Dans le cas contraire on doit tenir compte de l'interaction 
des particules à l'état final. 
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termes d'échange soient petits. La réponse définitive pour la section 
efficace est la suivante: 


: (E(Qmax—Q) 7/2  dQ 
m 


do = 2ar° (97,17) 


Qmax 

Lors de la diffusion d’un électron par un positron, une contribu- 
tion logarithmiquement grande est apportée à la section efficace de 
rayonnement par les carrés des diagrammes d’annihilation, où rayon- 
nent les particules initiales: 


(97,18) 


Avec une précision non logarithmique, les carrés des autres diagram- 
mes sont eux aussi importants. Les termes interférentiels, eux, sont 
petits. En définitive, la section efficace s'exprime par 


_oyr/ 
do = 2ar? LE Omar OI (in +1) (97,19) 


On voit que le rayonnement lors de la diffusion électron-positron 
est logarithmiquement grand par rapport au rayonnement dans le 
cas de la diffusion électron-électron. 


$ 98. Rayonnement de photons mous lors des collisions 


Soit do, la section efficace d’un certain processus de diffusion 
des particules chargées qui peut s'accompagner de l'émission d’un 
nombre déterminé de photons. Considérons de pair avec cette diffu- 
sion un autre processus qui ne diffère du premier que par l'émission 
d'un photon supplémentaire. Si la fréquence w de ce photon est 
suffisamment petite (les conditions correspondantes seront formu- 
lées plus bas), la section efficace do du second processus est liée à 
do, par une relation simple. 

En effet, lorsque les fréquences w sont petites, l'influence inverse 
de l’émission de ce quantum sur le processus de diffusion peut être 
négligée. Autrement dit, la section efficace do peut être représentée 
par un produit de deux facteurs indépendants: la section efficace 
do, et la probabilité d'émission d’un photon lors de la collision. 
L'émission d’un photon mou est un processus quasi classique; de 
ce fait, sa probabilité coïncide avec le nombre (calculé classiquement) 
de quanta émis lors de la collision, c’est-à-dire avec l’intensité clas- 


33° 
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sique (l'énergie totale) d7 de rayonnement divisée par &© (— Au). 
On peut donc écrire 


do = do +. (98,1) 


Montrons que cette formule peut être obtenue par application 
des règles générales de la technique des diagrammes (J. M. Jauch, 
F. Rohrlich, 1954). 

Les diagrammes du processus avec émission d’un photon supplé- 
mentaire s’obtiennent à partir des diagrammes du processus prin- 
cipal par adjonction d'une ligne photonique externe « dérivant » 
d’une ligne électronique quelconque (externe ou interne), c'est-à- 
dire en effectuant le remplacement de 


Kk x 
\ (98,2) 
a par 2 —— 
p-k  p 


Il est facile de voir que le rôle principal sera joué par les diagram- 
mes obtenus par une telle substitution dans les lignes électroniques 
externes. En effet, si p est l’impulsion de la ligne externe (p° = 
— m°), pour les petits À on aura aussi (p — k)? = m°, c'est-à-dire 
que le facteur G (p — k) qui s'ajoute dans le diagramme se trouvera 
au voisinage de son pôle. 

Pour la ligne de l’électron initial p la substitution (98,2) se ra- 
mène à la substitution suivante dans l'amplitude de réaction: 


u(p)—+e V 4x G(p—k)(ve*)u (p) = 
= eV En RS (yet) u (p) & — e VA ET (yet) u (p). 


En remarquant que 
(vp)(ve*)=2pe* —(ve*) (vp), vpu(p)=mu(p), 
on trouve la règle de substitution sous la forme 
u(p}—e Van Eu (p). (98,3) 


D'une manière analogue, pour la ligne de l'électron final p’ le rem- 
placement dans le diagramme de 
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signifie la substitution dans l'amplitude 

—_— — — ,,% 

u(p')—eV 4nu (p') EE (98,4) 

Dans toutes les autres parties du diagramme on peut tout simple- 
ment négliger les variations d'impulsions des lignes liées à l’émis- 
sion du photon k. Ce faisant, on sous-entend que l'énergie w du pho- 
ton est en tout cas pelite par rapport aux énergies de toutes les par- 
ticules participant à la réaction (v compris par rapport aux énergies 
des photons durs rayonnés s'il en existe). 

Supposons, pour fixer les idées, que la section efficace do, se 
rapporte à la diffusion d'un électron par un noyau immobile (avec 
émission possible de photons durs). L'amplitude de ce processus, 
que nous conviendrons d'appeler « élastique », est de la forme 


MS = u(p')Mu (p). 
En y effectuant une fois la substitution (98,3) et une autre fois, la 


substitution (98,4) et en additionnant les résultats, on obtient l’am- 


plitude de rayonnement de freinage des mêmes photons durs et du 
photon mou k !): 


_ arélast 1/72 ((p'e*) _ (pe*) 
Ma Mie Va (Es — on ) (98.5) 
Par voie de conséquence, la section efficace s’exprime par 
(p'e)__ (pe) 1° _&k 
(pk) (pk) J (37)°20 
En la sommant sur les polarisations du photon #, on obtient 
= st pp.) 98.7 
do — e (pk) (pk) PER dOejast- (98. { ) 
Exprimée au moyen des quantités tridimensionnelles, cette for- 
mule prend la forme?) 
do = a | LE M LORS ER 


1—v'n 1—vn ar? 


do = dOéiast - 4Tte? (98.6) 


AOerasts (98.8) 


où n = k/w:; v et v’ sont respectivement les vitesses initiale et fi- 
nale de l électron. On voit que l'expression figurant devant dosiast 
coïncide effectivement avec l'intensité classique (divisée par w) de 
rayonnement (cf. II (69,4)) comme l’affirme la formule (98,1). 


1) Notons que l'apparition de la différence dans cette formule est le résultat 
naturel de l'invariance de jauge : l'amplitude de réaction ne doit pas changer 
quand on remplace le quadrivecteur polarisation e —+ e + const-k. 

2) Pour l'obtenir il est commode de revenir à (98,6) en posant 


p = (e, ev), pk = ew (1 — vn), .... e = (0,e) 


et en sommant de nouveau sur les polarisations à l’aide de la formule (45,4a). 
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La condition d’applicabilité des formules obtenues exige aussi, 
outre la petitesse de w devant &, que le transfert d'impulsion q au 
noyau soit grand par rapport à la variation ôq de cette quantité, 
due à l'émission d’un photon mou. On a 


Ôq == (p°—p—k) — (p°— phu=0 = ôp —k, 


. avec 
"| d|p°| 2 RCA 
lôp me Ur 
et | k | — w. Dans le cas non relativiste (v € 1) on obtient donc 


w/|qlv € 1. (98,9) 


Lors de la diffusion par un potentiel coulombien (et en général par 
un potentiel lentement décroissant avec la distance) | q | — 1/p 
(où p est le paramètre d'impact), si bien que cette condition peut 
être représentée aussi sous la forme wt € 1, où t — p/v est le temps 
caractéristique de collision. 

Dans le cas ultrarelativiste, les photons sont émis essentielle- 
ment dans des directions au voisinage de v ou v’ (comme le montre 
l'analyse des dénominateurs de (98,8)). Si l'angle de diffusion 86 
de l’électron est petit, les directions des trois vecteurs p, p’, n sont 
voisines l’une de l’autre. Alors 


, 1 dd. om* 
Lôqi = 16p1—1kl=w (+1) - 2, 
et comme | q | — €0, nous obtenons la condition 


5 + D. (98,10) 


Etant donné le caractère ne classique des formules (98,5) à 
(98,8), elles sont valables pour le rayonnement par ! toutes les particu- 
les chargées (et non forcément par les électrons pour lesquels elles 
ont été établies). Dans le cas général où plusieurs particules char- 
gées participent à la réaction, la formule (98,5) doit s’écrire sous la 
forme 


M} = Mit e VAn D 2 (LE 2), (98,11) 


où la sommation est étendue à toutes les particules (de charges Ze): 
Jes formules (98,6) à (98,8) subissent elles aussi des modifications 
correspondantes. 

Notamment, dans le cas non relativiste on a 


My= MS VE S Z(v ver. (98,12) 
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Pour deux particules cette formule prend la forme 


Mj= mé VAE (ue _ Ze) ges, 
DR (98,13) 
m1Mls 
Mit Me ? 


où v et v’ sont les vitesses relatives des particules respectivement 
avant et après collision. En intégrant le carré | M,, [* sur les direc- 
tions de sortie du photon et en le sommant sur les directions de la 
polarisation du photon, on en déduit la distribution spectrale non 
relativiste du rayonnement sous la forme 


q=m(v —-v),, m— 


Les résultats obtenus se généralisent au cas de l'émission simul- 
tanée de plusieurs photons mous. Pour chacun des photons, à l’am- 
plitude M;, est ajouté son facteur sous la même forme que celle figu- 
rant devant M5 dans (98,5). Il est facile de s’en assurer directe- 
ment sur l'exemple de deux photons. Les lignes des deux photons 
émis doivent être ajoutées sur les lignes électroniques externes et 
ceci dans deux ordres différents, c’est-à-dire que le diagramme avec 
la ligne externe p est remplacé par deux diagrammes avec les lignes 


A | Kix  ku 
Te + \ \ 
\ \ La W 
R—— nt ——— ou ——@ à — ur — 
pk; -k3  p-k. P p-ki-k> p-Kk: p 


Chacun d'eux contient le facteur (les dénominateurs des propagateurs 
électroniques) 


4 1 1 4 
5 OÙ = —— | 
2(pki+ pks) 2pki 2(pk1+pka) 2pka 


Leur somme est égale à 


RUE 
2pk1 2pks ? 


c'est-à-dire qu'elle contient le produit de deux facteurs indépendants 
correspondant aux premier et second photons. Après quoi, dans la 
somme de tous les diagrammes les termes sont réunis (en vertu de 
l'invariance de jauge) en un produit des différences 


(Dé )(pe 2) 
P'ks Pk: P'ka Pk3 l° 
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Conformément à la décomposition de l'amplitude en facteurs 
la section efficace de processus se décompose elle aussi en facteurs. 
Ainsi, les photons mous sont émis indépendamment. La section 
efficace d'un processus avec émission de x pho:ons mous peut être 
représentée sous la forme 


d0 = dons dU .…. dUn, (98,14) 


où dw,, dw,, ... sont les probabilités d'émission séparée des pho- 
tons k:, k,, . . . En effectuant l'intégration de cette formule sur un 
intervalle fini de valeurs des variables (des fréquences et des di- 
rections), le même pour tous les quanta, on doit introduire le facteur 
1/n! qui tient compte de l'identité des photons. 

Si l'on intègre 1a section efficace (98,1) sur les fréquences dans 
un certain intervalie fini, compris entre w, et w., on obtient une 
expression de la fo rme 


do = ain — dOejast (98,15) 


(cf. (98,8)). Ce faisant, on sous-entend que les deux fréquences sont 
molles, de sorte que les valeurs possibles de w, sont limitées par la 
condition d'applicabilité de la méthode. Néanmoins à l'approxima- 
tion logarithmique, on peut poser w, — e, où e est l'énergie ini- 
tiale de la particule rayonnante. Quant aux valeurs de w,, elles ne 
sont limitées en rien d'en bas. Mais en faisant tendre w, vers zéro, 
on voit que la section efficace de rayonnement de tous les quanta 
mous possibles devient infinie. Expliquons le sens de cette situation 
que l’on appelle catastrophe infrarouge (F. Bloch, A. Nordsieck, 
1937). 
Si 

aln< > 1 (98,16) 

O1 

on aura dO > dOgjast. Mais cela signifie l’inapplicabilité de la 
théorie des perturbations, l'impossibilité de calculer do comme une 
quantité d'ordre de petitesse supérieur à celui de dogast. Autrement 
dit, on doit prendre pour paramètre de petitesse non pas a mais le 
produit « In (e/o). 

Ainsi, les formules (98,5) et (98,6) établies sur la base de la théo- 
rie des perturbations cessent d’être vraies lorsque les fréquences 
sont suffisamment petites. D'un autre côté, la formule classique 
donnant l'intensité dI (II (69,4)) s'applique d’autant mieux que w 
est plus petit. Aussi la formule (98,1) reste-t-elle vraie si on lui donne 
un sens plus classique. À savoir, on supposait dans (98,1) l'émission 
d’un seul photon; alors l'énergie que la particule perd par rayonne- 
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ment coïncide avec w et la « section efficace de perte d'énergie rela- 
tive» est donnée par l'expression w do/e ou 


dl 
dOéiast — . (98,17) 


Or, en réalité, lorsque les fréquences w sont suffisamment petites, 
Ja probabilité de rayonnement n'est pas faible et la probabilité de 
rayonnement de deux ou d’un plus grand nombre de photons est 
plus forte que celle d'un seul photon. Dans ces conditions l’expres- 
sion (98,17) reste valable mais l'intensité classique dJ définit non pas 
la probabilité d'émission d’un seul photon mais le nombre moyen 
de photons émis 


FE (98,18) 
o 
ou, dans un intervalle de fréquence fini, 
w2 
ne | (98,19) 
O0] 


Comme les photons mous sont émis de façon statistiquement indé- 
pendante (ceci est vrai à toutes les approximations de la théorie 
des perturbations), on peut appliquer au processus d'émission de 


plusieurs photons la formule de Poisson : la probabilité w (n) d'émis- 


sion de nr photons s'exprime en fonction du nombre moyen n par la 
formule 


w(n) — me exp(—n). (98,20) 


Mettons la section efficace de processus de diffusion avec rayon- 
nement de photons sous la forme 
do = dükiast * W (n). (98.21) 
Puisque S'w (n) — 1, doias est la section efficace totale de diffu- 
sion accompagnée de tout rayonnement mou. Cette circonstance 
ressort clairement de l'étude classique; mais dans le cadre de la 
théorie des perturbations dOgas est la section efficace de diffusion 
purement élastique. Or, la théorie des perturbations est ici inappli- 
cable. La situation est telle que doust calculée en théorie des per- 
turbations en tant que section efficace de diffusion élastique tient 
compte en réalité du rayonnement de n'importe quels photons mous. 
Quant à la section efficace de diffusion purement élastique, elle est 


en réalité nulle: lorsque w, — 0, le nombre moyen nr —+ © et, en 
vertu de (98,20), la probabilité de rayonnement de tout nombre fini 
de photons s'annule !). 


. 3) Nous reprendrons la discussion de cette situation au $ 136, à propos de 
l'étude des corrections radiatives. 
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Problèmes) 


1. Trouver la distribution spectrale du rayonnement de freinage de quanta 
mous par un électron relativiste choquant un noyau. 
Solution. L'intégration de la formule (98,8) sur do, donne 


do 
où 
__2p_2Æ+1 VE) 1] _Ipl. 8 
F (&)= Tr EVE +1 In(£+ VE+1)—1|, È— m Mo (2) 
{p est l'impulsion, 6, l'angle de diffusion de AS Dans le cas ultrarelati- 
viste, le rôle principal est joué par le domaine des angles 
2 
0€ — G) 


(la frontière inférieure est déterminée par la condition (98,10), pour la frontière 
supérieure voir plus loin). Alors £ = e0/2m< 1, si bien que 


FOR E 


et la section efficace de diffusion élastique d’un électron par un noyau (voir 
80,10)) a pour expression 
dO past © 4Z?r2 Les ee - (4) 
L'intégrale 
ie run Le [8 


diverge logarithmiquement ; elle est coupée en bas aux angles 0 — m°w/e* et en 
baut pour £ — 1, c'est-à-dire aux angles 60 — m/e (lorsque £ —+ oo, 


4 
F Fu TT In E, 
de sorte que l'intégrale converge). Ainsi, à l’approximation logarithmique, on 
trouve 
16 dw e° 


ddy= 7 Z'ari ln, (5) 


ce qui est conforme à la partie logarithmique de la formule (93,17) (dans laquelle 
il faut poser e = e’). On ne peut atteindre une précision non logarithmique 
qu'en sortant des limites du domaine quasi classique. 

2. Déterminer (dans le référentiel du centre d inertie) pour la collision de 
deux électrons ultrarelativistes la section efficace d'émission simultanée de 
deux photons mous dans des sens opposés, sous de petits angles par rapport aux 
impulsions des électrons. 


1) Les applications de la formule (98,7) décrites ci-dessous appartiennent à 
V. N. Bayer et V.M. Galitski (1964). 
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Solution. Les photons qui se meuvent dans des sens opposés sont émis 
par des électrons différents dont chacun rayonne dans le sens de son mouve- 
ment. La section efficace de rayonnement simultané a pour expression 
die 


dw e ., 
do = do jast" &F (E) ru -aF (E) us S = sin TZ: (6) 


où e est l'énergie de chacun des électrons, 6, l’angle de diffusion dans le réfé- 
rentiel du centre d'inertie, le même pour les deux électrons (puisqu'il est connu 
que les photons sont émis dans des directions différentes, le facteur !/, ne doit 
pas intervenir dans la section efficace). La section efficace de diffusion elastique 
des électrons aux petits angles coïncide, dans le référentiel du centre d'inertie 
dans le cas ultrarelativiste, avec (4) (cf. (81,11)). A la différence de (1) la section 
efficace (6) se comporte comme 6 d8 lorsque 8 —+ 0, de sorte que l'intégrale con- 
verge. D'un côté, cette circonstance permet d'étendre l'intégration j ’à 60 — 
— ( (sans se soucier de la violation possible de la condition d'applicabilité 
de la méthode). D'un autre côté, la contribution principale à la section efficace 
intégrale est maintenant apportée par le domaine des 6 m/e (et non des 
6< m/e), de sorte qu'on doit utiliser l’expression exacte (2). L'intégration de 
la section efficace sur les angles de diffusion donne le résultat suivant: 


2 T , 1 dos . do do: 
dus | 543 g (3) | réa y We — 9.9réa WU  Qo 


(où & est la fonction de Riemann; & (3) = 1,202). 


$ 99. Méthode des photons équivalents 


Comparons les deux processus décrits par les diagrammes 


Q q Q q 
, d4 
À x 


k 


| (99,1) 


(les cercles représentent, par convention toute la partie intérieure 
du diagramme). Le diagramme a) représente la collision entre un 
photon k (4° — 0) et une certaine particule de quadri-impulsion g 
(et de masse m; q* — m*). Par suite de cette collision il se forme un 
système (une particule ou un groupe de particules) de quadri-impul- 
sion totale Q. Le diagramme b) représente la collision entre la même 
particule qg et une autre particule dont la quadri-impulsion est p 
et la masse M (p° — M*). A l'issue de la collision cette dernière 
particule acquiert une quadri-impulsion p’ et il se forme le même 
système Q. Le second processus peut être considéré comme une colli- 
sion entre la particule g et un photon virtuel d'impulsion 4 = p — 


-_ 
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— p' (k° << 0) émis par la particule p. Si |k° | est petit, alors le 
photon virtuel diffère peu du photon réel. Il est évident qu'une telle 
situation peut se présenter dans le cas des collisions de particules 
très rapides: le champ électromagnétique d'une particule en mouve- 
ment avec une vitesse v Æ 1 est presque transverse et possède donc 
des propriétés voisines de celles du champ d’une onde lumineuse. 
Dans ces conditions, la section efficace du processus b) peut être 
exprimée au moyen de celle du processus a) !). 

Ainsi, la particule M sera considérée comme une particule ultra- 
relativiste: son énergie € 5 M (dans le référentiel de repos de Ja 
particule m). Si les masses m et M des particules qui s’entrechoquent 
sont différentes, nous supposerons, pour fixer les idées, que m << A. 

L'amplitude du processus a) (avec participation du photon réel) 
peut être représentée sous la forme 


M9 = eV 4n(e,J"), (99,2) 


où e, est le quadrivecteur polarisation du photon et JH, le courant 
de transition correspondant au sommet (cercle) du diagramme. Quant 
à l'amplitude du processus b), elle peut s'écrire sous la forme 


My Ze (5,2%), (99,3) 


où j, est le courant de transition de la particule m (le sommet infé- 
rieur du diagramme); ze, la charge de cette particule. Le courant J 
est fonction de À — Q — q et, de ce fait, il est différent dans les 
deux cas: Æ* — 0 dans (99,2) et Æ° -£ O0 dans (99,3). Mais si dans le 
second cas 


[#2] & m°, (99.4) 


on peut ici également prendre J pour k* — 0. 

La variation p — p’ — k de l'impulsion de la particule À/ en- 
traînée par l’émission du photon virtuel est petite devant son impul- 
sion initiale |p|Æ €; aussi, dans le courant de transition j on 
peut poser p — p’. Autrement dit, on peut considérer le mouvement 
de la particule M comme étant rectiligne et uniforme. Un tel mouve- 
ment étant quasi classique, le courant correspondant est indépen- 
dant du spin de la particule 2): 


j" = 2ph. (99,5) 


1) La méthode exposée ci-dessous a été élaborée par ÆK. Weissäcker, 
E. J. Williams (1934) ; l'idée directrice de cette méthode avait été émise plus tôt 
par E. Fermi (1924). 

2) Si les fonctions d'onde sont normalisées à une particule dans le volume uni- 
té, le courant j* = (1, v), où v est la vitesse. Mais nous avons convenu ($ 64) 
d'omettre dans les fonctions d'onde le facteur de normalisation 1/V/2e. Il faut 


par conséquent,introduire dans j" un facteur supplémentaire 2e, ce qui nous 
conduira à l'expression (99,5). 
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La condition de transversalité du courant (j4 — 0) donne main- 
tenant eo — p,k; — 0, où l’axe des x est orienté dans la direction 
p. II s'ensuit que 


) = Uk... (99,6) 
où v — p,/e est la vitesse de la particule M. Etant donné que 
— ki — @+ki + ki = w2(1—-02) +ki (99,7) 


{où k, est la composante du vecteur k perpendiculaire à l'axe des x), 
la condition (99,4) est équivalente à l'inégalité |k, | € m et à 
l'inégalité beaucoup plus faible pour w: © & m1 — v*. 

Puis, de la condition de transversalité du courant J (J£ = 0) on 
déduit en utilisant (99,6), 


= + 


[y 


Aussi, obtient-on pour le produit scalaire jJ 


jJ=2(Je— Jp) © 2< (kid: +2 J,). (99,8) 


Quant au produit Je intervenant dans (99,2), nous le développe- 
rons en prenant le quadrivecteur polarisation du photon réel en 
jauge transverse tridimensionnelle ek — —ek — 0, d'où e = 
= —e,k,/o. On a alors 


Ter e; (Gi =) (99,9) 


Comparons les expressions (99,8) et (99,9). Elles seront propor- 
tionnelles l'une à l’autre si l’on peut négliger les seconds termes entre 
parenthèses. Comme le courant J se rapporte au nœud supérieur du 
diagramme (99,1b), il n'est pas lié à la direction p; ceci étant, J, 
et J, doivent être considérés comme des quantités de même ordre 
de grandeur. Dès lors, pour qu’on puisse négliger les seconds ter- 
mes entre parenthèses, il faut que soient satisfaites les conditions 
Ik, | o et w < e° |k,|/M?; ces conditions ne sont pas en 
contradiction avec les conditions précédentes déjà imposées à k, 
et o. 

En admettant que dans (99,9) le photon est polarisé dans le plan 
zx, k (de sorte que e, ||k,) et en notant qu'en vertu des conditions 
imposées e Ææ e* = 1, on obtient maintenant 


MP EVE 2 6, (99.10) 
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Conformément à ce qui précède, on suppose alors satisfaites les con- 
ditions suivantes: 


Ik: |<o< my, (99,11) 
7 <lkil<m, (99,12) 
où on a noté pour abréger, 
_ € —__ 
VTH— V1 —v° 


On peut en déduire le lien entre les sections efficaces correspon- 
dantes. D'après la formule générale (64,18) on a (dans le référentiel 
de repos de la particule m) 


T 1 
do, = | M$} |? (2n)* KV (P,— P;)—— dpo, 


1 dp" 
do= | M; (22) 80 (P,—P;) ms dOoe 


où dp, sont les poids statistiques des particules Q. En utilisant 
(99,10) et (99,7). on obtient 


do = do,-n(k) d$p’, (99,13) 
où 
Z?e? ki 


RO TE SE Fo 


(99,14) 


Rappelons que do, est la section efficace du processus a) dü à la colli- 
sion entre un photon réel et une particule au repos, avec formation 
d’un système de particules Q d’impulsions comprises dans des inter- 
valles déterminés. Quant à la section efficace do, elle se rapporte au 
processus b) de formation du même système Q par suite de la colli- 
sion entre une particule rapide (de masse A) et la même particule 
au repos, collision au cours de laquelle la particule rapide perd une 
impulsion p — p’ — k tout en restant dans l'intervalle d°p’ des 
valeurs de p’. Le facteur n (k) dans (99,13) peut s'interpréter com- 
me la densité (dans l’espace des k) du nombre de photons auxquels 
est équivalent le champ électromagnétique de la particule rapide. 

L'intégration sur dp” est équivalente à celle sur dk = dwd°k.. 
En intégrant sur d*k,, on obtient la section efficace du processus 
dans lequel l'énergie totale Æ du système de particules Q est compri- 
se dans l'intervalle donné dE = dw (E — m = e — e& = w, où e& 
et e” sont respectivement les énergies initiale et finale de la parti- 
cule M). L'intégration sur les directions k, signifie la prise de la 
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moyenne sur les directions de polarisation du photon incident (avec 
multiplication par 2x). Après cette opération on obtient 


do = n(w) do, do, (99,15) 


2Z2e2 »  kidk, 
uw) Eo 


L'intégrale sur dk, diverge lorsque les valeurs de X, sont gran- 
des. Cependant cette divergence n’est que logarithmique. Cette cir- 
constance permet (dans les limites d'applicabilité de la méthode 
exposée) d'obtenir la réponse à l’approximation logarithmique: 
outre l’argument du logarithme, le logarithme lui-même est suppo- 
sé grand. Avec une telle précision il suffit de poser pour la limite 
d'intégration supérieure #, max ” M, ce qui est la limite supérieure 
de l'inégalité (99,12). En effectuant l'intégration, on obtient pour la 
distribution spectrale des photons équivalents (en unités classiques) 


ee À. (99,16) 


n (w)= | n(k)2nk, dk, — 


n (w) do =<+Zaln 


L’approximation adoptée signifie que le coefficient numérique dans 
l'argument du logarithme reste indéterminé: introduire un tel coef- 
ficient signifierait adjoindre au logarithme, qui est grand, une quan- 
tité relativement petite (— 1) et dépasser la précision obtenue. 


Problèmes 


1. Trouver la section efficace de rayonnement de freinage pour la collision 
entre un électron rapide et un noyau, en partant de la section efficace de diffu- 
sion de photons par un électron. 

Solution. Dans le référentiel X,, où avant la collision l'électron était 
au repos, ce processus peut être considéré comme la diffusion par l'électron des 
photons équivalents du champ du noyau t). Suivant (86,10). la section efficace 
de diffusion d'un photon par un électron dans le référentiel X s'exprime par 


mdw, [ w (AN m m \2 1 1 
draueeQon. open (er) an (rs): 
(1) 


où &, et w; sont les énergies initiale et finale du photon dans ce référentiel. La 
section efficace de rayonnement de freinage dans le référentiel X, a pour valeur 


dürey (05) = | dun (wi) doaurt (1, wi). (2) 


1) Quant à la diffusion de photons virtuels par le noyau (dans le référentiel 
où le noyau est au repos), elle est exclue du fait de la grande masse du noyau: 
la section efficace de diffusion tend vers zéro, lorsque la masse de la particule 
diffusante augmente. 
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où n (a) est la fonction définie par node Etant donné l'invariance de la sec- 
tion efficace, le passage au référentiel X où le noyau est au repos se ramène à la 
transformation de la fréquence w;. Les fréquences w; et w dans les référentiels 
K, et X sont liées par la formule de Doppler 


1 


S'= qui (i—veos@), = : (3) 


1 — vi 
où 6, est l'angle de diffusion dans le référentiel Æ,. Ce même angle lie w; à &: 
suivant (86,8): 
1 1 1 
ww & m (1 —cos 6). (4) 


Des relations (3) et (4) on déduit 


Qi —— ) (5) 


où e = my et z’ sont les énergies initiale et finale de l'électron dans le référen- 
tiel X (e — e° — ww’). En portant (5) dans (1), on obtient 


mdw’ /'e e m0’? 2mw’ 
doairt = 77e eo ( + 7 73,2 7 ) . 
1 e | € e’30° WE 


Cette expression doit être portée dans (2) et intégrée sur dw, pour w”’ donné (c'est- 
à-dire & donné) entre les limites 
’ mo’ 


@O1 max — mo à O1 min = 2e! 


(ces valeurs s’obtiennent à partir de (3) et (4) pour 6, = 0 et 6 = x). L'intégra- 
le étant rapidement convergente, lorsque w, sont grands, la contribution princi- 
pale à sa valeur est apportée par le domaine des w, au voisinage de la limite infé- 
rieure (c'est-à-dire qu'on peut poser Gymax —> ©). Le calcul de cette intégrale 
avec la précision logarithmique !) donne 


do" e” fe , e” 2 ee” 
damier (arte) our. 


Pour que ce résultat soit valable, outre la condition e > m (électron ultrare- 
lativiste) la condition (99,11) doit être satisfaite: les fréquences w, — Oimin 65 
sentielles lors de l'intégration doivent être < e. Il en résulte que e — e” = 
= @’& ee’/m. Dans ces conditions, le résultat obtenu coïncide à la précision 
logarithmique, avec (93,17), comme il fallait s'y attendre. 

à 2. Même problème pour le rayonnement de freinage d'un électron par un 
ectron. 

Solution. Dans ce cas le photon virtuel peut être diffusé soit par l’élec 
tron rapide, soit par l’électron de recul : les photons équivalents au champ d’un 
de ces électrons sont diffusés par l’autre et vice versa. La diffusion des photons 
virtuels par l'électron rapide donne la section efficace dof!}, qui coïncide avec la 


section efficace de rayonnement d’un électron par un noyau de Z = 1. 


1) Cela signifie qu'en intégrant une seule fois par parties on met en éviden- 
ce le terme contenant le grand logarithme, tout en négligeant les autres termes. 
Cette opération se ramène à la sortie du logarithme 1n (e/w,) du signe d’intégra- 
tion pour la valeur ©, = @min. 
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Quant à la diffusion des photons par l'électron de recul, elle se caractérise 
par la section efficace 


d0{2,= | dun (u) doaurr (w, w°) 


où dod1yrr (w, w’) est définie par (1) (aux notations des fréquences près). Pour le 
domaine de valeurs parcourues par & pour w” donné, on a (cf. (4)) 


m 
&" LE SL co pour >: 
LA w” m 
© LOL pour &°< TZ. 


Lorsque w’ << m/2, l'intégration sur dw donne 
16 do’ wo” , &'? e 
do, = art (tr in ee, 


ce qui est conforme à (97,4). Par contre si ©’ > m/2, il faut distinguer deux cas: 
w’= met w&’ — e> m. Dans le premier cas on obtient 


2 mdo’ m m? e 
dd = ga (ar our Jin 


expression conforme à (97,3) (dans l'argument du logarithme e/w’ est remplacé, 
avec la précision voulue, par e/m). Quant au cas de w” — e, la méthode des pho- 


tons équivalents est tout simplement inapplicable pour le calcul de dof?},. La 
fréquence w des photons virtuels prend ses valeurs à partir de w’, de sorte que 


lorsque w = w’— e la condition (99,114) n'est pas remplie. 

3. Déterminer la section efficace totale de formation d'une paire lors de la 
collision d'un photon et d’un noyau, en partant à cet effet de la section efficace 
de formation d'une paire à la suite de la collision de deux photons. 

Solution. L'énergie du photon dans le référentiel de repos du noyau 
(référentiel X): w6% m. Passons à un référentiel X, dans lequel le noyau se dé- 
place à la rencontre du photon avec une vitesse v, telle que 


Vi—v 2m° 
Dans ce référentiel l'énergie du photon a pour valeur 
1—% 


ra) — 
&op = @ VIE m5 Vi-vi=m. 


Calculons la section efficace cherchée © dans le référentiel X, comme la section 
efficace de formation d’une paire lors des collisions entre le photon incident w, 
et les photons équivalents du noyau dont les énergies seront notées w”’: 


= ( Gyyr (w') du’, 


où 0, est la section efficace de formation d'une paire par deux photons; elle 


est donnée par la formule (1) obtenue dans le problème du $ 88, dans laquelle il 
faut poser : 


=: m° =V 1-7 
v= per = 7° 


34—0596 
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En passant à la variable r au lieu de w’. on a 


1— 2 


o = 2r2az vin [= dv?) | {(3—v In 1 — — 2 @—r2)} dv. 
0 


Si l’on tient compte de la convergence de l'intégrale à la limite supérieure, 
l'intégration est étendue à tout le domaine à partir du seuil de réaction w° — m 
(« = 0) jusqu'à w’—= © (v = 1) et se fait avec la précision logarithmique (c'est- 
à-dire que le logarithme In [wo (1 — v?)/m] est remplacé par sa valeur pour 
= 0etest sorti du signe d'intégration). En définitive, on obtient 
2D w 
= 7 a2îre In ES 


ce qui est en accord avec (94,6); cette formule est valable pour In (w/m) > 1. 


$ 100. Formation de paires à la suite 
de collisions entre particules 


La formation d'une paire d'électrons lors de la collision de deux 
particules chargées est décrite par des diagrammes de deux types: 


7 —— —7— 4 — 
( 
pl —2— 
on | (100,1) 
Se — 4 —2— 
P- — De p- —Pe 
a) b) 


Les deux lignes supérieures en traits pleins correspondent aux parti- 
cules en collision et la ligne inférieure, à la paire créée. 

Considérons dans le cas ultrarelativiste la collision de deux parti- 
cules lourdes (noyaux). La variation de l'état de mouvement de ces 
particules elles-mêmes peut être négligée dans une telle collision, 
c'est-à-dire que les particules lourdes peuvent être considérées com- 
me des sources de champ extérieur !). À ce cas correspondent deux 
diagrammes du premier type: 


qu} ql2) 1ql2) gl 
| | | (100,2) 


._ 7) Le cas de la collision de deux particules légères (électrons), dont la va- 
Dation de mouvement ne peut pas être négligée, est beaucoup plus complexe. 
Voir à ce sujet l'ouvrage de Bayer, Katkov et Fadine indiqué à la page 486. 
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où g4), gt) sont des « impulsions » des composantes de Fourier des 
champs des deux particules. 

Le potentiel 4x — (4,, A), engendré par une particule classique 
animée d'un mouvement uniforme de vitesse v, obéit aux équations 
suivantes: 


O 40—= —4nZeô (r—vi—r), 
O A= — 4xZevô(r—vt—r,). 
Ses composantes de Fourier sont égales à 
A, k)= — e-ikre6 (© — kv), 
et une relation analogue existe pour À (w, k). Sous la forme quadri- 
dimensionnelle on a 


A (g)= — SE elmU8S (Ua), 


où U est la quadrivitesse de la particule et le quadrivecteur x, = 

= (0, r.). Si le noyau Z est au repos à l'origine des coordonnées 
(r = 0), pæ r% est le vecteur de paramètre d'impact (dans un 
plan perpendiculaire à la direction de mouvement du noyau £). 
C'est précisément cette expression de A# (g) qu'on doit utiliser pour 
l'écriture analytique des diagrammes (100,2). 

Mais dans le cas considéré il n’est pas besoin de faire des calculs 
par ce procédé. La section efficace de formation d'une paire peut 
être déterminée, en appliquant la méthode des photons équivalents, 
à partir de la section efficace, déjà connue, de formation d'une paire 
par un photon heurtant un noyau. Le remplacement du champ de 
l'une des particules (disons, de la première) par le spectre de photons 
équivalents signifie que dans les diagrammes (100,2) les lignes de 
q%) sont considérées comme des lignes des photons réels. L'ensemble 
de ces deux diagrammes devient alors identique à l'ensemble des 
diagrammes correspondant à la formation d'une paire par un pho- 
ton diffusé par le noyau 2. Quand e+, e_ 5 m, la section efficace 
du dernier processus est donnée par la formule (94,5). Si l'on mul- 
tiplie cette expression par le spectre (99,16) de photons équivalents 
du premier noyau, on obtient (à la précision logarithmique) la sec- 
tion efficace différentielle de formation d'une paire à la suite d'une 
_— des particules: 


: 2 
dort (2,20) Sr (ete +iee) x 


e,e_ my 
X ne sa 10 PE EYE (100,3) 


où y=—1/V 1-0 > 1. 
I 


l est supposé ici que 
m<Ee,, E_KmMYy; (100,4) 
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où la première inégalité est la condition d'applicabilité de la métho- 
de des photons équivalents. En même temps, le domaine défini par 
Jes inégalités (100,4) coïncide avec le domaine des énergies de l'élec- 
tron et du positron essentielles lors de l'intégration de l'expression 
(100,3). Lorsqu'on intègre sur de+ ou sur de_ pour la somme donnée 
e = Ee+ + e_(> m), c’est le domaine au voisinage de la limite su- 
périeure qui est essentiel ; en ne gardant que les termes contenant le 
grand logarithme, on obtient 


__ 26 2,s 2 e my de 
do re(Z12:0) ni —. 


L'intégrale sur de étendue au domaine (100,4) diverge comme le 
cube du logarithme et, aux extrémités de ce domaine, seulement 
comme le carré du logarithme. Cela veut dire qu'à l'approximation 
logarithmique (ln y > 1) le domaine (100,4) est réellement le do- 
maine principal et que l'intégrale peut être prise entre m et my. 
Alors on a 


y 
(in£(iny-int) Ê= in y 
1 


de sorte que la section efficace totale de formation d'une paire a 
pour valeur 


28 > 1 
0 Fox re (Z,2.a)° In VIE (100,5) 


(L. D. Landau, E. M. Lifchitz, 1934). 

Considérons maintenant le cas où les vitesses des noyaux en colli- 
sion sont non relativistes. Dans ce cas, la variation de mouvement 
des noyaux par suite de leur interaction devient essentielle et la 
contribution principale à la section efficace de formation d'une 
paire est apportée par les diagrammes (100,1) du second type. Ces 
diagrammes sont au nombre de quatre: deux diagrammes 


[°1 CS SON: D e—7——.— D, 
| | | (100,6) 
ps — 5" ——— Ps PS e— 122 p, 
!k UK 


D. e—t 2 p, D. @— + D, 
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et encore deux diagrammes analogues dans lesquels le photon virtuel 
k (qui crée la paire) est émis par le premier noyau et non par le se- 
cond !). 

Nous supposerons que l'énergie de la paire est petite par rapport 
à l'énergie cinétique du mouvement relatif des noyaux dans le ré- 
férentiel de leur centre d'inertie: 


ete € FE (100.7) 


(où v est la vitesse relative initiale, M = M,M,/(M, + M.) est 
Ja masse réduite des noyaux). On peut alors négliger l'influence ré- 
ciproque de la création de la paire sur le mouvement des noyaux. 
Si dans les diagrammes (100,6) on enlève la ligne électron-positron, 
les parties restantes représenteront l'émission par les particules en 
collision d'un photon virtuel de petite fréquence (w — £+ + €). 
Nous revenons ainsi à la situation examinée eu $ 98 pour l'émission 
d’un photon mou réel et pouvons donc utiliser la formule (98,13) 
qui a été obtenue pour le cas non relativiste (à condition d'écrire, 
au lieu de l'amplitude V 4re* du photon réel, le propagateur d'un 
photon virtuel ?)). Ainsi, l'amplitude du processus tout entier de 
formation d'une paire s'écrit sous la forme 


1/2 Z = 
M = MR (pe — fe ) 9 Dan (1 — ie (u-vau)1, (100.8) 
où g — (0, q), q = M (v" — v). 

Comme d'ordinaire, dans le cas non relativiste, le propagateur 
de photon doit être pris en jauge (76,14). A partir de l'amplitude 
(100,8) on trouve la section efficace du processus: 


Z Ze \? dp,dSp_ = : 
do — do re ( M; M: 2e,2e_ (27) w? (w° —k2?)? (4x) uyQu, | , 


(100.9) 


* 


ou 
1 
w=e;te. k=p;+p. Q=a—--—-k(ak); 


1) Notons qu'à la formation d'une paire à la suite de la collision de deux 
électrons con ponoent au total 36 diagrammes: 2! «3! — 12 diagrammes du 
type a), qui s'obtiennent l'un à partir de l’autre par les permutations de deux 
électrons initiaux et de trois électrons finals, plus 2-2! -3! = 24 diagrammes du 
type b), qui s'obtiennent de la même façon à partir de deux diagrammes (100,6). 

2) Dans le cas non relativiste, l'impulsion du photon est petite par rapport 
à la variation d'impulsion des particules rayonnantes (| ôp | — œw‘r), si bien 
qu'elle peut être négligée (devant ôp) même là où l'énergie du photon n’est pas 
négligée. Dans le cas que nous considérons cela concerne d'autant plus le photon 
virtuel pour lequel le carré quadridimensionnel #° = (p, + p_)}° > U, de 
sorte que | k | << w. Dans ces conditions, la différence entre un photon réel et 
un photon virtuel disparaît, ce qui justifie l'utilisation de la formule (98,13). 
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dourr est la section efficace de diffusion élastique des noyaux l'un 
par l’autre (dans le référentiel de leur centre d'inertie). Elle est 
donnée par la formule de Rutherford !) 
nos M°do 

doasrr = 4 (Z1Z2e?)° um © 4 (2,2,e?)? (100,10) 
(l'égalité approchée suppose que la déviation des noyaux de leur 
direction de mouvement initiale, c'est-à-dire de l’axe des zx, est 
petite). Si l'on porte cette expression dans (100,9) et qu'on effectue, 
de façon usuelle, la sommation sur les polarisations de la paire, on 
obtient 


dqy dq: 
v2q* 


do = (22,67 (EE) Te {(vp- + m) (vQ) (vp4 — m) (VO 


: dSp,dp_dqy dq: 
T 4nte,e_qt (w?—k2}° w° ° 


(100,11) 


Le calcul ultérieur se fait dans l'approximation où tous les loga- 
rithmes, qui apparaissent lors de l'intégration, sont considérés com- 
me de grandes quantités. Nous verrons qu à cette approximation le 
rôle principal est joué par les énergies de la paire £+, 8_ 5 m et les 
angles 6 entre p+ et p-_ dans le domaine 


KO 1. (100, 12) 


En négligeant les termes correspondants, le calcul de la trace dans 
(100,11) donne 


Tr{...}=4 [ (e4e-— psp) (a AE )+ 


wo? 
2e,e_ 


+2 (p4q) (p-a) += (qkz — 24È 


w? w 


(e,qp_+e-qp4)), 
et on peut poser: |p,;|—=e,, | p|—e_. Au dénominateur, 


w2—k2Ze,e_02+ m2 Er ; 


L'intégration sur les directions de p, et p-, pour une valeur donnée 
de l'angle qu'elles font entre elles, donne le résultat suivant : 


8 4 Z Z 2 
do (222? + (7-7) (e2 +e®)de, de_ x 
65 æ@ dqy dg: 
(100,13) 
mi(e,+e_) 712  q° 
[e+ eie? ] 


1) Les diagrammes (100,6) sont représentés dans l'hypothèse de l’appro- 
ximation de Born pour la diffusion des noyaux. Mais, la formule de Rutherford 
étant exacte (pour l'interaction coulombienne), la légitimité des résultats 
obtenus n'’exige en fait pas l'observation de la condition d’applicabilité de l’ap- 
proximation de Born. 
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La forme de la dépendance de 6 confirme l'hypothèse (100,12), 
et l'intégration sur dû donne In — . Quant à l'intégration 
du dernier facteur figurant dans (100,13), elle se fait dans les limites 
de gy = gg; = 0 à V gë + g? — 1/R, où R est une quantité de l'or- 
dre de grandeur du rayon des noyaux (cette valeur correspond à des 
paramètres d'impact minimaux, voir plus loin); cette intégration 
donne 


Qy=Iz=1/R 
n in (q2+ qg5, + q5) % 2n in 
Te Tee Rqx ” 
Qy=Iz=0 


D'un autre côté, l'énergie totale de la paire, égale à la variation 
d'énergie des noyaux, s'exprime par 


em(ete)= 5 (v2—v2) & Mu(vi—v,)=vqs. 
d’où g,—e/v. Ainsi, on trouve 


do (AZ LE (en) SRE In in LE des de. 


 \WM M se -MAM— 


et, après l'intégration sur de + ou sur de-_ pour une valeur donnée de 
la somme e: 


32 4m° [ Z Z1 \2 de 
do (71228) EE | FE — 7.) Mint. (100,14) 


A l'énergie € on peut faire correspondre le paramètre d'impact 
p — v/e (l'énergie de la paire est de l’ordre de grandeur de la fré- 
quence correspondant à la durée de la collision). Ceci étant, la diver- 
gence logarithmique lors de l'intégration de (100,14) sur de impli- 
que la même divergence par rapport aux paramètres d'impact. Cela 
veut dire que les grands p sont essentiels (remarquons, en passant, 
que cela justifie l’utilisation de la section efficace (100,10) dans le 
champ purement coulombien du noyau). Corrélativement, c'est le 
domaine des énergies m € e € v/R qui est essentiel. L'intégration 
de (100,14) donne la section efficace totale de formation d’une paire; 
en définitive, on a (en unités classiques) 


16 
271 


(E. M. Lifchitz, 1935) *). 


= 


2/7Z Z 2 h 
(ZiZsa)ri (©) (+) ins (100,15) 


1) L'erreur numérique commise dans cette formule a été corrigée par 
L.B. Okoun' (1953). 
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$ 101. Rayonnement d’un photon par un électron 
dans le champ d’une onde électromagnétique intense 


L'applicabilité de la théorie des perturbations aux processus 
d'interaction d'un électron avec un champ de rayonnement suppose 
(en plus de la petitesse de la constante d'interaction &) encore une 
faiblesse suffisante de l'intensité de ce champ. Si a est l’amplitude 
du quadripotentiel classique du champ de l'onde électromagnétique, 
la quantité caractéristique en ce sens est le rapport invariant sans 
dimensions 


Vs (101,1) 


Nous allons considérer dans ce paragraphe les processus de rayon- 
nement qui apparaîssent lorsqu'un électron interagit avec le champ 
d’une onde électromagnétique intense pour laquelle E peut prendre 
toute valeur. La méthode appliquée consiste à tenir exactement 
compte de cette interaction et à considérer toujours l’interaction de 
l’électron avec les photons nouvellement émis comme une petite 
perturbation (4. 7. Nikichov, V. I. Ritus, 1964). 

Considérons une onde plane monochromatique supposée, pour 
fixer les idées, polarisée circulairement. Nous écrirons son quadri- 
potentiel sous la forme 


À = a; cos @ + a, Sin q, @ = Xz, (101,2) 


où kÀu — (w, k) est le quadrivecteur d'onde (4° = 0), et les quadri- 
amplitudes a, et a, sont égales en valeur absolue et orthogonales 
entre elles: 


— € 


: Sæd, aa = 0. 
Nous supposerons que le potentiel est jaugé par la condition de Lo- 
rentz, si bien que a;,* — a,k — 

La fonction d'onde exacte pour un électron placé dans le champ 
d’une onde électromagnétique plane quelconque a été établie au 
&8 40; elle est donnée par les formules (40,7) et (40,8). Mais nous 
changerons sa normalisation : nous exigerons que, corresponde à la 
densité spatiale moyenne, égale à l'unité, du nombre de particules, 
de même que nous normalisons les fonctions d'onde des particules 
libres « à une particule dans le volume unité». Etant donné que 
pour la fonction (40.7) la densité moyenne est égale à f, — Qo/Po, 
pour obtenir la normalisation voulue on doit la multiplier par 


V” Po/Qos c'est-à-dire qu'il faut remplacer dans (40,7) le facteur 
4/V 2p, par 1/V 2qo. Pour une onde de quadripotentiel (101,2) on 
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obtient 
= —— [(vk in g}} —4@) 
v= {1+ up) L(VA) (v@) cos no (v82) sin g]} Van * 
… e sp) F(asP) 5 
X exp { ie p) sin q+ ie —=— pr ©0S P igr} : (101,3) 
où 
qu= ph—e- en kn. (101,4) 


Suivant (40,14), le quadrivecteur g est une quadri-impulsion cinéti- 
que moyenne de l’électron; nous l’appellerons quasi-impulsion. 

L'élément de la matrice S pour la transition de l’électron de 
l'état , à l’état , avec émission d'un photon de quadri-impulsion 
kw” -= (w’, k”) et de quadrivecteur polarisation e’ s'écrit 


Sy —ie | Ÿ , (ve'*) Ÿ, . dir. (101,5) 


L'expression sous le signe d'intégration dans (101,5) est une combi- 
naison linéaire des quantités 


1, 
exp(—ia,sinp+ia cosœ)- & cosw, 
sin , 


me(e-f), ae(me- 2), (101,6) 


Avec le facteur exp Li (k&' + p’ — p)zxl ces quantités expriment 
toute la dépendance de l'expression sous le signe d'intégration vis-à- 
vis de x. 

Développons-les en séries de Fourier, en désignant les coefficients 
du développement respectivement par B,, B,,, B+,, par exemple 
(exp — ic, sin + iæ cos p) — 


=exp(—iVa+asin(p-q= À Be-i. 


Ces coefficients s'expriment au moyen des fonctions de Bessel par 
les formules 


B,—J, (2) eï*%, 
Bi, = . [4 (7) eo + J., (2) es 060], (101.7) 


1 : ; 
Brs= 7 1 ,+4,(2) et Dee JT, (2) 67160], 
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où z2—Vai+ar, cosqo—=@/z, sin Po=a/z. Les fonctions B,, 
B,., B,, sont liées entre elles par la relation 


a, B,,+æ&B,,=sB,, (101,8) 
qui résulte de la relation bien connue pour les fonctions de Bessel: 
Ji (2) + J'ius (2) = 257, (2)/2z. 


Ceci étant, l'élément de matrice (101,5) prend finalement la 
forme suivante: 
1 Q : , 1. 

Si Go >, M$? (27) iô9 (sk+q—q—k'}; (101,9) 
L. 

pour ce qui est des expressions des amplitudes M}, fort encombrants, 
nous ne les indiquerons pas ici. Ainsi, l'élément de matrice S,, 
< exprime par une somme infinie de termes à chacun desquels cor- 
respond la loi de conservation 


sk+ta=g +k. (101,10) 
Etant donné que 
= gt=m{+E)=m! (101,11) 


ci. (40,15)) et que k* = k”? = 0, l'égalité (101,10) n'est possible 
que pour s > 1. Le s-ième terme de la somme décrit l'émission du 
photon X’ aux dépens de s photons de quadri-impulsions X absorbés 
à l'onde. La forme de l'égalité (101,10) montre clairement que toutes 
Jes relations cinématiques valables pour l'effet Compton le seront 
également pour les processus que nous considérons, si les impulsions 
de l’électron sont remplacées par les quasi-impulsions g et l'impul- 
sion du photon incident, par le quadrivecteur sk. Notamment, dans 
Je référentiel où l’électron est en moyenne au repos (q = 0, g = 
— m,), on a pour la fréquence du photon émis 


ee (401,12) 


1+ 2 (1 — cos 8) | 


où 6 est l’angle entre k et k” (cf. (86,8)). On peut dire que les fré- 
quences w' sont des harmoniques de la fréquence «w. 

Avec les notations que nous avons adoptées ($ 64), l'amplitude 
du processus d'émission du s-ième harmonique coïncide avec M}, 
et l'expression 


. (s) 12 dk" dÿg" 48 (a) nn Lt 
We = M pronos ses (27) 00 (sk + q — g— kr) (101,13) 
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donne la probabilité différentielle correspondante (rapportée au 
volume unité et à l'unité de temps) !). 

La structure des amplitudes M} est analogue à celle des ampli- 
tudes de diffusion avec des ondes planes: u (p’) ... u (p). Ceci 
étant, les opérations de sommation sur les polarisations des particu- 
Jes se font elles aussi comme d'habitude. Après la sommation sur les 
polarisations des électrons finals et du photon et la prise de la moyen- 
ne sur les polarisations de l'électron initial, on obtient 


em? dk" d&q 


aw, 7 4n 090%” 


SO (sk+ q—g'—k')» 


X {25H (14 tes) Ji) + ini —275)}. (401,14) 


Pour intégrer cette expression, nous remarquons que, le champ 
d'une onde polarisée circulairement étant à symétrie axiale, la 
probabilité différentielle est indépendante de l'angle d'azimut gé- 
néral @ autour de la direction k. Jointe à la présence de la fonction 6, 
cette circonstance permet de faire l'intégration sur toutes les varia- 
bles sauf une; nous prendrons pour cette dernière la quantité in- 
variante u = (kk’)/(kp'). Alors, après l'intégration sur d°k dd(q; + 
+ w’), on obtient 


, nn &Sg' &k' 2x du 
(4) (sie 4 =) = — 
Dh + gg) + pue 
En effet, dans le référentiel du centre d inertie (le référentiel dans 
lequel sk + q — q + k’ — 0) cette intégration donne 2x | q | X 
X dcos 8/E,, où E, — sw + go = ©’ + q, et 8 est l'angle entre k 
et q' (cf. transformation (64,12)). D'un autre côté, dans le même 
référentiel 

E;, _ 
g—1q"lcos8 


E, du 


4 dos Er 


u — 


À l'intervalle —1<cos08<1 correspond l'intervalle 


0<ugu, = FE —1 M AUUR 


me 


(en effectuant les transformations, on ne perdra pas de vue que Xp = 
= g)- 


1) Notons que la normalisation des fonctions 4} à la densité unité corres- 
peus à la normalisation à la fonction 6 « dans l'échelle des q/2n » (cf. (40,17) où 
e facteur g,/p, au second membre de A eue est maintenant absent). C'est pré- 
cisément pour cette raison que le nombre d'états finals de l'électron doit se 
mesurer par l'élément dig’/(2x)°. 
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Ainsi, la probabilité totale de rayonnement par unité de volume 
et de temps a pour expression 


s (2) + 


Li it Jii—295)}, (101,15) 


(101,16) 


Pour £ € 1 (condition d'applicabilité de la théorie des perturba- 
tions) les expressions sous le signe d'intégration de (101,15) peuvent 
étre développées en puissances de Ë. Ainsi, pour le premier terme 
du développement de W, on obtient 


Mo Lt EG 


— En pe (44 8 = 
7 4Po Ë (1 Uj  ) 10 (+ us) + 4 ru J° 
(101,17) 


où u, & 2 (kp)/m°. Ce résultat coïncide, comme il se doit, avec la 
formule de Klein-Nishina pour la diffusion d’un photon par un élec- 
tron: en posant dans (101,17) —a? — 4n/w, E° = 4ne’/m°o et en 
divisant par la densité de flux incident (64,14), nous revenons à 
(86,16) (la section efficace intégrale ne dépend pas de la polarisation 
initiale du photon) ?). 


1) Pour calculer : il faut remarquer au préalable que 


’ 


22 (aQ)+ (810) atQ, QE 


On s'en assure aisément en choisissant le référentiel dans lequel (a 
= Oet les vecteurs a,, a2, k sont dirigés suivant les axes des z!, 
marquant qu'en vertu de kQ = O0 on aura Qo = Os. 

2) La valeur indiquée de «° correspond à la normalisation du quadripoten- 
tiel « à un photon dans le volume unite ». Pour déterminer cette valeur, il faut 
égaler w à l'énergie du champ classique (réel) de quadripotentiel (104,2). 


n' = (as)o = 
z*etenre- 
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Indiquons aussi l'expression de la probabilité d'émission de l'har- 
monique 2 (premier terme du développement de W, pour E < 1): 


M en RE ST 


— ÉmE? [+ 
7 Po 2 Jus ouf ui  2(1+2uw) 


1 


De façon générale, le terme principal dans W, (lorsque s ne sont 
pas trop grands) est proportionnel à E*:. 

Arrêtons-nous maintenant au cas inverse: £ > 1. Le paramètre Ë 
peut être rendu grand en diminuant par exemple la fréquence w 
pour une valeur fixée de l'intensité de champ (il est évident que 

— eF/mw, où F est l'amplitude de l'intensité de champ). Il est 
donc clair que le cas de E >> 1 se ramène en fait aux processus dans 
un champ uniforme et constant dont les intensités E et H sont per- 
pendiculaires entre elles et égales en valeur absolue (convenons de 
donner à un tel champ le nom de champ croisé). La probabilité de 
rayonnement dans ce champ peut s'obtenir en passant à la limite 
E — oo, mais il est plus simple de faire directement le calcul pour 
le champ constant, en prenant le quadripotentiel sous la forme 


Ah = ap, = kzx, ak = 0 (101,19) 
(de sorte que F,, = ka; — ka, = const). La fonction d'onde 


exacte de l'électron dans ce champ s'obtient en portant (101,19) 
dans (40,7) et (40,8): 


() (va) 7] 2.) 
p=[t+e Ploae * 


(ap) e2 a° La 
x exp { —ie JU P+ie SUN ——— pr}. (101,20) 


Le résultat obtenu à l'aide de cette fonction est exact pour le 
rayonnement d'un électron dans le champ croisé quelle que soit 
l'énergie de l'électron. Mais dans le cas ultrarelativiste ce résultat 
est valable (à condition d'utiliser une forme convenable de sa repré- 
sentation, voir plus loin) pour le rayonnement de l'électron non seule- 
ment dans le champ croisé mais également dans tout champ électro- 
magnétique uniforme et constant, y compris dans un champ magne- 
tique constant (qui a été examiné au $ 90). 

Pour formuler cette assertion, notons que l’état d'une particule 
dans un champ uniforme constant quelconque se détermine par au- 
tant de nombres quantiques que l’état d'une particule libre et que 
ces nombres quantiques peuvent toujours être choisis de telle sorte 
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qu'après le débranchement du champ ils se transforment en nombres 
quantiques de la particule libre, c’est-à-dire en sa quadri-impulsion 
p# (p° = m°). Ainsi, l’état de la particule dans un champ constant 
sera décrit par un quadrivecteur constant p. 

Etant une quantité invariante, l’intensité de rayonnement totale 
ne dépend que des invariants qu'on peut construire à partir du qua- 
dritenseur F,, constant et du quadrivecteur constant ph. En te- 
nant également compte que F,, doit entrer dans l'intensité seule- 
ment avec la charge e, on obtient trois invariants sans dimensions: 


L e” x 2 2 F v)? 
= (FD) = — + (xp), = EE. 
(101,21) 


2 
e 


Dans un champ croisé, f = g = 0, alors que dans le cas général les 
trois invariants sont tous non nuls. Mais si l’électron est ultrarela- 
tiviste (po > m) et que le vecteur p forme avec les champ E et H 
des angles 6 > m/p,, on a x? > f, g (autrement dit, pour une parti- 
cule ultrarelativiste tout champ constant se présente comme un 
champ croisé pour presque toutes les directions p). Si de plus, les 
intensités | E |, | H | << m°/e (— m°c*/eh), on a | f|, |g| 1). Dans 
ces conditions, l'intensité calculée pour un champ croisé et exprimée 
au moyen de l’invariant y se rapportera également au rayonnement 
dans tout champ constant. 

L'invariant x s'exprime en fonction des intensités E, H par 


x = < {(pH] + PE) — (PE)*}. 


Pour un champ magnétique constant, y coïncide avec la quantité 
(90,3) introduite au $ 90, de sorte que les considérations que nous 
venons d'exposer ici permettent d'obtenir les résultats du $ 90 par 
un autre procédé ). 


1) Notons que p intervenant dans } peut alors être considérée, avec la même 
précision, comme une quadri-impulsion cinématique ordinaire de la particule. 

?) Pour un exposé détaillé de la théorie des divers processus dans les champs 
intenses, voir les articles de À. Z. Nikichov, V. I. Ritus dans le recueil « Electro- 
dynamique quantique des phénomènes dans un champ intense » (Œuvres de 
FIAN, v. 111, Moscou, Naouka, 1979) (en russe). 


CHAPITRE XI 


PROPAGATEURS EXACTS ET PARTIES DE SOMMET 


$ 102. Opérateurs champs dans la représentation de Heisenberg 


Jusqu'ici, en examinant les différents processus électrodynami- 
ques concrets, nous nous sommes limités à l'approximation du pre- 
mier ordre de la théorie des perturbations. Maintenant nous passons 
à l'étude des effets qui interviennent aux approximations d'ordres 
supérieurs. Ces effets portent le nom de corrections radiatives. 

Une compréhension plus profonde de la structure des approxima- 
tions d'ordres supérieurs peut être atteinte sur la base d'une étude 
préliminaire de certaines propriétés générales que possèdent les am- 
plitudes de diffusion exactes (c'est-à-dire non développées en puissan- 
ces de e°). Nous ‘avons vu ($ 72) que les termes successifs de la série 
de la théorie des perturbations s'expriment au moyen des opérateurs 
champs dans la représentation d'interaction, c'est-à-dire au moyen 
des opérateurs dont l'évolution temporelle se détermine par l'hamil- 


tonien À, d’un système de particules libres. Quant aux amplitudes 
de diffusion exactes, il est plus commode de les exprimer au moyen 
des opérateurs champs non pas dans cette représentation mais dans 
la représentation de Heisenberg où la variation en fonction du temps 


se détermine d'emblée par l'hamiltonien exact = H, + V des 
particules en interaction. 

D'après la règle générale de construction des opérateurs de 
Heisenberg on a 


D(z)== (+, r) = exp (it) (r) exp (—iÂt) (102,1) 


et de même pour + (x) et À (x), où + (r) . . . sont des opérateurs indé- 
pendants du temps (opérateurs de Schrüdinger) ‘). Notons tout de 
suite que les opérateurs de Heisenberg pris à des mêmes instants sa- 
tisfont aux mêmes règles de commutation que les opérateurs dans la 


1) Dans ce chapitre, les opérateurs à cent temporel sont donnés dans 
Ja représentation de Heïisenberg, tandis que les opérateurs dans la représent a- 
tion d'interaction sont affectés de l'indice supplémentaire int. 
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représentation de Schrôüdinger ou dans la représentation d'interac- 
tion. En effet, on a par exemple 


{b, (£, r), h (£, r')}4 — 
= eXP (iHt) {vb (r), Ÿn (r”)}+ exp ( — iHt) = YirÔ (r — r') (102,2) 


(cf. (75,6)). D'une manière analogue, les opérateurs Ÿ (+, r) et 
A (t, r’) sont commutables: 


67 (£, r) À (4, r')}-= 0 


(pour des instants différents il n'en va plus de même !). 
L'« équation du mouvement » que vérifie l'opérateur + de Hei- 
senberg peut être obtenue d'après la formule générale III (13,7): 


— NO 2 A (x) — Ÿ (0) À. (102,3) 


Pour un hamiltonien les représentations de Schrôdinger et de Hei- 
senberg sont équivalentes, il s'exprime de la même manière en fonc- 
tion des opérateurs champs dans ces représentations. En l'occurren- 
ce, en calculant le second membre de (102,3) on peut omettre dans 


l'hamiltonien la partie dépendant uniquement de À (x) (l'hamilto- 
nien du champ électromagnétique libre), parce qu'elle commute avec 


4 (x). D'après (21,13) et (43,3) on a 
À = À *(L, r)(ap+Bm) Ÿ (4, r) dr + 
+e [br (HAÂ( n)bt, n 52 
= | ÿ(£, r) (yp+m+e(vÀ (t,r))}4(t,r) dir. (102,4) 


En calculant le commutateur {A, Ÿ (t, r)}- à l'aide de la formu- 
Je (102,2) et en éliminant la fonction Ô par intégration sur dx, on 
obtient 


(yp— eyA — m) ". (t, r)=0. (102,5) 


Comme il fallait s y attendre. l'opérateur Ÿ ({. r) satisfait à l’équa- 
tion qui coïncide formellement avec l'équation de Dirac. 
Quant à l'équation pour l'opérateur champ électromagnétique 


A (t, r), elle est évidente a priori étant donnée la correspondance avec 
le cas classique. Dans les conditions de la réalisation de ce cas (grands 
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nombres d'occupation, voir $ 5), l'équation opératorielle doit se 
transformer, après la prise de la moyenne sur l’état du champ, en 
équation de Maxwell classique pour les potentiels II (30,2). Il est 
donc clair que l'équation pour l'opérateur présente une forme qui 
coïncide avec la forme de l’équation de Maxwell, c'est-à-dire qu on 
a (dans une jauge quelconque) 


6"6, À H (x) — 6"8,À V(z)= — 4nej” (x), (102,6) 
où j (z) = Ÿ (zx) y” ÿ(x) est l'opérateur courant satisfaisant identi- 
quement à l'équation de continuité 


8j" (x) =0. (402,7) 
Chose importante, les équations (102,6) sont linéaires vis-à-vis 


de À et jH, de sorte que la question de l'ordre dans lequel doivent 
être placés ces opérateurs ne se pose pas. 

De même que les équations analogues pour les fonctions d'onde, 
le système d'équations opératorielles (102,6), (102,7) est invariant 
par rapport à la transformation de jauge 


Aix) Ai (x) dx (x), (x) p(r)eit, 
p(z)— e- it (x), 


où ” (x) est un opérateur hermitique quelconque qui commute (à un 


seul et même instant) avec Ÿ!). 

Etablissons maintenant la relation entre les opérateurs dans la 
représentation de Heisenberg et ceux dans la représentation d'inte- 
raction. Pour simplifier les raisonnements il est commode de se pla- 
cer dans une hypothèse formelle (qui est sans effet sur le résultat 


définitif), où l'interaction V (f) est adiabatiquement « branchée » à 
partir de { — — vers des temps finis. Alors les deux représenta- 
tions, celle de Heisenberg et celle d'interaction, coïncident tout 
simplement l'une avec l’autre lorsque { > —oo. Les fonctions d'onde 
correspondantes ® et ®,,, du système coïncident elles aussi: 


Diut(t= — 0) =D. (102,9) 


D'un autre côté, la fonction d'onde dans la représentation de Heisen- 
berg ne dépend pas du tout du temps (toute l’évolution temporelle 
est concentrée dans les opérateurs), tandis que dans la représentation 


(102,8) 


1) Soulignons qu'il s’agit ici précisément des opérateurs de ren À 
Dans la représentation d'interaction la transformation de jauge des potentie 
électromagnétiques n'affecte pas du tout les opérateurs y. 


35—0596 
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d'interaction pour la dépendance de la fonction d'onde vis-à-vis 
du temps on a suivant (72,7): 


Dint (£) = S (#, — co) Dirt (— 00), (102,10) 
où on a introduit l'opérateur 
Îs 
$ (2, t)=Texp { —i | V()æ'} (102,41) 


ti 
aux propriétés évidentes 


S(t, 4) S (ti to) =S(t, to) S-1(t,1)=S (tt). (102,12) 
En comparant les formules (102,10) et (102,9), on trouve la relation 
Dint (#)=S (t, — o)D, (102,13) 


qui établit le lien entre les fonctions d'onde dans les deux représen- 
tations. Corrélativement, la formule de transformation des opéra- 
teurs devient 


D(£, r)=$-1 (4, — 00) Pine (, r) Ê(t, — 00) = 
— $(— 0, t)bnr(és Fr) S (4, — oo) (102,14) 


(et de même pour + et À). 

Avant de clore ce paragraphe faisons encore une remarque géné- 
rale. Nous avons déjà dit à maintes reprises qu'en théorie quantique 
relativiste le sens physique des opérateurs champs est bien limité 
du fait que les fluctuations liées à l'énergie de point zéro sont infi- 
nies. Cela est d'autant plus vrai pour les opérateurs dans la repré- 
sentation de Heisenberg qui renferment encore des divergences liées à 
l'interaction. Dans le présent chapitre les $$ 102 à 109 sont consacrés 
à l'exposé d’une théorie formelle dans laquelle les problèmes d'éli- 
mination de ces infinités ne sont pas examinés et les opérations sont 
effectuées sur toutes les quantités comme si celles-ci étaient finies. 
Les résultats ainsi obtenus ont essentiellement une valeur heuristi- 
que: ils permettent de mieux comprendre le sens des développements 
de la théorie des perturbations; il est également possible qu'ils se 
conservent, sous une forme ou sous une autre, dans la théorie future, 
libre des difficultés inhérentes à la théorie actuelle. 


$ 103. Propagateur photonique exact 
Dans l’appareil de la théorie exacte (non développée en puissan- 


ces de e°) le rôle principal est joué par les notions de propagateurs 
exacts |). 


1) Ces notions ont été introduites par F. Dyson (1949). C'est aussi lui qui 
a développé l'essentiel de l’appareil exposé dans ce chapitre. 
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Le propagateur photonique exact (que nous désignerons par la lettre 
ronde Z) est défini par la formule 


D,,(z—z)=i(0]TA, (x) A, (x) 10), (103,1) 


où À, (x) sont les opérateurs de Heisenberg à la différence de la dé- 
finition (76, ”. 


D,(z—z)=i(0| TA (x) AS (z') 10), (103,2) 


dans laquelle figuraient les opérateurs dans la représentation d'in- 
teraction. À la différence du propagateur exact (103,1) la fonction 
(103,2) peut être appelée propagateur de photons libres. 

Le calcul exact de la valeur moyenne de (103,1) étant impossible, 
on ne peut pas obtenir une expression analytique exacte de Z,., 
bien que la définition (103,1) permette d'établir certaines propriétés 
générales de cette fonction. Cela sera fait au $ 111 et pour l'instant 
nous nous occuperons du calcul de Z,,, dans le cadre de la théorie 
des perturbations à l’aide de la technique des diagrammes. A cet 


effet, il faut exprimer Z,, au moyen des opérateurs dans la repré- 
sentation d'interaction. 


Supposons d’abord que £ >’. En utilisant la relation entre 
À (x) et Aix(x) (cf. (102,14)), écrivons 
Divy(r—z")=i(0 | 4, (x) À, (x) 10) — 
= i(0|S(— 00,1) A (zx) S(t, — 00) S(—00, t') AY" (z'}S(t', —oo)|0). 
Conformément à (102,12), remplaçons 
S(t, — oo) $(— 00,1") =S (+, L'}, 
$(— 0, t)=$ (— 00, + 00) S (00, t)- 
Alors il vient 
D, (z— zx") = 
= i(0|S-1{S (00, t) An" (z)S (£, 4”) AY" (z')S(#, — oo)]| 0), (103,3) 
où on a désigné pour abréger 
$= $(+ C0, — ©). (103,4) 


Puisque d'après la définition (102,11), S (t,, t) ne contient que des 
opérateurs à des instants compris entre 1, et £{,, placés dans l’ordre 
chronologique, il est évident qu’en général tous les facteurs opérato- 
riels entre crochets dans (103,3) sont disposés de gauche à droite dans 
l’ordre de décroissance des temps. En plaçant devant le crochet le 
35e 
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symbole d'ordination chronologique 7, nous pouvons ensuite chan- 
ger arbitrairement l’ordre des facteurs parce que l’opérateur T les 
range automatiquement dans l'ordre voulu. En profitant de cette 
circonstance, récrivons l'expression à l’intérieur du crochet sous la 
forme 


L..]= TAN" (2) AY (2°) $ (oo, 1) S (1, ') S(t", — oo)] = 
= TIAÏ (2) AŸ* (z°) SI. 
Ainsi il vient 
Duv(r—z)=i(O|S1T[AS (x) 45° (x) 5110). (108,5) 


I] est facile de s'assurer, en procédant d'une manière analogue, que 
cette formule est également valable pour t << t’. 

Montrons maintenant qu’on peut faire sortir le facteur S-! du 
signe de prise de la moyenne dans le vide sous la forme d’un certain 
facteur de phase. A cet effet, rappelons que la fonction d’onde de 
Heisenberg du vide ® coïncide avec la valeur ®,,, (—c) de la fonc- 
tion d'onde de ce même état dans la représentation d'interaction 
(voir (102,9)). D'autre part, suivant (72,8) on a 


SDnt (— œo)= $ (+ 00, — 00) Dr (— 00) = D,,, (+ 00). 


Mais le vide est un état strictement stationnaire; aucun processus 
spontané de création de particules n'y est possible. Autrement dit, 
avec le temps le vide reste le vide; cela signifie que ®,,, (+co) ne 
peut différer de ®,,, (—o) que par un certain facteur de phase ei. 
On peut donc écrire 


SDinr (— 00) = ei, ( — 00) == (0 S 10) Di,k(— co) (103,6) 


ou encore, en effectuant la conjugaison complexe et en tenant compte 
de l’unitarité de l'opérateur S$, 


Dit (— 00) $-1 = (0] S [0)-1 Din ( — 0). 


1] est donc clair que l'expression (103,5) peut être récrite sous la 
forme 
(O4 TAÏRE (2) AT (z')S 10) 


TI S 10) (103,7) 


Dyy(r—r)=i 


Si l'on y porte (dans le numérateur et dans le dénominateur) le 
développement (72,10) pour S et que l'on prend la moyenne à l’aide 
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du théorème de Wick ($ 77), on obtient le développement de Z,. 
en puissances de ei. 

Dans le numérateur de (103,7) les expressions à moyenner ne dif- 
férent des éléments de matrice du type (77,1), considéré au & 77, 


que par les opérateurs Aït (x) et AU (zx) qu'elles font intervenir 


au lieu des opérateurs « extérieurs » de création ou d'annihilation de 
photons. Etant donné que tous les facteurs figurent dans les expres- 
sions à moyenner sous le signe d'ordination chronologique, les con- 
tractions deux à deux de ces opérateurs avec les opérateurs « inté- 


rieurs» Aîint (x,), Aïnt (x,), ... donneront les propagateurs de 
photons D,,,. Ainsi, les résultats de la prise de la moyenne s’expri- 
meront par des ensembles des diagrammes à deux extrémités exter- 
nes construits conformément aux règles décrites au $ 77 à cette diffé- 
rence près qu'aux lignes de photons externes (de même qu'aux lignes 
internes) du diagramme correspondront maintenant les propagateurs 
de photons D, (au lieu des amplitudes e des photons réels). A l’ap- 


proximation d'ordre zéro, pour $ = 1, le numérateur de l'expression 
(103,7) coïncide tout simplement avec D,,(r —z'). Les termes 
non nuls suivants seront —e°. Ils seront représentés par l’ensemble 
des diagrammes comportant deux extrémités externes et deux som- 
mets : 


a) b) (103,8) 


Le second de ces diagrammes est constitué par deux parties non reliées 
entre elles: une ligne en traits interrompus (à laquelle correspond 
—iD,,,)etune boucle fermée. Une telle décomposition du diagramme 
signifie que l’expression analytique qui lui correspond se sépare en 
deux facteurs indépendants. En ajoutant aux diagrammes (103,8) le 
diagramme d'’approximation. d'ordre zéro (la ligne — — — —) et 
«en le mettant en facteur », on trouve finalement qu'à des termes 
du deuxième ordre près le numérateur de (103,7) est égal à 


NS dE 


Quant à l’expression (0 | S | 0) dans le dénominateur de (103,7), 
elle traduit l'amplitude de « transition » du vide au vide. Aussi son 
développement ne contient-il que des diagrammes sans extrémités 
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externes. À l'approximation d'ordre zéro (0 | S | 0) = 1, et on ob- 
tient, à des termes du deuxième ordre près, 


+) 


En divisant, avec la même précision, le numérateur par le dénomi- 
nateur, on constate que les accolades se simplifient et il ne reste que 


_— + —(- 


Ainsi, le diagramme à boucle disjointe ne figure pas dans le ré- 
sultat définitif. Ce résultat a un caractère général. En analysant la 
méthode de construction des diagrammes correspondant au numéra- 
teur et au dénominateur de (103,7), il n’est pas difficile de comprendre 
que le rôle du dénominateur (0 | S | 0) se réduit à ce que, à l’appro- 
ximation de tout ordre de la théorie des perturbations, le propagateur 
exact Z,, ne sera représenté que par des diagrammes ne contenant 
pas de parties séparées l’une de l’autre. 

Notons que les diagrammes sans extrémités externes (les boucles 
fermées) sont dénués de sens physique et qu'ils ne doivent pas être 
pris en compte même indépendamment du fait qu'ils disparaissent 
lors de la formation du propagateur Z. En effet, de telles boucles 
représentent des corrections radiatives à l'élément diagonal de la 
matrice $ pour la transition vide-vide. Mais d’après (103,6) la som- 
me de toutes ces boucles (avec l'unité de l’approximation d'ordre 
zéro) ne donne qu'un facteur de phase sans importance qui ne peut 
affecter aucun résultat physique. 

Le passage de la représentation en coordonnées à celle en impul- 
sions se fait d'une manière usuelle. C'est ainsi qu’à l’approximation 
du deuxième ordre de la théorie des perturbations le propagateur 
—iZ,, (k) (que nous représenterons graphiquement par une ligne en 
gros traits interrompus) est donné par la somme 


p+k 


EE GES: dé ed (103,9) 


où tous les diagrammes sont calculés d'après les règles ordinaires 
(énumérées au $$ 77) à cette différence près qu'aux lignes externes 
de photons on fait correspondre, de même qu'aux lignes internes de 
photons, les facteurs —iD,,, (k). Aussi, l’écriture analytique de cet- 
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te formule est de la forme !) 
D, (4) = D,, (k) + 
+ieD,n (6) | Tr #G(P+H) °C (p) Le Do (E) (103,10) 


(les indices bispinoriels affectant les matrices y et G sont, comme 
d'ordinaire, omis). 

Aux approximations d'ordres suivants les termes sont construits 
d'une manière analogue; ils sont représentés par des ensembles des 
diagrammes comportant deux extrémités externes de photons et un 
nombre de sommets requis. C'est ainsi qu'aux termes —e{ correspon- 
dent les diagrammes à quatre sommets suivants: 


nu D ne Pare 


Le diagramme 


présente lui aussi quatre sommets; sa partie supérieure”est une boucle 
constituée par une seule ligne électronique « fermée sur elle-même ». 


Une telle boucle correspond à la contraction (x) yÿ (x), c’est-à-dire 
tout simplement à la valeur moyenne dans le vide du courant: 
(0 | j (x) | 0). Mais de par la définition même du vide, cette quanti- 
té doit être identiquement nulle et cette identité ne peut certes être 
modifiée par aucune correction radiative ultérieure à cette boucle ©). 


1) Lors de la détermination des signes ne pas oublier le facteur —41 apporté 
par une boucle électronique fermée! 

2) Bien que le calcul direct d'après les diagrammes conduise à des intégra- 
les divergentes. 
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C’est pourquoi on ne doit tenir compte d'aucun diagramme compor- 
tant des lignes électroniques « fermées sur elles-mêmes », quel que 
soit l’ordre de l’approximation considéré. 

La partie du diagramme (« bloc ») comprise entre deux lignes 
photoniques (externes ou internes) est appelée partie d'énergie propre 
d'un photon. Dans le cas général un tel bloc peut être lui-même 
divisé en parties reliées deux à deux par une ligne photonique, c'est- 
à-dire qu'il peut posséder une structure de la forme 


OO... +O 


où les cercles désignent les blocs qu'on ne peut plus diviser par un 
tel procédé; ces parties sont dites compactes (par exemple, des quatre 
parties d'énergie propres d'ordre 4 (103,11) les trois premières sont 
compactes). 

Désignons par le symbole i®,.,/4x la somme de toutes (d'un 
ensemble infini) les parties d'énergie propre compactes; la fonction 
P,v (x) porte le nom d'opérateur de polarisation. En classant les 
diagrammes suivant le nombre de parties compactes qu'ils contien- 
nent, on peut représenter le propagateur exact Z,, par une série 


où à chaque cercle hachuré on fait correspondre if,,,/4n. Analyti- 
quement cette série s'écrira sous la forme 


P P n À 
=D{4+[p+D2D+...|) (103,12) 


(pour abréger, nous omettons les indices tensoriels). Mais la série à 
l’intérieur du crochet coïncide de nouveau avec la série pour Z. On a 
donc 


Du (= Dar (A) + Dyn (E) LEO Do, (H). (403,13) 
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En multipliant cette égalité à gauche par le tenseur inverse (D-!)tn 
et à droite par (Z-')"% (et en changeant la notation des indices), on 
l'obtient sous la forme équivalente: 


= - 1 
Du = BV — Ze 


P iv (103,14) 


Soulignons que la représentation de Z sous la forme (103,12) 
suppose qu'il est possible de séparer des diagrammes des blocs plus 
simples, calculables à l'aide des règles générales de la technique des 
diagrammes. En combinant de tels blocs l’un avec l’autre, on obtient 
des expressions correctes pour les diagrammes dans leur ensemble. 
L'admissibilité d’une telle division des diagrammes en blocs consti- 
tue une particularité importante (et nullement triviale) de la tech- 
nique des diagrammes. Elle est due au fait que le coefficient numéri- 
que commun dans un diagramme ne dépend pas de son ordre. 

Cette même propriété permet d'utiliser la fonction Z (si elle est 
connue) pour simplifier les calculs des corrections radiatives aux 
amplitudes de divers processus de diffusion: au lieu de chaque fois 
considérer de nouveau les diagrammes avec les différentes corrections 
aux lignes photoniques internes, on peut tout simplement remplacer 
ces lignes par des lignes en gros traits, c'est-à-dire leur faire corres- 
pondre les propagateurs Z (au lieu de D) en les prenant à l'appro- 
ximation d'ordre voulu. 

Si une ligne photonique correspond à un photon réel (et non vir- 
tuel), c’est-à-dire si elle constitue l'extrémité externe du diagramme 
tout entier, on obtient, après y avoir introduit toutes les corrections 
d'énergie propre, une ligne externe dite efficace. L'expression qui lui 
correspond diffère de (103,13) par ce que le facteur D est remplacé 
par l'amplitude de polarisation du photon réel: 


À 
En + Duo (À) FO €, (103,15) 


S'il s’agit d’une ligne de champ extérieur, e, doit être remplacé ici 
par A. 

Tout ce qui a été dit au 8 76 à propos de la structure tensorielle 
et de la non-univocité du propagateur approché D,, s'applique 
intégralement à la fonction exacte Z,,. Tout en restant dans le 
cadre des représentations relativistes invariantes de cette fonction, 
écrivons son expression générale sous la forme 


Duo (E) = D (2) (8uv— He) + DORE) EE, (108,16) 


où le premier terme correspond à la jauge de Landau et Z(9 inter- 
venant au second terme est une fonction rendue arbitraire par trans- 
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formation de jauge. Une représentation analogue du propagateur 
approché s'écrit |) 


Duv (E) = D(R?) (uv — 5) + DO (k2) ES. (108,17) 


Notons maintenant que la partie longitudinale du propagateur 
est liée à la partie longitudinale, dénuée de sens physique, du qua- 
dripotentiel et ne participe pas à l'interaction. L’interaction la 
laisse donc inchangée, de sorte qu'on a l'égalité 


PO (k2) = DO (k2). (103,18) 
Par définition, les tenseurs inverses vérifient les égalités 
DD" = 6, DD = 6f. 


Compte tenu de (103,18) les tenseurs inverses des tenseurs (103,16) 
et (103,17) s’écrivent 


HU) ki 
103,19) 
1 Kkuky 1 kuks ( , 
Da = (eu ee) + 


}} résulte de ces formules que l'opérateur de polarisation est un ten- 
<seur transverse : 


Pis — P (k°) (eu, — ses 9 (103,20) 
avec P—k— 47r/Z ou 
4n 
DE) = FT (103,21) 


Ainsi, l'opérateur de polarisation est (à la différence du propagateur 
de photons lui-même) une quantité invariante de jauge. 


$ 104. Fonction d'énergie propre du photon 


Pour l’étude ultérieure des propriétés analytiques du propaga- 
teur photonique il sera utile d'introduire, en plus de l'opérateur de 
polarisation, encore une fonction auxiliaire IL, (x) que l’on appelle 
jonction d'énergie propre du photon. C'est précisément ill, /47 qui 
est déterminée comme la somme de toutes les parties d'énergie propre 
du photon (et non seulement des parties compactes). En représen- 


1) La définition de D() dans cette formule ne coïncide pas avec la définition 
dans (76,3) 
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tant cette somme par un carré dans le diagramme, exprimons le pro- 
pagateur exact par la somme 


c'est-à-dire que 

 } Qu 
47 
En exprimant la fonction IL,, à partir de cette expression sous 
Ja forme 


D 


DB yv= Dyvy + Dur DE (104,1) 


1 
4n 


et en la portant dans (103,16), (103,19) et ensuite dans (103,21), on 
obtient 


kuky 
H=N(k) (en), NS, (404,2 


On voit que IL, est (de même que #?,,.) un tenseur invariant de jauge. 

L'utilité de la quantité Il,, est liée à son expression dans la 
représentation en coordonnées. Elle est facile à trouver si l'on re- 
marque que l'égalité 


Le uv (6) = Di Dps {D (R) — D (k)}, 


peut s’écrire, si l’on tient compte de la transversalité du tenseur 
D — DM résultant de (103,18), sous la forme 


Il, (x — x°) — 

— 2 (9,0, — 810007) (0,05 — 890060) {D (x — 2°) — D (z— 2°)}. 
Pour pouvoir effectuer la dérivation, il faut y introduire 
DM(z—z)— DP(z— x) — 

—= i(0] TA* (x) 4° (x) — TA (x) Afne(z') 10). (104,3) 


Nous avons vu au $ 75 que la dérivation du produit 7 exige qu’on 
procède avec prudence à cause de son caractère discontinu. Mais la 
différence dont on prend la moyenne dans (104,3) est continue, de 
même que ses dérivées premières, parce que les règles de commuta- 


tion pour les composantes des opérateurs A (x) et Âx (x) (pris à un 
même instant) sont les mêmes et les sauts correspondants se réduisent 
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(cf. $ 75). C’est pourquoi la dérivation de la différence (104,3) peut 
s'effectuer sous le signe T. En tenant compte de l'équation (102,6) 
(et de la même équation sans second membre pour les opérateurs 


champ électromagnétique libre Abe (x)), on obtient finalement l’ex- 
pression suivante: 


I, (z— 2") = Anie? (0] Tj, (x) j, (x) 10). (104,4) 


Elle exprime sous forme explicite l’invariance de jauge du tenseur 
I1,, puisque tels sont les opérateurs courant. 

A partir de (104,4) on peut obtenir une importante représentation 
intégrale de cette fonction. 

En vertu de (104,2) il suffit de considérer la fonction scalaire 


I1 — I1}/3. Dans la représentation en coordonnées on a 
N(z— 2") = ie? (0) Ti, (2) j (z°) 10) = 
um [20% Ir) EI (z) 10) pour 1>+, 


——— i 104,5 
3 2 (lu (æ°) 1e) Cl ÿ# (7) 10) pour t<t", ) 


où le symbole r7 numérote les états du système (champ électromagné- 


tique + champ électron-positron) *). Comme l'opérateur courant j (x) 
dépend de zh — (f, r), ses éléments de matrice dépendent eux aussi 
de zx. Cette dépendance peut être établie sous forme explicite si l’on 
prend comme états | r) des états avec des valeurs déterminées de la 
quadri-impulsion totale. 

La variation des éléments de matrice du courant en fonction du 
temps est donnée, comme pour tout opérateur de Heïisenberg, par 
l'expression 


(n|jM(e, r)|m)=(n]|j"(r)|m)e" “Em En), 


Où En, Em sont les énergies des états | r)et |m) et (r) est un opé- 
rateur de Schrôdinger. 
Pour déterminer la dépendance des éléments de matrice vis-à- 


vis des coordonnées, nous considérons l'opérateur j (r) comme le ré- 
sultat de la transformation de l'opérateur j (0) par translation à 
une distance r. L’opérateur d’une telle translation est exp (irP), 
où P est l'opérateur impulsion totale du système (cf. III (15,15)). 

1) L'opérateur courant conserve la charge; c’est pourquoi les états | n) 


dans (104,5) ne peuvent contenir les électrons et les positrons qu'en nombres 
ux. 
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En tenant compte de la règle générale de transformation des élé- 
ments de matrice (voir III (12,7)), on trouve 


nl jn(r)|m)={n|e-irPju (0) eirP | m) = (n | j# (0) | m) ePm Pr}, 
Avec la formule précédente cela donne finalement 
nl (E r)1m)=(n|j"(0)|m)e""?m Pn*, (104,6) 


Notons aussi que la matrice (r | j“ (0) |m) est hermitienne (de 


même que la matrice (104,6) de l'opérateur ju(e, r) prise dans son 
ensemble) et qu'en vertu de l'équation de continuité (102,7) elle 
satisfait à la condition de transversalité 


(P, — Ph)" (nr | Ju (0) | m) = (. (104,7) 


‘Revenons au calcul de la fonction II (r — zx’). En portant (104,6) 
dans (104,5) on obtient 


D E= EE 3 (01 j, (0) 1 »3 (nr | (0) 1 0) eiPnt 


pour TZ=0, (104,8) 
où z—zr —E—(t, E). Désignons 
p (X?) = 


= 4% (n) D (O1 (0) 1n) (O1) m0 P). (104,9) 


La sommation est étendue à tous les systèmes de paires d'électron 
et de photons réels qui peuvent être créés par un photon virtuel de 
quadri-impulsion k — (w, k) (© => 0) et, pour chacun de ces systè- 
mes, aussi à ses variables internes (polarisations et impulsions des 
particules dans le référentiel du centre d'inertie) !). A la suite d'une 
telle sommation la fonction p ne peut dépendre que de k et, vu son 
caractère scalaire, de k°. Notamment, p ne dépend pas de la direction 
de k. En tenant compte de ces propriétés de la fonction p, récrivons 
(104,8) sous la forme 


I] (E) = — | Ï do (Se TEE p (4?) eik$-iwlt) — 


sil Ÿ{ ao us 6(H? — #2) p (2) ei-Kiant, 


*) Une telle définition des états | n) est évidemment identique à leur défi- 
pition comme étant des états dont les éléments de matrice (0 | j | n) de l'opéra- 
teur à parité de charge négative sont différents de zéro. 
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Le passage à la représentation en impulsions se fait en portant 
dans cette expression la formule 


| . À 1 
e-ioltl — 2j \ ee (104,10) 


(déjà utilisée au $ 76) et donne 


II (2) — 


ot 


a(p?) | d(u7) (+07) 
0 


ou finalement !) 


2 2 
II (42) = ( ES - (104,11) 
0 


Le coefficient p figurant dans cette représentation intégrale est 
appelé densité spectrale de la fonction II (k°). 11 présente les propriétés 
suivantes : 


p(k)>0 pour k2>0. (104,12) 

En effet, la quadri-impulsion k du photon virtuel, qui peut don- 
ner naissance à un système de particules réelles, est nécessairement 
du genre temps (4° coïncide avec le carré de l'énergie totale des par- 
ticules dans le référentiel de leur centre d'inertie). D'autre part, en 
vertu de la condition de transversalité (104,7) on a 


P% (0 | jy (0) | nr) = 0. 


Mais le quadrivecteur (0 | j | nr), orthogonal au quadrivecteur du 
genre temps (P,), est du genre espace, c’est-à-dire que 


(0 | ju (0) |») (O | j# (0) | »)* <O, 
et donc, d’après la définition (104,9), p > 0. 


1) Des calculs formels, noue à ceux faits plus haut, exigent qu'on pro- 
cède avec précaution à cause de la présence des divergences déjà mentionnées. 
Il en résulte en particulier l'apparition au second membre de (104,11) de termes 
divergents supplémentaires qui n'ont pas de forme relativiste invariante ex- 
plicite (termes dits de Schwinger). Nous ne les écrivons pas parce qu'ils disparais- 
sent de toute façon par suite de la renormalisation ($ 110) et sont sans effet sur les 
résultats ultérieurs. 
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$ 105. Propagateur électronique exact 


Il est défini, de même que le propagateur photonique, par la 
formule 


Gian(z—z)= —i(0 | Tp;(r) (x) 10) (105,1) 


(où à, k sont les indices bispinoriels) qui diffère de la définition (75,1) 
du propagateur de particules libres 


Gn(z—z')= —i(0) Ti (x) dx (z°) 10) (105,2) 


par les opérateurs de Heisenberg utilisés au lieu des opérateurs 1 
dans la représentation d'interaction. 

Les mêmes raisonnements que ceux développés lors de l’établis- 
sement de (103,7) permettent de mettre &;, sous la forme 

. (O1 Ti (z) ŸE et (z') 8 1 0) 
Gun (z—zx)—= ET (105,3) 

Le développement de cette expression en puissances de e* conduit 
à la représentation de la fonction & par un ensemble de diagrammes 
comportant deux lignes externes électroniques et un nombre diffé- 
rent de sommets. Le rôle du dénominateur de (105,3) se réduit de nou- 
veau à la nécessité de ne tenir compte que des diagrammes sans « bou- 
cles de vide » isolées. C’est ainsi qu'à des termes —e‘ près, la repré- 
sentation graphique du propagateur & (ligne en traits continus forts) 
est de la forme !) 


nn SO e— + 


+ De + 
i À = D 
TTN OTTA / : PTS / \ 
+ eee + e—le— 27 + <—çe le — le + Let —##— 
D \ : 


DS 


—” 


(405,4) 


1) Comme il a déjà été expliqué au $ 103, il ne faut pas non plus tenir com- 
pte des diagrammes comportant des lignes « fermées sur elles-mêmes », qui appa- 
raîtraient ici même au deuxième ordre: 


V 


Ù 
el 
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A la ligne en gros traits pleins on fait correspondre (dans la repré- 
sentation en impulsions) la fonction i& (p), et à toutes les lignes en 
traits pleins et interrompus dans les diagrammes du second membre 
de l’égalité sont associés les propagateurs de particules libres respec- 
tivement iG et —il. 

Le bloc compris entre deux lignes électroniques porte le nom de 
partie d'énergie propre de l'électron. De même que dans le cas photo- 
nique, une telle partie est dite compacte si elle ne peut plus être 
divisée en deux parties d'énergie propre par la coupure d’une seule 
ligne électronique. Désignons par —io#;, la somme de toutes les 
parties compactes possibles; la fonction s#,, (p) est appelée opé- 
rateur de masse. C’est ainsi qu'à des termes —e* pres, on a 


= FN D + 
TS ITU D, 
Re —, 


(105,5) 


Par une sommation tout à fait analogue à celle effectuée lors de la 
déduction de (103,13), on obtient 


$ (p) = G(p) + G (p) # (p) 3 (p) (105,6) 


(les indices bispinoriels sont omis) et pour les matrices inverses 
SG (p)=G*(p)—4# (p)=vp—-m—0k (p). (105,7) 


Comme il a déjà été indiqué au $ 102, les opérateurs + dans la re- 
présentation de Heisenberg (à la différence des opérateurs + dans la 
représentation d'interaction) subissent une variation par suite de 
la transformation de jauge des potentiels électromagnétiques. Avec 
eux, le propagateur électronique exact # est lui aussi non invariant 
de jauge. Etablissons la loi de sa transformation de jauge (L. D. Lan- 
dau, I. M. Khalatnikov, 1952). 

Il est clair d'avance que le changement de & dü à la transforma- 
tion de jauge doit s'exprimer au moyen de la même quantité D qui 
s'ajoute, par suite de cette transformation, au propagateur photo- 
nique. Cela devient évident si l’on remarque que lors du calcul de 
& d’après les diagrammes de la théorie des perturbations chaque terme 
de la série s'exprime par l’intermédiaire des fonctions D et ne fait 
intervenir. aucune autre grandeur électromagnétique. On peut utili- 
ser cette circonstance pour simplifier les déductions: on peut faire 
n'importe quelles hypothèses particulières sur les propriétés d’un 


opérateur % quelconque dans la transformation (102,8), pourvu que 
la réponse soit exprimée en fonction de D(. 
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A la suite de la transformation (102,8) les propagateurs Z (103,1) 
et (105,1) se transforment en 


Day E (OIT LA, (x) — 04% (2) LA, (z°) — dvx (x) 0), 


:  — (105,8) 
Gin + à (OI T pi (x) exe exp, (z°)10) . 


Nous supposerons maintenant que les opérateurs " sont moyennes 
indépendamment de tous les autres facteurs opératoriels figurant 
dans le produit 7 ; cette supposition est tout à fait naturelle parce 


qu'en vertu de l’invariance de jauge le « champ » de x ne participe 
aucunement à l'interaction. Supposons également que la moyenne 


dans le vide de l'opérateur + lui-même s’annule: (0|%x10) = 0. 
Alors les termes contenant x dans (105,8) se séparent et on obtient 


Dyv + Duv + t(OITO, x (x) - 85% (x) 10), (105,9) 
Gin Gin (OITeiexSe-iex(x")|0). (105,10) 


Nous poursuivrons la déduction pour une transformation infini- 
ment petite; pour souligner cette petitesse, nous écrirons 6% au lieu 
de +. 

La transformation (105,9) peut être écrite (indépendamment de 
la petitesse de 6x) sous la forme !) 


Dis Dust Du Tv = 0040 (rx), (105,11) 


dt (x — x’) = i (0| TOY (x) 6x (z’)[0) . (105,12) 


On voit que la fonction d) détermine la variation, due à la trans- 
formation de jauge, de la partie longitudinale du propagateur pho- 
tonique Z(). La supposition que cette fonction dépend uniquement 
de la différence x — x’ implique certes une certaine restriction sur 


les propriétés de l'opérateur 6; dans le cas général d’une transfor- 
mation de jauge absolument quelconque, l’homogénéité spatio- 
temporelle du propagateur peut être troubléc. 


1) Le passage de (105,9) à (105,11) est possible si la fonction dl) et sa déri- 
vée par rapport à £ sont continues pour t{ = t’. Dans le cas contraire, les seconds 
membres de ces expressions différeraient par des termes contenant la fonction 
6 (cf. la déduction de la formule (75,2)). Dans la représentation en impulsions, 
cette condition est équivalente à la supposition que d{!) (q) décroit plus vite que 
1/q° lorsque | g° | —+ oo. 


36—0596 
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Quant à la transformation (105,10), nous y développons les fac- 
teurs exponentiels en puissances de ôz à des termes quadratiques 
près : 


& 7 (01642 (z)+ 6x2 (2) — 2T 6x (x) 8x (2°)10) - 


Ainsi, en tenant compte de la définition (105,12), on trouve pour 
le propagateur électronique la loi de transformation suivante: 


G—+G+069, 0 —ieG(z—-zx)[d0(0)—dU (x—zx')]. (105,13) 


Dans la représentation en impulsions {) on a 
68 (p) = ie | 0 (915 (p—5 (p-0 ns - (405,14) 


Dans ces conditions la fonction d( (g) est liée à la variation de la 
fonction (9) par 


82 (g) = g2dt) (g). (105,15) 


Pour le propagateur électronique on pourrait obtenir une repré- 
sentation intégrale analogue à la formule (104,11). Sa déduction 
est basée sur les expressions 


Pam (Z) = Pam (0) e7 "Pm7 Pr (105,16) 


des éléments de matrice de l’opérateur Ÿ qui sont analogues aux ex- 
pressions (104,6) pour les éléments de matrice du courant utilisées 
au $ 104. Mais à la différence du courant, les opérateurs 4 eux-mêmes 
sont non invariants de jauge. C’est pourquoi la dépendance envers 
les coordonnées de la forme (105,16) n’a pas un caractère général, 
elle ne se rapporte qu’à une certaine jauge bien déterminée. Par là 
même la représentation intégrale du propagateur, basée sur (105,16), 
ne se rapporte elle aussi qu’à une jauge déterminée. La cause physi- 
que plus profonde de cette situation provient de ce que la nullité de 


1) Si la fonction f(x) f1 (x) f2 (x), ses composantes de Fourier sont 
1@)= | re dreaee [UT as TES dit a 0 j (a) fe (9 = 
dta.dt 
= À À TRE 660 p— qi — 9) fa Go) fa À EE ho hw- 0. 
En passant de (105,13) à (105,14), on a er” tenu compte de ce que 
1e=0= (ro ES 
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Ja masse du photon conduit à la catastrophe infrarouge ($ 98). II 
en résulte que l’électron émet, au cours de l'interaction, un nombre 
infini de quanta mous, ce qui prive pour une large part de sens di- 
rect le propagateur « d’une seule particule » (105,1). 


& 106. Opérateur de sommet 


Dans les diagrammes complexes on peut séparer, en plus des 
parties d'énergie propre, des blocs d'un autre type qui ne se rédui- 
sent pas à ces dernières. On arrive à une catégorie importante de 
ces blocs en considérant la fonction 


Ki (ty 22 2s)=(0]T A4 (21) i (22) Ÿx (xs)10) (106,1) 


affectée d’un indice quadrivectoriel et de deux indices bispi- 
noriels; en vertu de l’homogénéité de l’espace-temps cette fonc- 
tion ne dépend que des différences des arguments zx, 2,:, 
xs. Exprimée moyennant les opérateurs dans la représentation 
d'interaction, la fonction X prend la forme suivante: 


(OT Afne (1) WE C2) VE @)S10) | (106,2) 


Kky (Zur Los Ts) = (0]S10) 


Le passage à la représentation en impulsions s'effectue à l’aide de la 
formule 


(27)6 6 (p, + k — pe) Ki (pa, Pas k)= 
= \ \ \ Ki (Ti Lo, The titipsrs- fixe déx, déx, dir,. (106,3) 


Dans la technique des diagrammes, aux fonctions K', corres- 
pondent des blocs de la forme (à trois queues) 


Ù 
tk 


(106,4) 
P2 Ps 
à trois extrémités (une extrémité photonique et deux extrémités 
électroniques), dont les impulsions sont liées par la loi de conserva- 
tion 


Pa tk = ps. (106,5) 
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Le terme d'ordre zéro du développement de cette fonction s’an- 
nule et le terme du premier ordre s’écrit dans la représentation en 
coordonnées 


KH(zx,, z, tz,)=e ( G(z—7)v,G(z—zxs)-DYU(z, — x) dix, 


et dans la représentation en impulsions 
KU (pa, P15 À) = ES (P2) Y,G (P1)- DA (k) (106,6) 


(les indices bispinoriels sont omis); le diagramme correspondant est 


de la forme 
Pat (106,7) 


Pe P, 


Lorsqu'on passe aux approximations d'ordres suivants, les 
diagrammes se compliquent par suite de l'adjonction de nouveaux 
sommets. Pourtant tous ces diagrammes n'apportent rien d'essen- 
tiellement nouveau. C'est ainsi qu’au troisième ordre apparaissent 
les diagrammes suivants: 


À À À À 


Les trois premiers peuvent être divisés (en coupant une ligne pho- 
tonique ou électronique) en un sommet simple (106,7) et une partie 
d'énergie propre du deuxième ordre; pour le quatrième diagramme 
une telle division est impossible. Cette situation a un caractère géné- 
ral. Les corrections de première espèce conduisent tout simplement 
au remplacement dans (106,6) des facteurs G et D par les propaga- 
teurs exacts & et Z. Quant aux autres termes du développement, leur 
somme donnera une nouvelle quantité qui remplacera dans (106,6) 
le facteur y". En désignant cette quantité par [Y, on a par défini- 
tion 


HU (par Pis k)={i8 (p2)[— el, (pa Pi )1ES (p:)}[ — ie (H)]. 
(106,9) 
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Le bloc relié aux autres parties du diagramme par une ligne 
photonique et deux lignes électroniques est appelé partie de sommet, 
si ce bloc ne peut pas être divisé en parties qui ne sont reliées entre 
elles que par une seule ligne (électronique ou photonique). La quan- 
tité TH vaut la somme de l’ensemble (infini) de toutes les parties de 
sommet y compris le sommet simple y“; cette quantité est appelé 
opérateur de sommet (ou fonction de sommet). 

Reproduisons tous les diagrammes de l'opérateur de sommet à 
des quantités du cinquième ordre près: 


a) b) c) d) (106,10) 
| | | | 
( | | | 
F , + +. + + 
e) f) g) — h) ni 


(l'opérateur de sommet exact —ie létant désigné par un point noir). 

L'opérateur T (de même que l'opérateur y du sommet simple) a 
deux indices matriciels (bispinoriels) et un indice quadrivectoriel ; 
il est fonction de deux impulsions électroniques (p,, p.) et d'une 
impulsion photonique (k). Il est à noter que toutes les trois impul- 
sions ne peuvent pas se rapporter simultanément aux particules réel- 
les : le diagramme (106,4) correspondrait par lui-même (et non com- 
me une partie d'un diagramme plus complexe) à l'absorption d'un 
photon par un électron libre, mais un tel processus est incompatible 
avec la loi de conservation de la quadri-impulsion des particules 
réelles. C’est pourquoi l’une au moins des trois extrémités du diagram- 
me doit se rapporter à une particule virtuelle (ou au champ extérieur). 

Les parties de sommet peuvent encore être rangées en deux ca- 
tégories: irréductibles et réductibles. Les parties irréductibles sont 
celles qui ne contiennent pas de corrections d'énergie propre aux 
lignes internes et dans lesquelles on ne peut pas séparer des parties 
qui représentent des corrections (d'ordre inférieur) aux sommets in- 
ternes. Ainsi, par exemple, parmi les diagrammes (106,10) ne sont 
irréductibles que b) et d) (sans compter le sommet simple a)). Les 
diagrammes £g), h), i) contiennent des parties d'énergie propre; dans 
le diagramme c) la ligne supérieure en traits interrompus peut être 
considérée comme une correction au sommet supérieur et les lignes 


566 PROPAGATEURS EXACTS ET PARTIES DE SOMMET (Ch. XI: 


latérales en traits interrompus dans les diagrammes e) et f), comme des 
corrections aux sommets latéraux. 

En remplaçant dans les diagrammes irréductibles les lignes in- 
ternes par des lignes en gros traits de même type et les sommets par 
des points noirs (c'est-à-dire en remplaçant les propagateurs ap- 
prochés D, G par les propagateurs exacts Z, $ et les opérateurs de 
sommet approchés y par les opérateurs exacts l) !), on obtient évidem- 
ment l’ensemble de toutes les parties de sommet en général. Ainsi, 
le développement de l'opérateur de sommet peut être représenté 
sous la forme 


| 
XANAA OO" 


Cette égalité représente par rapport à | une équation intégrale à 
nombre infini de termes au second membi.…. 

De ce qui précède ressort clairement le principe général de for- 
mation des expressions exactes pour les blocs présentant n'importe 
quel nombre d’extrémités. On les construit comme les moyennes 
dans le vide des produits T des opérateurs de Heisenberg : un opéra- 


teur Ÿ (x) par chaque électron final, un opérateur 1 (x) par chaque 


électron initial et un opérateur À (z) par chaque photon. 
Prenons encore un exemple: les diagrammes de la forme 


Pa P 


(106,12) 


Pa P2 


à quatre extrémités électroniques (diagramme électronique « quatre 
queues »). On arrive à de tels diagrammes en considérent la fonction 


K nutm (Æur Le5 Zsr Ze) = (OI T Pr (73) Pr (22) Vi (3) Pm (%)10) (106,13) 


(qui ne dépend bien entendu que des différences des quatre argu- 


ments). Ses composantes de Fourier peuvent être représentées sous la 


1) Les diagrammes ainsi obtenus portent le nom de diagrammes squelettes. 
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forme 
( K'iputm (Tir Los Tan Le) EXP Pas Pis Pate) Qér, déx, dix, dix, = 


= (2n)f OS (ps + P2 — Pa — Pe) Kinim(Psr Ps Pas P2)s (106,14) 
où 
K'intm(Pss Pes Pas P2) = (2x) 6 (p; — ps) S 1 (P3) Fam (P2) — 
— (2x) 6 (p2 — Ps) Sim (Ps) Sn (P2) + 
+ Sin (Ps) nr (Pi) [— ile (Ps3s Du Pis P2)] S si (P1) Sim (P2)- (106,15) 


Dans l'expression (106,15), les deux premiers termes font disparaître 
dans la définition de la fonction L (ps, P4 ; P1, Pe) les diagrammes qui 
se divisent en deux parties non reliées l’une à l’autre, chacune ayant 
deux extrémités externes: 


ou 
Pa — }—r Ps — )—2 
Dans le troisième terme, les facteurs & éliminent dans la définition 
de FT les parties du diagramme qui représentent les corrections aux 
lignes électroniques externes. 
Notons également que d’après les propriétés du produit 7 des 


opérateurs de Fermi les fonctions F (ps, Pi; P1, P+) présentent les 
propriétés d'antisymétrie: 


Vigstm(Pss Pxs Pas Pa) = — lRiim (Per Psi Pir P2) = 
= — Ty mi (P3r P«s Pas Ps). (106,16) 


Si les impulsions p,, P2, Ps, P, répondent aux particules réelles, 
les diagrammes indivisibles (106,12) représentent le processus de 
diffusion de deux électrons. On obtient l'amplitude de ce processus 
en faisant correspondre aux extrémités externes du diagramme les 
amplitudes d'onde des particules (au lieu des propagateurs &) !): 


iM =, (P3) ux (P4)[—ieTixtm (Pss Pa ï Par P2)] Ur (Ps) Um (P2)- 
(106,17) 


En vertu de (106,16) cette amplitude possède automatiquement l'an- 
tisymétrie nécessaire par rapport aux permutations des électrons. 


1) Nous verrons par la suite (8 110) qu’en construisant les amplitudes de 
processus réels il ne faut pas tenir compte des parties d'énergie propre dans les 
extrémités libres du diagramme. 
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8 107. Equations de Dyson 


Les propagateurs exacts et la partie de sommet sont liés par des 
relations intégrales bien déterminées. C’est la méthode des diagram- 
mes qui montre de façon particulièrement claire l’origine de ces 
relations. 

La notion d'irréductibilité ou de réductibilité introduite au 
paragraphe précédent s'étend non seulement aux parties de sommet 
mais également à tous les autres diagrammes, quels qu'ils soient 
(ou à leurs parties). Considérons sous ce point de vue les diagrammes 
électroniques d'énergie propre compacts. 

Il est facile de comprendre que dans l’ensemble infini de ces dia- 
grammes un seul est irréductible ; c'est le diagramme du deuxième 
ordre 


Toute complication de ce diagramme peut être considérée comme 
l'introduction des corrections d'ordres suivants à ses lignes internes 
(électronique ou photonique) ou à un de ses sommets. Fait important, 
étant donné la symétrie évidente du diagramme, il suffit de rapporter 
toutes les corrections à un seul (n'importe lequel) de ses deux som- 
mets !). 

Puisque de toutes les parties d'énergie propre compactes élec- 
troniques une seule est irréductible, l’ensemble de toutes ces par- 
ties (c’est-à-dire l'opérateur de masse «#) sera représenté par un seul 
diagramme squelette : 


pk 
P Em) RRT (__) P (107,1) 
k 


1) Soulignons pour plus de clarté que quoique l'introduction des correc- 
tions à Li ul Eounét permette d'obtenir tout l'ensemble requis des SiReran 
mes, pour chaque diagramme déterminé la structure du bloc de correction dif- 
fère en général selon je sommet auquel on le rapporte. Par exemple : 


EE 


ÿ le même diagramme on a encadré les blocs jouant le rôle de partie de 
nt Shiva que celle est rapportée à l'un ou à l’autre des sommets, celui 
de droite ou celui de gauche. 
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Ecrite sous la forme analytique, cette égalité graphique donne !) 
# (p)=G1(p) — S1(p)— 
= —ie | pS(p+H TA (p+R, pi DD (0 Le - 
Une expression analogue peut s’écrire également pour l’opéra- 
teur de polarisation $. Parmi les parties d'énergie propre compactes 
photoniques il n’y en a qu’une seule qui soit irréductible, de sorte que 
$ est représenté par un seul diagramme squelette : 


-(2-—-- = — OP à (107,3) 


L'égalité analytique correspondante est de la forme 


(107,2) 


v : : 
oO pe (HZ (= 


ie Tr | pS(p+HT,(p+4, p; HS(P)er (107.4) 


(les indices bispinoriels dans (107,2) et (107,4) sont omis). 

Les relations (107,2) et (107,4) sont connues sous le nom d'équa- 
tions de Dyson. Elles peuvent être obtenues également par un calcul 
analytique direct. 

Ainsi, pour établir l’équation (107,2) considérons la quantité 


GP mag (z—2)= — i(yp = mu (O] Ti (x) Ps (z’)1 0) 


(où p — id est l’opérateur de dérivation par rapport à x). Cette 
quantité est calculable à l’aide de (102,5) exactement de la même 
façon qu'au $ 75 lors de l'établissement de l'équation (75,7) pour le 
propagateur de particules libres. On obtient finalement 


(yP— mn$un (z— 2')= 
— — ieyi (O|TA, (x) pi (x) da (x) 0) + Ban OO (x — x); 


le terme au second membre de cette égalité, contenant la fonction Ô 
est le même que dans (75,7), car les relations de commutation pour 
t — t’ sont les mêmes pour les opérateurs ÿ, qu'ils soient donnés 
dans la représentation de Heisenberg ou dans celle d'interaction. 


1) Si dans (107,1) la partie de sommet exacte est rapportée au sommet de 
gauche, les facteurs y et l seront intervertis dans l'équation (107,2). Les deux 
formes de l'équation sont en fait, bien entendu, équivalentes. 
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Quant au premier terme, il est égal à — iey, Kïx (x, x, x’), ce qui 
permet d'écrire (en omettant toujours les indices bispinoriels) : 


(yP M) S(z—z)= —ieyaK, (x, x, z')+8S (zx). (107,5) 


Pour passer aux composantes de Fourier, remarquons qu’en 
intégrant la définition (106,3) sur d‘kd‘p,/(2x)°, on obtient 


\ Kn(p+k, p; k)nr = | K4 (0, O, z)e-irx: dir, — 
= | Kw (x, TZ, x’) eiplx-x") dé (z— zx"), (107,6) 


ce qui montre que l'intégrale au premier membre est une composante 
de Fourier de la fonction XH4 (x, x, x'). Ainsi, en prenant la compo- 
sante de Fourier des deux membres de l’équation (107,5), en utilisant 
ensuite la définition (106,9) et en se rappelant que yp — m = G”! (p), 
on obtient 


G-1(p)& (p) = 
=1— ie | vS(p+ HT (p+4 pi 9 S(p) Du) Le: 


Enfin, en multipliant cette égalité à droite par &-! (p), on est con- 
duit de nouveau à l'équation (107,2). 


$ 108. Identité de Ward 


Il existe encore une relation entre le propagateur photonique et 
la partie de sommet. Cette relation, plus simple que l’équation de 
Dyson, apparaît comme une conséquence de l’invariance de jauge. 

Pour l’établir, effectuons la transformation de jauge (102,8) 
en supposant que # (x) = ÔY (x) est une fonction infinitésimale sim- 
ple (non opératorielle) des quadricoordonnées zx. Il en résultera une 
variation du propagateur électronique d’une quantité 


ÔSG (x, r')—ieS (x—zx')(Ox (x) — Ôx (z')]. (108,1) 


Soulignons que la transformation de jauge de ce type trouble l'ho- 
mogénéité de l’espace-temps, de sorte que la fonction 6$ devient 
dépendante des arguments x et x’ pris séparément et non seulement 
de la différence x — x’. Son développement de Fourier se fait donc 
par rapport aux variables x et x’ séparément. Autrement dit, dans 
la représentation en impulsions 6# est une fonction de deux quadri- 
impulsions : 


05 (P2, P1) —_ À À eX1 (x, x’) eip2x-ipix” dx dr’. 
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En y portant (108,1) et en intégrant sur d‘z d‘£ ou sur d‘E dtz’ 
(£ = x — z'), on obtient 


Ô$ (p+9, p)=iedx (g) [5 (p) —8 (p + Q)]. (108,2) 
D'un autre côté, la même transformation de jauge ajoute à l’opé- 
rateur Au (x) la fonction 


(e) _ __ _9 
GAL (x) = — 6x (108,3) 


qui peut être considérée comme un champ extérieur infinitésimal. 
Dans la représentation en impulsions on a 


AS (g) = iquôx (a). (108,4) 
La quantité 6% peut également être calculée comme une variation 
du propagateur sous l'effet de ce champ. Il est évident qu'à des 


quantités du premier ordre en Ôx près, cette variation sera repré- 
sentée par un seul diagramme squelette: 


1q 


ôY(p+qa,p) = __1— 


p+q P 


Ici, la ligne en gros traits interrompus est la ligne effective du champ 
extérieur, c'est-à-dire qu’on lui fait correspondre le facteur (voir 


103,15) 


Av 
GAS (q) + AS? (9) 39 Du (9)- 
Mais le quadrivecteur 64° (qg) est longitudinal (par rapport à gq), 
alors que le tenseur #4" est transverse. C'est pourquoi le second terme 
s’annule ici et il ne reste que 


(108,5) 
18% (p+a, p) = — 


p+q p 


où à la ligne en traits interrompus fins on fait correspondre d'une 
façon habituelle tout simplement le champ 647. Sous la forme 
analytique on a 


68 —eS(p+9)L"(p+a, p; 9) 3 (Pp)-6AÏ. (108,6) 
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En y portant (108,4) et en comparant avec (108,2), on trouve la 
relation 


G(p+9)—S(p)=—$(p+9) T'(p+g, p;9)£ (P)-q; 
ou, pour les matrices inverses, 


S1(p+g)—ÿS 1(p)=aT"(p+q, p; 9) (108,7) 


(H. S. Green, 1953). 

En faisant tendre dans cette égalité g — 0 et en comparant les 
coefficients de la quantité infinitésimale q, dans les deux membres, on 
obtient 


5 8 (p)=T#(p, p3 0). (108,8) 


C'est l'identité dite de Ward (J.C. Ward, 1950). On voit que la déri- 
vée de S-! (p) par rapport à l'impulsion coïncide avec l'opérateur 
de sommet si le transfert d’impulsion est nul !). Quant à la dérivée 
de la fonction # (p) elle-même, elle s'écrit 


— 718 (p)=i$ (p)L—iT* (p, p: ONE (p). (108,9) 


En procédant de la même façon, on pourrait trouver aussi les 
dérivées d'ordres supérieurs en faisant les calculs à des termes d'ordres 
plus élevés en ôy près. Mais nous n’aurons pas besoin de telles for- 
mules. 

Considérons maintenant la dérivée 0® (k)/0k, de l'opérateur 
de polarisation. A la différence de la fonction & (p), la quantité 
P(k) est invariante de jauge et reste inchangée après l'introduction 
du champ extérieur fictif (108,4). C'est pourquoi sa dérivée ne sau- 
rait être calculée par la même méthode. Néanmoins on peut obtenir 
pour elle aussi une expression par un diagramme déterminé. 

Considérons à cet effet le premier des diagrammes intervenant 
dans la définition de ©, à savoir le diagramme du deuxième ordre 


suivant : 
DPran 
D 


Aux lignes en traits pleins correspondent les facteurs iG (p) et iG(p+k). 
La dérivation par rapport à k substitue au second d’entre eux 


1) A l’approximation d'ordre zéro, c'est-à-dire pour le propagateur de 
particules libres, cette identité est évidente: G”1(p) = yp — m et donc 
2G”/dpy — y. 
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le facteur i0G (p + k)/0k, or en vertu de l'identité (108,9) une telle 
substitution est équivalente à l’adjonction d'un sommet supplé- 
mentaire sur une ligne électronique: 


1k=0 


: ÉTAT (108,11) 


On voit qu'à l'approximation du premier ordre non évanescente 
la dérivée cherchée est représentée par un diagramme à trois extré- 
mités photoniques (« diagramme à trois queues photoniques »). Sou- 
lignons tout de suite que ce diagramme ne donne par lui-même au- 
cun renseignement sur l'amplitude de transformation d'un photon 
en deux photons. L'amplitude d’un tel processus serait donnée par 
la somme du diagramme (108,11) et d'un autre diagramme de même 
type mais avec le parcours de la boucle dans le sens inverse ; suivant 
le théorème de Furry cette somme s'annule. Mais le diagramme 
(108,11) par lui-même n'est pas nul. 

En opérant de façon identique, on peut effectuer la dérivation 
des diagrammes plus complexes, en ajoutant successivement les 
sommets de À’ = 0 à toutes les lignes électroniques dépendant de #. 
11 existe pourtant des diagrammes dont les lignes photoniques in- 
ternes dépendent elles aussi de k, tel par exemple le diagramme que 
l’on voit sur la gauche de la figure suivante: 


Ô k Qo k 
rs Ps — sert — 
ok# q: 


| Kk'=0 
La dérivée du diagramme entre accolades est représentée ici sous 
forme de diagrammes avec l'introduction d’une notation graphique 
nouvelle : un sommet à trois photons fictif qui est un point en lequel 


concourent trois lignes en traits interrompus et auquel on fait cor- 
respondre la quantité 


0D” 


ani 2 — ik, =v,. (108,12) 
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Maintenant on peut dériver tout diagramme en ajoutant les sommets 
v, Où y, aux lignes dépendant de # et en faisant ensuite les calculs 
d'après les règles générales. La sommation de ces corrections d’ordres 
supérieurs donne 


1 0Puv TV 


4x | 9kà pAvr (108, 13) 
où ie F1, est la somme des parties internes de tous les diagrammes 
à trois extrémités photoniques obtenus par le procédé indiqué ci- 
dessus. 

Dans la suite nous aurons besoin également de la dérivée seconde 
de l’opérateur de polarisation. En dérivant d’une façon analogue 
encore une fois l'égalité (108,13), on obtient 


1 0:P 

An gp ane — Pupov + Pupow (108,14) 
où ie’ S est la somme des parties internes de tous les diagrammes à 
quatre extrémités photoniques du type 


G 
nou) 
/ A Lie + 


(qui doit bien entendu aussi comprendre les diagrammes avec les 
sommets fictifs à trois photons (108,12)). 
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Dans le cas où le système est placé dans un champ extérieur 
donné A (x), le propagateur électronique exact est défini par la 


même formule (105,1), mais l'hamiltonien Z — H, + V qui assure 
la transformation en opérateurs dans la représentation de Heisen- 
berg fait intervenir aussi l'interaction des électrons avec le champ 
exterieur : 


Ve \ À j dr+e \ A? je dix. (109,1) 


Puisque le champ extérieur trouble l'homogénéité de l’espace-temps, 
le propagateur & (x, z’) dépendra maintenant des deux arguments 
x et x’ séparément et non seulement de leur différence x — x’. 

Si l’on passe de façon habituelle à la représentation d'interaction, 
on est amené à la technique des diagrammes ordinaire où, en plus 
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des lignes photoniques virtuelles, figureront également les lignes 
du champ extérieur. Une telle technique est pourtant d'un usage 
peu commode dans les cas où le champ extérieur ne peut pas être 
considéré comme une petite perturbation et avant tout lorsque les 
particules soumises au champ peuvent se trouver dans des états liés. 
Or, le propagateur électronique dans le champ extérieur est nécessai- 
re en premier lieu précisément pour l'étude des propriétés des états liés 
et notamment pour la détermination des niveaux d'énergie compte 
tenu des corrections radiatives. Pour construire un tel propagateur, 
il faut partir d’une représentation des propagateurs qui tienne comp- 
te d’une façon précise du champ extérieur même à l’approximation 
d'ordre « zéro » suivant l'interaction électron-photon (W. H. Furry, 
1951). 

Dans la suite, le champ extérieur sera supposé stationnaire, 
c'est-à-dire indépendant du temps. 

La représentation désirée des opérateurs est donnée par les 
formules (32,9) de la seconde quantification dans le champ extérieur: 


DO (1, r)= D {an (r)exp(—ieS#)+ HE (r)exp(ies” 1)}, 
; RE Le (109,2) 
(4, r)— > {anw$? (r) exp (iet*) + bi (r) exp (— ielt)}, 


où pt) (r) et e(£) sont les fonctions d'onde et les niveaux d'énergie 
respectivement de l'électron et du positron, solutions du problème 
« à une seule particule », c'est-à-dire de l’équation de Dirac pour une 
particule dans un champ. Il est facile de comprendre que les opé- 
rateurs (109,2) sont des opérateurs + dans une certaine représentation 
(représentation de Furry) qui est en quelque sorte une représentation 
intermédiaire entre celle de Heisenberg et celle d'interaction. Ils 
peuvent s’écrire sous la forme 


po (4, r) = exp (iAit) b(r)exp(—iA it), (109,3) 


VO (4, r)= exp (it) D (x) exp(— it), 


Hi= ote | A (x) j" (2) dz. 


Quant à l’opérateur champ électromagnétique À, il commute bien 


entendu avec le second terme de H,, de sorte que pour lui la repré- 
sentation de Furry coïncide avec la représentation d'interaction. 
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Le propagateur électronique à l'approximation d'ordre zéro est 
défini dans la nouvelle représentation par 


GR (x, r')= — à (0 | Tf? (x) pK” (z') 1 0). (109,4) 


L'opérateur p(9 (t, r) satisfait à l’équation de Dirac dans un champ 
extérieur 


[yP—eyA® (2) —m] 9 (4, r) = 0, (109,5) 
et la fonction G(9 à l'équation 
[yP—eyA® (x) —m] GO (x, x) = 80 (r— 7°) (109,6) 


(cf. l'établissement de (107,5)). 

La technique des diagrammes qui exprime le propagateur exact 
S& par une série en e* est construite en passant de la représentation 
de Heisenberg à celle de Furry, exactement de la même façon que 
nous avons effectué plus haut le passage à la représentation d'inter- 
action. On obtient finalement des diagrammes du même type, mais 
aux Jignes en traits pleins correspondront maintenant les facteurs 
iG(9 (au lieu de iG). 

Une différence peu importante entre les règles d'écriture des ex- 
pressions analytiques des diagrammes apparaît du fait que dans la 
représentation en coordonnées G?9 n’est pas seulement fonction de 
la différence x — x’. Mais dans un champ extérieur constant l’ho- 
mogénéité du temps se conserve, de sorte que les instants t et t 
n'interviendront comme précédemment que sous forme de la différence 
t—t" = T7, si bien que 


G9 = G9 (x,r,r’). 
Le passage à la représentation en impulsions se fait par le développe- 
ment de Fourier suivant chacun des arguments de la fonction: 


GO (er, r)= À ((eteer-me-e0G (e, ps, p) EEE GES. 


(109,7) 
A chaque ligne à laquelle correspond le facteur iG(9 (€, p:, p,) on 


doit attribuer maintenant une valeur de l'énergie virtuelle e, et deux 
valeurs de l’impuilsion, initiale p, et finale p, : 


iG( (8, p2, p1) — —— . (109,8) 


On obtient finalement une règle d’écriture des expressions analyti- 
ques des diagrammes dans lesquelles l’intégration sur de/2n s’effec- 
tue d’une façon habituelle, tandis que les intégrations sur 
dp,/(2rx)% et d'p./(2n)* se font indépendamment l'une de l’autre 
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en tenant compte de la conservation de l'impulsion en chacun des 
sommets. Ainsi, par exemple 


E —-@ 


"_K 
p'-k s _ 
P2€ PS "PE P: 


Ww,K 


= e À TT Ge, ps, p#G 9 (e—0, p—k, p'—1 x 


, dtk dSp’ dép” 
x V6 (e, ps ps) Das (ok) ir mes us (109,9) 
Il importe d'observer que dans la technique exposée il est né- 
cessaire de tenir compte également des diagrammes comportant des 
lignes électroniques « fermées sur elles-mêmes », qui sont rejetés 
dans la technique ordinaire comme étant liés au « courant dans le 
vide ». Sous l’action du champ extérieur ce courant ne doit plus s’an- 
nuler parce que le champ provoque une « polarisation du vide ». 
C’est ainsi que dans le diagramme 


[ey) 
109,1 
si (109,10) 

O,k=p"-p' 
| 

P> * pp © p, 

à la boucle supérieure correspond le facteur 
| u &p du 
i \ \ GO(w, p+k, pH 2e: (109,11) 


Mais il faut encore préciser ici le sens donné à l’intégration sur du. 
Le fait est que l'intégration sur do de la composante de Fourier de la 
fonction G{? (t) se ramène au calcul de la valeur de cette fonction 
pour t = 0; mais la fonction G (x) est discontinue en ce point et 
il faut donc préciser laquelle de ses deux valeurs limites doit être 
prise. Pour répondre à cette question, il suffit de remarquer que 
l'intégrale (109,11) résulte de la contraction des opérateurs Ÿ figurant 
dans le même opérateur courant: 


je — po (£, r) ppto (é, r); 
37-0596 
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où #7 est placé à gauche de ÿt9. De par la définition du propaga- 
teur (109,4) on obtient un tel ordre des facteurs pour { — ft’ si l’on 
interprète {’ comme £’ = t + O, c’est-à-dire la valeur limite de la 
fonction G( (t — t’) comme sa limite pour { — {’ —> — 0. On peut 
dire en d’autres termes que l'intégrale (109,11) sur dw/2x doit s'in- 
terpréter comme 


Vase e-iur pour T—+—0(. (109,12) 


L'opérateur de masse dans un champ extérieur est défini comme 
au $ 105: — ic# est la somme de tous les blocs d'énergie propre com- 
pacts. Il est maintenant fonction de l'énergie e et des impulsions 
p. et p. à celles des extrémités des lignes externes par lesquelles 
elles entrent dans le bloc et en sortent respectivement 


En procédant exactement de la même façon que lors de la déduction 
de (105,6), on obtient l'équation 


G (e, P2: ps) — G(9 (e, P>» P:1) — 
d3 
= ( ( GO (e, ps, pho#(e, p’, p')(e, pp) SE Da os (109,14) 


*« 


On peut donner à cette équation une forme plus naturelle si 
l'on revient à la représentation en coordonnées suivant les variables 
spatiales, en introduisant la fonction 


Sr r)= (gt, pe, pen CRE, (109,15) 


et de même pour d’autres grandeurs. En effectuant dans (109,14) 
la transformation de Fourier inverse, on obtient 


G(e, r,r')—GO(e, r, r')— 


= | GO (e, r, r)#(e, Fr r)S(E, r, r') dir, dir, 


Faisons agir maintenant sur les deux membres de l'égalité l'opé- 
rateur 


Ve — vp — evsAÿ (2) 
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(où e est un nombre; P — — iV, l'opérateur de dérivation par rap- 
port aux coordonnées r). Ce faisant, il faut tenir compte du fait que 
suivant (109,6) 


Ive—yp—eyA (2)]GO (e, r, r)—ô(r—r) (109,16) 
On obtient finalement l'équation suivante: 


e—vp—ey4® (2) (e, r, r)— | #(e, r, r,) x 
XS (e, ra, r')dSz;,—6(r—r'). (109,17) 


La fonction & (e, r, r’) est particulièrement utile du fait que ses 
pôles déterminent les niveaux d'énergie de l’électron dans un champ 
extérieur. 

Montrons-le d'abord pour une fonction approchée G{9 (e, r, r’). 
En portant les opérateurs (109,2) dans la relation de définition du 
propagateur (109,4), on obtient l'expression suivante (exactement 
analogue aux formules (75,12) donnant le propagateur de particu- 
les libres): 


GP t—1,r,r')— 
ne ie (t—t')}, 1>t, 


109,18 
à 2 phe (r) pin (r°) exp {ief? (1—1")}, t<t à | 
et, après avoir passé aux composantes de Fourier par rapport au 
temps, 
(+) 


Cr) PER (r' (r) Ph (1°) 
CD (e, r,r)=Y NOESIS ps DORE }. (109,19) 


On voit que G{( (e, r, r’), considérée comme une fonction analyti- 
que de e, possède, sur le demi-axe réel positif, des pôles qui coïn- 
cident avec les niveaux d'énergie de l'électron et sur le demi-axe 
négatif des pôles coïncidant avec les niveaux d'énergie du positron. 
Les valeurs e(*) > m forment un spectre continu ?) et les pôles 
correspondants se confondent pour former deux coupures du plan 
de & complexe: de —oo à —m et de m à +00. L’intervalle | e | <m 
renferme les pôles déterminant les niveaux d'énergie discrets. 
Pour le propagateur exact & (e, r, r’) on peut obtenir un déve- 
loppement analogue en l’exprimant au moyen des éléments de ma- 


1) On suppose que le champ extérieur disparaît à l'infini. 
37* 
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trice des opérateurs de Schrôdinger, auxquels les éléments de matrice 
des opérateurs de Heisenberg sont liés par les égalités 


{miwg(t, r)|n)=(mlvp(r)|n)e-iEn-Emit, (109,20) 


Ici, Æ, sont les niveaux d'énergie exacts (c'est-à-dire avec toutes 
les corrections radiatives) du système dans un champ extérieur. 
L'opérateur b fait augmenter et l'opérateur Ÿ fait diminuer de 1 
(c'est-à-dire de + |e |) la charge du système. Cela signifie que dans 
les éléments de matrice (x | [0) et (0 |ÿ | n) les états | nr) doi- 
vent correspondre à la charge du système égale à - 1, c'est-à-dire 
qu'ils ne peuvent contenir, en plus d'un positron, qu'un certain 
nombre de paires électron-positron et de photons; nous désignerons 
les énergies de ces états par Et. D'une manière analogue, dans les 
éléments de matrice (0 [ÿ |n}et (nr |Y | 0) les états | 7) contien- 
nent un électron + un système de paires et de photons (énergie 
Et). Au lieu de (109,18) on obtient maintenant 


VAT (t—t", LE r')= 


— à D (OI: (r) Ir) Gr (10) exp{—iEn (tr), 1>4", 


i > (OL (r')In) Cl: (r) 10) exp {Et (1 —1")}, tt", 
(109,21) 
d'où 
Sat, r,r')= D (010 |n) (n | ÿa(r’) | 0) e 


e— EX) —Li0 


0 r')|n)(nl ditr)10 
* | YA D (r) | }. (109,22) 

Supposons que £ soit voisin de l'un quelconque des niveaux éner- 
sétiques discrets £%) (ou —E£E{;)). Dans ce cas, de toute la somme dans 
(109,22) on peut garder seulement un terme de pôle correspondant. 
En le portant ensuite dans (109.17), on voit que les facteurs dépen- 
dant du deuxième argument r’ (pour r  r’) sont exclus de l'équa- 
tion. On obtient finalement une équation intégro-différentielle ho- 
mogène pour la fonction (0 | ÿ(r)}| z)}(ou (r | (r) | 0)). que nous 
désignerons pour abréger par W, (r)'). En omettant l'indice n, 
on peut écrire 


[ve + iyV — ev A (rl T (r) — 
— ( Mae rr)W,(r,) dix, =0 (109,23) 


n 


1) Si l'on néglige les corrections radiatives j, (r) coïncident (pour des états 
à { électron ou 1 positron) avec les fonctions d'onde y(* ou y{3? qui sont solu- 
tions de l'équation de Dirac. 
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(J. Schwinger, 1951). Les niveaux d'énergie discrets E, intervien- 
nent maintenant comme des valeurs propres de cette équation. Par 
Jà même, l'équation (109,23) est la base de la procédure régulière 
pour la détermination de ces niveaux. 

Exprimons, par exemple, à partir de (109,23) la correction du 
premier ordre en «# au niveau d'énergie discret e, de l'électron, 
obtenu par la résolution de l'équation de Dirac 


[ven + ivV — evyAO (r)]p, (r) = 0 (109,24) 


où la fonction d'onde +, (r) est supposée normalisée par la condition 


| tp, dix = 1. (109,25) 


Ecrivons la fonction propre de l'équation (109,23) sous la forme 
Pa) = Y (r) + 0 (r), (109,26) 


où +” est une correction à 4, (r). Si l'on porte (109,26) dans l'équa- 


tion (109,23), que l'on multiplie cette équation à gauche par +, {r) 
et qu'on l'intègre sur d°x!), on obtient l'expression cherchée 


E, — En © \ \ Ÿni (r) A ir (En: Fr, ri) Yne (r:) dix d'z, . (109,27) 
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La théorie que nous avons exposée jusqu'ici dans ce chapitre 
est pour une large part une théorie formelle. Nous avons opéré sur 
toutes les quantités comme si elles étaient finies et nous avons inten- 
tionnellement laissé de côté les infinités qui se rencontrent dans 
la théorie. Or, en calculant les fonctions Z, £, T dans le cadre de la 
théorie des perturbations, on rencontre des intégrales divergentes 
auxquelles il est impossible d'attribuer une valeur déterminée quel- 
conque sans faire intervenir des considérations supplémentaires. 
L'apparition de telles divergences témoigne de l’imperfection lo- 
gique de l'électrodynamique quantique actuelle. Nous verrons pour- 
tant que dans cette théorie on peut mettre au point certainesrecettes 
permettant d'effectuer de façon univoque la « soustraction des in- 
finités » et d'obtenir finalement des valeurs finies pour toutes les 
quantités ayant un sens physique direct. Ces recettes sont basées 


.… 1) Lors de cette intégration il faut utiliser le fait que l'opérateur différen- 
tiel de l'équation (109,24) est auto-adjoint pour faire passer son action de (1) 
sur 4. 
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sur des exigences physiques évidentes qui se réduisent à ce que la 
masse du photon soit nulle, tandis que la charge et la masse de l’élec- 
tron soient égales à leurs valeurs observables. 

Commençons par établir les conditions imposées au propagateur 
photonique. 

Considérons le processus de diffusion qui peut se dérouler en 
passant par des états intermédiaires à une particule (à un photon 
virtuel). L'amplitude d'un tel processus doit avoir un pôle, quand 
le carré de la quadri-impulsion totale P des particules initiales est 
égal au carré de la masse du photon réel, c'est-à-dire pour P°? = 0; 
comme nous l'avons vu au $ 79, cette exigence résulte de la condi- 
tion générale d'unitarité. Le terme de pôle dans l'amplitude pro- 
vient d'un diagramme du type (79.1): 


TkcP ( f F (110,1) 


où. compte tenu des corrections radiatives, les deux parties du dia- 
“ramme doivent ètre reliées par une ligne en gros traits interrompus 
(le propagateur photonique exact). Cela signifie que la fonction 
:Z(k?) doit avoir un pôle pour k°® = 0, c'est-à-dire qu'on doit avoir 


L'ALe pour k2—+0, (110,2) 


où Z est une constante. Quant à l'opérateur de polarisation ® (k*), 
il en résulte, compte tenu de (103,21), la condition 


P (0) —0. (110,3) 


Alors le coefficient intervenant dans (110.2) aura pour expression 


PK) 


k° k? 0° 


{ 
Zi 


D'autres restrictions à imposer à la fonction $ (4°) peuvent être 
obtenues en analysant la définition physique de la charge électrique 
d'une particule. Elle consiste en ce que deux particules classiques 
(c'est-à-dire aussi lourdes que l'on veut), au repos à de grandes dis- 
tances l'une de Ïl autre, doivent interagir suivant la loi de Coulomb: 
LU = e°/r (on a en vue des distances >1/m, où m est la masse de 
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l'électron). D'un autre côté, cette interaction est représentée par 


le diagramme 
(c) > hi 


L (110,4) 
ET 


dans lequel les lignes supérieures et inférieures correspondent à 
des particules classiques. Les corrections d'énergie propre du pho- 
ton sont prises en compte dans la ligne du photon virtuel. Toutes les 
autres corrections concernant les lignes des particules lourdes con- 
duiraient à l'annulation du diagramme. En effet, l’adjonction de 
lignes internes quelconques au diagramme (110,4) (par exemple, la 
jonction des lignes a et c ou a et b par une ligne photonique) fait 
apparaître dans le diagramme des lignes des particules lourdes vir- 
tuelles auxquelles sont associés des propagateurs correspondants. 
Mais le propagateur d'une particule contient au dénominateur sa 
masse M et s'’annule donc lorsque M —+ co. 

L'examen de la forme du diagramme (110,4) montre clairement 
(cf. $ 83) que le facteur e*Z(k°) figurant dans ce diagramme doit re- 
présenter (au signe près) la transformée de Fourier du potentiel d'in- 
teraction des particules. Le caractère statique de l'interaction signi- 
fie que les fréquences des photons virtuels w — 0 et qu’à de grandes 
distances correspondent de petits vecteurs d'onde k. La transformée 
de Fourier du potentiel coulombien est égale à 4xe°/k°. Enfin, comme 
la fonction Z ne dépend que du carré k° — w° — k*°, on est conduit 
à la condition 

D pou k—0, (110,5) 
c'est-à-dire que le coefficient dans (110,2) doit être Z = 1 (le signe 
dans la condition (110,5) est évident : Z(k?) tend vers le propagateur 
D (k*) des photons libres). Pour l'opérateur de polarisation © (k°?) 
cela signifie qu'on doit avoir 


Aa —0 pour k + 0. (110.6) 


Outre la condition (110,3) déjà connue, il s'ensuit qu'on doitavoir 
aussi 


g' (0) =0. (110,7) 
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I] a été indiqué au $ 103 qu'à la ligne externe efficace du photon 
réel correspond dans le diagramme le facteur (103,15) ou, compte tenu 
de (103,16) et (103,20), 


[1+—— # (0) Z (0) ] en. 


On voit maintenant qu'en vertu de (110,5) et (110,6) le terme correc- 
tif s’annule ici. Autrement dit, on arrive à un résultat important : 
dans les lignes photoniques externes on peut négliger totalement 
les corrections radiatives. 

Ainsi, les exigences physiques naturelles conduisent à l'établisse- 
ment des valeurs déterminées (nulles) des quantités © (0) et #” (0). 
Or, le calcul de ces quantités au moyen des diagrammes de la théorie 
des perturbations donnerait des intégrales divergentes. On voit que 
le procédé d'élimination de ces infinités consiste à attribuer aux 
expressions divergentes des valeurs données à l'avance qui sont 
établies d’après les exigences physiques. Une telle procédure est ap- 
pelée renormalisation des quantités correspondantes !). 

La méthode d'exécution de cette opération peut être énoncée 
sous une forme quelque peu différente. Ainsi, pour renormaliser 
Ja charge d'une particule on introduit une charge « d'amorçage » 
non physique e. comme paramètre entrant dans l'expression de 
l'opérateur initial d'interaction électromagnétique utilisé dans la 
théorie formelle des perturbations. Après cela, la condition de re- 
normalisation est formulée comme exigence que eiZ (4°) —+ 4ne?/k? 
(pour 4? — 0), où e est la charge physique vraie de la particule. On 
en déduit la relation eZ — e° à l’aide de laquelle la quantité non 
physique e. est éliminée des formules décrivant les effets observa- 
bles. En exigeant immédiatement que Z soit égal à 1, nous effectuons 
par là même la renormalisation en quelque sorte « en passant », 
ce qui rend inutile l’introduction de quantités fictives même dans 
les calculs intermédiaires. 

Passons à l'établissement des conditions de renormalisation pour 
le propagateur électronique. Considérons à cet effet un processus 
de diffusion qui peut se dérouler en passant par un état intermédiaire 
à un électron virtuel. L'amplitude d'un tel processus doit avoir un 
pôle lorsque le carré de la quadri-impulsion totale P, des particules 
initiales coïncide avec le carré de la masse de l'’électron réel: P? — 
— m°. Le terme de pôle dans cette amplitude provient d’un diagram- 


1) L'idée d'une telle approche a été émise pour la première fois par H. Xra- 
mers (1947). L'application systématique de la méthode de la renormalisation 
en électrodynamique quantique est donnée dans les travaux de Dyson, Tomonaga, 
Feynman et Schwinger. 
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| É (110,8) 


où, compte tenu des corrections radiatives, la ligne en gros traits 
représente le propagateur électronique exact. Cela signifie que la 
fonction & (p) doit avoir un pôle pour p°? = m>°, c'est-à-dire qu’elle 
doit avoir la forme limite suivante: 


me du type 


«D 


SRZ ET + Ep) pour pm? (110,9) 


où Z, est une constante scalaire, et g (p) reste fini pour p° —+ m°. 
La structure matricielle du terme de pôle intervenant dans (110,9) 
(proportionnalité à yp + m) est une conséquence de la même condi- 
tion d'’unitarité d'où résulte l'exigence elle-même de l'existence 
du pôle. Montrons-le, tout en éclaircissant incidemment une question 
importante concernant les conditions de renormalisation des lignes 
électroniques externes. 

Si la fonction & (p) présente la forme limite (110,9), la matrice 
inverse s'écrit 


GA(p)= _ (vp—m)—(yp—m)g(yp—m) pour p?— mi. 
(110,10) 


Quant à l'opérateur de masse, il aura pour expression 


” à 1 
H=Gi—S RS (1) (vp—m)+ 
+(yp—m)g(yp—m), pour p2-—>m2. (110,11) 


À une ligne électronique externe efficace (entrante, par exemple) 
correspond dans le diagramme le facteur (cf. (103,15)) 


AL Cp) = u (p) + & (p)4#(p) u (p), (110,12) 


où vu (p) est l'amplitude ordinaire de la fonction d'onde de l’électron 
satisfaisant à l'équation de Dirac (yp —m) u = 0. En vertu des 
exigences de l’invariance relativiste (4, de même que w, est un bis- 
pineur) la valeur limite de 4 (p) lorsque p° —> m° ne peut différer 
de u (p) que par un facteur scalaire constant: 


QL (p) = Z'u (p). (110,13) 
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Ce facteur Z” est relié d'une façon bien déterminée au facteur Z;, 
mais il est impossible de déterminer cette liaison en portant simple- 
ment (110,10) et (110,11) dans (110,12) à cause d'une indétermination 
qui apparaît : le résultat dépendra de l'ordre dans lequel on effectue 
le passage à la limite dans les différents facteurs intervenant dans 
(110,12). 

Mais, au lieu de chercher la méthode correcte du passage à la 
limite, on peut utiliser la condition d’unitarité en l’appliquant à 
la réaction représentée par le diagramme (110,8). La relation d’uni- 
tarité se rapporte, en général, non pas aux diagrammes distincts, 
mais aux amplitudes des processus dans leur ensemble. Mais lorsque 
p°— m°, le diagramme à pôles (110,8) apporte la contribution prin- 
cipale à l'amplitude M;; correspondante, de sorte que les autres dia- 
grammes relatifs à la même réaction peuvent être négligés. 

En vertu des exigences d'unitarité, comme il a été montré au 
$ 79, l'état intermédiaire à une particule fait apparaître dans l'am- 
plitude une partie imaginaire ayant un terme contenant la fonction 6: 


inÔ (p°? — m°) » M ,,Mins (110,14) 
polar 

où l'indice rz se rapporte dans ce cas à l’état à un électron réel, et 
la sommation est effectuée sur les polarisations de cet électron (pour 
éviter des complications inutiles, on admet, comme au & 79, que les 
deux membres de la relation d'unitarité sont symétrisés par rapport 
aux hélicités des particules initiales et finales, de sorte que M,; — 
— M;y). L'amplitude M,, correspond au processus représenté par 


le diagramme 


Mn T… (M nl) = 2° (M nu), 


et a la forme 


où M}, est un facteur à un indice bispinoriel libre *). 


1) Une précision s'impose ici. L'électron, qui est une particule stable, ne 
peut pas en réalité se transformer en un autre ensemble de particules réelles. 
Néanmoins, nous pouvons considérer de façon formelle comme particules réel- 
les certaines particules imaginaires possédant des masses telles qu'elles admet- 
traient une telle transformation. La relation obtenue dans ces conditions doit 
alors s'interpréter comme un prolongement analytique vers les valeurs réelles 
des masses. 


&$ 110] CONDITIONS PHYSIQUES DE RENORMALISATION 587 


D'une manière analogue, l'amplitude M;, possède une structure 
de la forme 


Mi, = (UM) = 2" (uM:). 


La sommation sur les polarisations de l’électron remplace le pro- 


duit (M;,)(uM:#) par Mia (yp + m) M;,, de sorte que le terme 
(110,14) de l'amplitude M; prend la forme 


Z'tinô(p?—m°){M;,(yp+m) Mis}. 


A partir de ce terme de la partie imaginaire on peut reconstruire tout 
le terme de pôle dans l'amplitude de diffusion; d'après (79,5) on 
trouve 


M = — Z' {Min (PH m) Min} : 2. 


D'un autre côté, le calcul de cette même amplitude directement 
au moyen du diagramme (110,8) donne 


La comparaison de ces deux formules confirme l'expression limite 
écrite plus haut pour & (p) (premier terme de (110,9)) avec 


Z'= VZ. (110,15) 


Montrons maintenant qu'après avoir établi la forme limite exi- 
cœée du propagateur électronique on n'a besoin d'imposer aucune 
nouvelle condition au propagateur de sommet. 

Considérons le diagramme 


| 
l x 


A (410,16) 


P2 Ps 


qui représente la diffusion d'un électron dans un champ extérieur 
A (k) (au premier ordre en champ) compte tenu de toutes les cor- 
rections radiatives. À la limite, lorsque k +0, p, + p, = p, les 
corrections d'énergie propre à la ligne du champ extérieur disparais- 
sent (rappelons que ces corrections disparaissent toujours pour 
kÆ® = 0). Alors à ce diagramme correspondra l'amplitude 


Mji= —eL(p)T (p, p; O)U(p)-A(&—0), (110,17) 
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c'est-à-dire le produit du potentiel At par le courant électronique 
de transition UT. Mais pour k — 0 le potentiel A1 (x) se réduit à 
une constante indépendante des coordonnées et du temps. À un tel 
potentiel ne correspond en général aucun champ physique (cas par- 
ticulier de l’invariance de jauge) et il ne peut donc provoquer au- 
cune variation du courant électronique. Autrement dit, à la limite 
considérée, le courant de transition ÆT4L doit tout simplement 


coïncider avec le courant libre uyu: 
AL(P)Ta(p, p; 0) U (p)=Ziu(p)Tuu(p)=u(p)y" u(p). (110,18) 


En fait. cette exigence représente elle aussi l'expression de la dé- 
finition de la charge physique de l'électron. I] est facile de voir qu'elle 
est automatiquement satisfaite quelle que soit la valeur de Z,. En 
cffet, en portant dans l'identité de Ward (108,8) la valeur de &-' (p) 
donnée par (110.10), on trouve 


Fu(p, p; 0 y" — vg(p)(vp—m)—(vp—m)8(p)v", 


et l'égalité (110,18) est vérifiée en vertu des équations 
(yp—mu=0, u(yp—m)=0. 
On voit que lors de la construction de l'amplitude d'un processus 
phvsique la « constante de renormalisation » Z, disparaît. De plus, 


en utilisant l'indétermination qui apparaît, à cause des divergences, 
lors du calcul de T, on peut tout simplement exiger que 


u(p)T*(p, p; O)u(p)=u(p)yu(p) pour p’=m?, (110,19) 
c'est-a-dire poser Z, = 1. 
La commodité d'une telle définition réside en ce qu'on n'a plus 


besoin d'introduire des corrections dans les lignes électroniques 
externes: on a tout simplement 


QU (p) = u (p). 


On peut aussi s'en assurer directement, si l’on remarque que pour 
Z\ = 1 l'opérateur de masse (110,11) devient 


M = (yp — m) g (yp — m) (110,20) 


et que le deuxième terme dans (110,12) s'annule de façon évidente. 
Ainsi, les lignes externes de toutes les particules réelles, aussi bien 
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des photons que des électrons, n'exigeront aucune « renormalisa- 
tion » !). 


$ 111. Propriétés analytiques du propagateur photonique 


Il est commode de commencer l'étude des propriétés analytiques 
du propagateur photonique par celle des propriétés de la fonction 
[1 (4°). Le fait est que l’utilisation directe de la définition (103,1) à 
cette fin est rendue difficile par suite de la non-univocité de jauge 


des opérateurs A4 (x) et de l’indétermination de leurs propriétés 
qui en résulte. 

En partant de l'expression de la fonction d'énergie propre du 
photon au moyen des éléments de matrice de l'opérateur courant, 
invariant de jauge, nous avons obtenu au $ 104 une représentation 
intégrale de la fonction II (k°) (104,11). En désignant la variable 
X® par {?), examinons les propriétés de la fonction II (ft) dansle 
plan de t{ complexe. 

La représentation intégrale 


_ ([ p(@) à 


montre que sur le demi-axe réel négatif la fonction IT (t) est réelle 
et que dans le reste du plan elle vérifie la relation de symétrie 


NI (4*) = TI* (1). (111,2) 


La fonction IT (f) ne peut avoir des singularités qu'aux points 
singuliers de la fonction p (t). Ces derniers correspondent aux valeurs 
t := k? qui sont les valeurs de seuil pour la création, de différents 
ensembles de particules réelles par le photon virtuel. Pour ces va- 
leurs, de nouveaux types d'états intermédiaires entrent en jeu dans 
Ja somme (104,9). La contribution de ces états est nulle au-dessous 
du seuil et différente de zéro au-dessus du seuil, ce qui conduit à la 
singularité de la fonction au point de seuil lui-même. Ces valeurs de 
Seuil sont bien entendu réelles et non négatives 3). Cela explique 


1) Lors de la renormalisation du propagateur photonique la condition 
Z = À apparaissait comme une exigence physique nécessaire, et après cela, les 
corrections aux lignes photoniques externes disparaissent dejà automatique- 
ment. Du point de vue b rmel, pourtant, les situations sont analogues pour les 
lignes externes photoniques et éctroniques: pour Z £ 1, l'amplitude d'onde 


e, du photon réel serait pie compte tenu des corrections, par 1/2. 
2) Ne pas confondre avec la notation du temps! 
3) C'est ainsi que le point k® = 0 est le seuil pour la création de trois (ou 
d'un plus grand nombre impair) photons réels, le point k? = 4m est le seuil 
puur la création d'une paire électron-positron, etc. 
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pourquoi les points singuliers de la fonction I] ({) appartiennent au 
demi-axe réel positif de la variable £. Si l’on effectue une coupure 
suivant ce demi-axe, la fonction II ({) sera analytique dans tout le 
plan obtenu par une telle coupure. 

Le terme <+i0 au dénominateur de l'expression sous le signe 
d'intégration (111,1) montre que le pôle £{’ = t doit être contourné 
d'en bas. En d'autres termes, la valeur de la fonction II (£) pour t 
réel doit s'interpréter comme sa valeur au bord supérieur de la sec- 
tion. En se servant de la règle (75,18) 

1 1 s 
0 — Pr in Ô (x), (111,3) 
on trouve pour { réels 
Im IT (f) = Im IT (t + i0) = —xp (1). (111,4) 


Au bord inférieur de la section Im II change de signe, alors que Re II 
a le même signe sur les deux bords. Aussi le saut de la fonction IT (t) 
sur la section aura-t-il pour valeur 


IL (# + i0) — IT (4 — i0) — —2nip (t). (441,5) 


La représentation intégrale (111,1) peut étre considérée sous cet 
aspect tout simplement comme la formule de Cauchy pour la fonction 
analytique II (t). En effet, appliquons la formule de Cauchy 


__ 4 (nt) 
1@= 3% | 0e (111,6) 


au contour 


©, 


(111,7) 


qui contourne la coupure. En supposant que la décroissance de la 
fonction II (t) à l'infini est suffisamment rapide, l'intégrale le long 
de la grande circonférence s’annule et les intégrales le long des bords 
de la coupure donnent la formule suivante (la relation de dispersion) 
qui détermine la fonction II (t) d'après sa partie imaginaire 


1 (imll(é+i0),,, 1 ( Imllt) 
RARE Re En (111,8) 
0 
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En y portant (111,4), on obtient (111,1) !). 

Les propriétés analytique des fonctions #(t) et Z(t) coïncident 
avec celles de la fonction Il ({) au moyen de laquelle elles s'expriment 
par les formules simples (104, : et (103,21). Pour Z(t) on a 


G (1) — (1 +72). (111,9) 


D'après ce qui précède, sur le demi-axe positif (4 > 0) £ doit s’in- 
terpréter comme t + i0. La partie imaginaire de Z(t) peut être cal- 


culée ensuite à l’aide de (111,3) et (111,4), en tenant compte de 
ce qu'en vertu de (110,6) II (t}/t —+ O lorsque >? Il vient 


Jm Z (t) — — 46 (+) + Im 1 (1) = — 426 (1) — D L p(t). (111,10ÿ 


En appliquant maintenant à la fonction Z(t) la relation de disper- 
sion de la forme (111,8), on obtient la représentation intégrale sui- 
vante : 


4 k 
D (= + 4x [et 2 TT (111,11) 


(= 


Cette formule est connue sous le nom de développement de Källen- 
Lehmann (G. Källen, 1952; H. Lehmann, 1954). 

Il existe une liaison étroite entre la position de la coupure pour 
Ja fonction Z(t) (et par là même entre la position de sa partie ima- 
ginaire sur la coupure) d’une part et la condition d'unitarité pour 
l'amplitude du processus a + b — c + d représenté par le diagram- 
me (110,4), d'autre part (cette réaction est bien sûr purement ima- 
ginaire, mais elle ne contredit cependant pas les lois de conserva- 
tion, et la condition d'’unitarité formelle pour elle doit être satis- 
faite). 

A l’état initial (i) de ce processus il y a deux particules « classi- 
ques », a et b, et à l’état final (f) deux autres particules, c et d. La 
condition d'’unitarité (71,2) s'écrit dans ce cas ?) 


= Tiy= à (22) 2 TinT End (Py — P;);: (111,12) 


où la sommation au second membre est étendue à tous les 7 états 
« intermédiaires » physiques. Dans le cas donné, ces états sont 
évidemment les états des systèmes de paires et de photons réels qui 
peuvent être créés par le photon virtuel k, c'est-à-dire précisément 
les états qui figurent dans les éléments de matrice dans la définition 


') Les relations de dispersion ont été introduites dans la théorie quanti- 
que des champs par M. Gell-Mann, M.L. Goldberger, W.E. Thirring (1954). 

2) Rappelons que les amplitudes Ty; ne diffèrent des amplitudes M}; 
que par des facteurs (voir (64,10)). 
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i 


(104,9) de la fonction p (k*). Les amplitudes M;; et M?, contiennent 
respectivement les facteurs Z(4*°) et Z* (k°) et leur différence fait 
intervenir la partie imaginaire Im Z(k°). On voit ainsi que le lien 
connu (de (111,4)) entre l'apparition de la partie imaginaire dans Z 
et l'existence des états intermédiaires mentionnés est une consé- 
quence des exigences d'unitarité nécessaires. 

On verra par la suite que dans le cadre de la théorie des perturba- 
tions, les calculs effectifs de la fonction Z(t) (ou, ce qui revient au 
même, de la fonction #(t)) se font commodément si l’on commence 
par calculer la partie imaginaire de $ dans laquelle les expressions 
divergentes n'apparaissent pas. Mais si l’on calcule ensuite la fonc- 
tion #(t) à l’aide de la formule de dispersion de la forme (111, 8), 
l'intégrale obtenue sera divergente et il faudra effectuer des opé- 
rations de soustraction supplémentaires afin de satisfaire aux con- 
ditions (0) = 0 et ?’ (0) = 0. Cependant, on peut effectuer cette 
soustraction sans avoir à opérer explicitement sur l'intégrale diver- 
gente. À cet effet, il suffit d'appliquer la relation de dispersion 
(111,8) non pas à la fonction (ft) elle-même mais à la fonction 
P(t)/E. Alors ?(t) aura pour expression 


t2 Im # (t°) ; 
=) F0 (111,13) 
Cette intégrale est déjà convergente et la fonction # (ft) obtenue de 
cette façon satisfait automatiquement aux conditions imposées. 

On dit que la relation de la forme (111,13) est une relation de 
dispersion « à deux soustractions ». Le sens du passage à la fonction 
P(t)/t qui y est utilisé devient particulièrement évident si l’on 
écrit (111,13) sous la forme 


F(D=+ ( Im P (t”) à” 


C Im ET) : Ç Imæ() 
Te \ dt’ +220 7. 


_ 1 
a TL. : t'2 


[—] D 


0 


Si l’on désigne la première intégrale (« non régularisée ») par #(), 
toute l’expression au second membre sera égale à 


P(t)— F(0)—1F (0). 


$ 112. Régularisation des intégrales de Feynman 


Les conditions physiques de renormalisation examinées au $ 110 
permettent en principe d'obtenir de façon univoque une valeur 
finie pour l’amplitude de tout processus électrodynamique, en 
la calculant à l'approximation de tout ordre de la théorie des per- 
turbations. 
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Etudions tout d'abord le caractère des divergences qui apparais- 
sent dans les intégrales écrites directement d'après les diagrammes 
de Feynmman. On obtient des indications importantes à ce sujet en 
calculant les puissances des quadri-impulsions virtuelles qui figurent 
dans les expressions sous le signe de ces intégrales. 

Considérons un diagramme d'ordre nr (c’est-à-dire contenant nr 
sommets) comportant , lignes électroniques externes et N, lignes 
photoniques externes. Le nombre N, est pair et les lignes électro- 
niques forment N,/2 suites continues dont chacune commence et 
se termine par une extrémité externe. Quant au nombre de lignes 
électroniques internes contenues dans chacune de ces suites, il 
est inférieur d’une unité au nombre de sommets qu'elle contient; 
aussi le nombre total de lignes électroniques internes dans le dia- 
gramme est-il égal à 


Ne 
n — TD 
Dans chaque sommet il entre une seule ligne photonique; dans W, 
sommets la ligne photonique est externe et dans les autres nr — N, 
sommets, elle est interne. Comme chaque ligne photonique interne 
relie entre eux deux sommets, le nombre total de ces lignes est égal à 


n—N;, 
D) . 


A chaque ligne photonique interne on fait correspondre le facteur 
D (k) contenant k à la puissance —2. A chaque ligne électronique 
interne on fait correspondre le facteur G (p) contenant p à la puis- 
sance —1 (lorsque p* > m°). Ainsi, la puissance totale des quadri- 
impulsions au dénominateur du diagramme est égale à 


N 
2n — = — %° 


Quant au nombre d'’intégrations (sur d‘p ou d‘k) dans le dia- 
gramme, il est égal au nombre de lignes internes, déduction faite 
du nombre n7 — 1 de conditions supplémentaires imposées aux im- 
pulsions virtuelles (parmi les nr lois de conservation aux sommets 
une loi relie les impulsions des extrémités externes du diagramme). 
En multipliant ce nombre par quatre, on obtient le nombre d'inté- 
grations par rapport à toutes les composantes des quadri-impulsions 


2(Rn—N,—-N., +2). 


Enfin, la différence entre le nombre d’intégrations et la puissance 
des impulsions au dénominateur de l'expression à intégrer (nous la 
désignerons par r) est égale à 


r=4— SN N. (112,1) 
38—0596 
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Notons que ce nombre ne dépend pas de l’ordre nr du diagramme. 

La condition r << 0 pour l'ensemble du diagramme est en général 
insuffisante pour la convergence de l'intégrale; il est nécessaire 
que des nombres r’ analogues soient négatifs également pour les blocs 
internes qu’on peut séparer du diagramme. La présence de blocs 
avec r’ > 0 conduirait à leur divergence bien que les autres inté- 
grales dans le diagramme soient convergentes et même « avec excès ». 
La condition r << 0 est néanmoins suffisante pour la convergence des 
diagrammes les plus simples dans lesquels r = N, + N, et où il 
n'y a qu'une seule intégration sur d‘p. 

Mais si r>0, l'intégrale est dans tous les cas divergente. Le 
degré de divergence n'est pas inférieur à r si le nombre r est pair, et 
n'est pas inférieur à r — 1 si r est impair (la diminution du degré 
de divergence de 1 dans le dernier cas est liée à l’annulation de l'in- 
tégrale des produits d’un nombre impair de quadrivecteurs lorsque 
l'intégration est étendue à tout l’espace quadridimensionnel). Le 
degré de divergence peut augmenter s'il existe des blocs internes 
avec r° > (. 

Notons que puisque W, et NW. sont des entiers positifs, il résulte 
de (112,1) qu'il n'existe que quelques paires de valeurs de ces nom- 
bres pour lesquelles r> 0. Enumérons les diagrammes les plus sim- 
ples de chacun de ces types, mais excluons d'emblée les cas de 
N, = N, = 0 (boucles de vide) et N, = 0, N, = 1 (valeur moyen- 
ne du courant de vide) parce qu'ils sont dénués de sens physique 
et les diagrammes qui leur correspondent doivent être tout simple- 
ment rejetés comme il a été dit au $ 103. Les autres cas sont les sui- 
vants: 


D D 9 À 


r=2 [= / 


e) LT (112,2) 


Dans le premier de ces cas la divergence est quadratique et dans 
tous les autres (r — 0 ou r = 1) elle est logarithmique. 

Le diagramme (112,2, d) représente la première correction à 
l'opérateur de sommet. Elle doit satisfaire à la condition (110,19) 
que nous écrirons ici sous la forme 
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u (p) At (p, p;0)u Ep) = 0 pour p—=m*, (112,3) 


AP = TY — vu, (112,4) 


Désignons l'intégrale de Feynman écrite directement d'après 
le diagramme par A# (p., p.; k). Cette intégrale diverge logarith- 
miquemert et de par elle-même ne satisfait pas à la condition (112,3). 
On obtient pourtant une quantité qui satisfait à cette condition en 
formant la différence 


A (Per Pa3 #) = AŸ (P2s Pa5 k) — AŸ (Ps Ps: 0) [pme (112,5) 


On obtient le terme divergent principal dans l'intégrale Au (p., P:: 
k) si la quadri-impulsion du photon'virtuel f figurant dans l'expres- 
sion sous le signe d'intégration est considérée comme une quantité 
aussi grande que l’on veut. Ce terme est de la forme !) 


bai VON Y (Pr _dif 
re | DU (Zn): 


et ne dépend pas des valeurs des quadri-impulsions des lignes externes. 
C'est pour cette raison que la divergence disparaît dans la différence 
(412,5), et on obtient une valeur finie. Une telle opération permet- 
tant l’élimination des divergences par soustraction porte le nom de 
régularisation de l'intégrale. 

Soulignons que la possibilité de la régularisation de l'intégrale 
AW (Ps, P1: k) par une seule soustraction est assurée du fait que dans 
le cas donné la divergence n'est que logarithmique, c’est-à-dire la 
moins forte de toutes les divergences possibles. Si l'intégrale com- 
portait des divergences de différents ordres, une seule soustraction 
pour k — 0 pourrait être insuffisante pour l'élimination de tous 
les termes divergents. 

Après avoir déterminé la correction du premier ordre pour l'# 
(c'est-à-dire le premier terme du développement de A»), la correction 
du premier ordre pour le propagateur électronique (diagramme 
(112,2, b)) peut être calculée à l’aide de l'identité de Ward (108,8), 
qui peut être mise aussi sous la forme suivante: 


EE = — AM (p, p;0) (112,6) 
Pu 


1) L'expression complète de l'intégrale est donnée au & 117, voir (117,2). 
38° 
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en introduisant l'opérateur de masse :# au lieu de &, et Au au lieu 
de Tu. Cette équation doit être intégrée avec la condition à la limite 


u (phe#(p) u(p)—=0 pour p°= mi, (112,7) 


qui résulte de (110,20). 

Enfin, pour calculer le premier terme du développement de |’ Opé- 
rateur de polarisation, reportons-nous à l'identité (108,14); après 
la simplification suivant deux paires d'indices elle donne l'équation 


3 d2P 
0) 
4  5k dk° ” 


qui relie les fonctions scalaires 
P—1/,P, et = ip. 


Ces deux fonctions dépendent uniquement de la variable 4°, elle aus- 
si scalaire, de sorte qu'on obtient 


2k2P" (R) + P'(R) = ES (HE), (112,8) 


où les primes désignent la dérivation par rapport à kÀ*. En vertu 
de la condition $’ (0) — 0, cette équation montre clairement que 
doit également être vérifiée l'égalité 


$ÿ (0) = 0. (112,9) 


A l’approximation du premier ordre de la théorie des perturba- 
tions, # (k?) est déterminé par le diagramme (112,2, e) (avec les 
quadri- -impulsions des extrémités k, k, O0, 0). L'intégrale de Feynman 
correspondante diverge logarithmiquement, si bien que sa régulari- 
sation s'obtient par une seule soustraction d’après la condition 
(112,9): 


PK) = P(k2)— SF (0). 


Après cela on détermine © (4°) en résolvant l'équation (112,8) avec 
les conditions aux limites ® (0) = 0, æ’ (0) = 0. 

A l'approximation d'ordre suivant de la théorie des perturba- 
tions la correction à l'opérateur de sommet (A) est déterminée par 
les diagrammes (106,10, c à i). Les diagrammes irréductibles 
(106,10, d à f) se calculent par la même régularisation des intégrales 
à l’aide d'une seule soustraction suivant (112,5) que lors du calcul 
de la correction du premier ordre A. Quant aux parties d'énergie 
propre et de sommet internes d’ ordre inférieur, on les remplace 
d'emblée par les valeurs déjà connues (régularisées) à l'approxima- 
tion du premier ordre (® (1), 9#4), A), après quoi les intégrales obte- 
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nues sont de nouveau régularisées conformément à (112,5) '). Les 
corrections #%) et #2) peuvent être calculées ensuite à l’aide des 
équations (112,6) et (112,8). 

La procédure systématique que nous venons de décrire permet 
en principe d'obtenir les valeurs finies pour #, # et A, à l'approxi- 
mation de tout ordre de la théorie des perturbations. Il devient donc 
possible par là même de calculer les amplitudes de processus physi- 
ques de diffusion décrits par les diagrammes dans lesquels les blocs 
P, ch, À, entrent comme des parties constitutives. 

On voit ainsi que les conditions physiques établies plus haut 
($ 111) se révèlent suffisantes pour une régularisation univoque de 
tous les diagrammes de Feynman qu'on rencontre en théorie. Cette 
propriété de l’électrodynamique quantique est loin d’être triviale 
et porte le nom de renormalisabilité ?). 

Mais il se peut que la procédure décrite plus haut ne soit pas 
la plus simple et la plus rationnelle pour le calcul effectif des cor- 
rections radiatives. On verra dans le chapitre suivant qu'il est en 
particulier plus rationnel de commencer par calculer la partie ima- 
ginaire des quantités correspondantes; ces parties sont données par 
des intégrales qui ne contiennent pas de divergences. Puis, la quan- 
tité tout entière est déterminée par prolongement analytique à l’aide 
des relations de dispersion. Ce procédé permet d'éviter les calculs 
fastidieux qu'on doit faire lors de la régularisation directe au moyen 
des soustractions. 


1) Dans les diagrammes aux approximations d'ordres encore plus élevés 
il peut s'avérer nécessaire de remplacer aussi d'avance les blocs à quatre extré- 
mités # par les valeurs déjà régularisées. 

2) Une autre approche de la théorie des renormalisations en électrodyna- 
mique quantique est exposée dans le livre de N. N. Bogolioubov, D. V. Chirkov 
« Introduction à la théorie des champs quantifiés » Moscou, Naouka, 1976 
(en russe). 


CHAPITRE XII 


CORRECTIONS RADIATIVES 


$ 113. Calcul de l'opérateur de polarisation 


Nous commencerons le calcul des corrections radiatives par celui 
de l'opérateur de polarisation (J. Schwinger, 1949; R. P. Feynman, 
1949). À l'approximation du premier ordre de la théorie des per- 
turbations cet opérateur est donné par la boucle du diagramme 


+ CD (113,1) 


Comme il a déjà été dit, la résolution du problème se simplifie 
si l’on commence par le calcul de la partie imaginaire de la fonction 
cherchée. Ce calcul, à son tour, peut être effectué le plus simplement 
en utilisant la relation d'unitarité. Ce faisant, on considère les 
lignes du photon virtuel comme correspondant à une particule « réel- 
le » imaginaire, un boson vectoriel de masse M? — k?, qui interagit 
avec un électron suivant la même loi qu'un photon. Par là même, 
le diagramme (113,1) devient celui d'un processus « réel », ce qui 
justifie l'application de la condition d'unitarité à ce diagramme. 

Ainsi, nous considérons (113,1) comme un diagramme pour l’am- 
plitude de transition du boson en lui-même (élément diagonal de la 
matrice S) par l'intermédiaire de la désintégration en une paire élec- 
tron-positron. Les croix sur le diagramme (113,1) montrent les lignes 
où ce diagramme doit être coupé en deux parties de façon à indiquer 
l'état intermédiaire qui figure dans l'application de la relation 
d'unitarité. Cet état contient un électron de quadri-impulsion 
p- = p et un positron de quadri-impulsion p+ — —(p —k). 

La relation d'unitarité (71,4) pour le cas où l’état intermédiaire 
est à deux particules et l’état final est le même que l’état initial, 
donne 


21m Mi = D} | 1 Mur 1? do. (113,2) 


polar 
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Ici, l'amplitude M;;, construite d'après le diagramme (113,1) 
a pour expression 


Mu= Van Vire, (113,3) 


où e, est le quadrivecteur polarisation du boson; suivant (14,13) 
il satisfait l'équation 


eyk” = 0. 


Quant à l'amplitude M,,;,, c'est le diagramme de la désintégration 
du boson en une paire qui lui correspond : 


Son expression correspondante est la suivante: 
Mai=—eVäneÿ, j=u(p)yu(—p;) (113,4 
En portant (113,3) et (113,4) dans (113,2), on obtient 


2exe, Im ##= + IL y \ j#"j'ese, do, (113,5) 


polar 


OÙ p—=p_— —p+ et e — e+ + e_ — 2e+ sont les impulsions et 
l'énergie totale de la paire dans le référentiel de son centre d'inertie; 
l'intégration s'effectue sur les directions de p et la sommation, sur 
les polarisations des deux particules. 

Prenons maintenant la moyenne des deux membres de l'égalité 
(113,5) sur les polarisations du boson. Utilisons à cet effet la formule 


— 1 kuk 
EE — 3 (euv— 7x3 ] 


(cf. (14,15)). En tenant compte de la transversalité du tenseur ##v 


et du vecteur j# (Puvk, — O0, juk, = 0) et en remplaçant Fi = 3%, 
on obtient finalement 


1 
2 Im ? — Te 


jj*) do. (113,6) 
polar SR, 


600 CORRECTIONS RADIATIVES [Ch. XII 


La sommation sur les polarisations se fait de la façon habituelle 
et l'intégration sur do se ramène à la multiplication par 4x, ce qui 
donne 


2 Im #:- €? p- Try, (vp-+m) y" (yp+—m) = 
8 
— — + (p+p_ + 2m°). 
Introduisons une nouvelle variable 
t—k=(p,+p_)}= 2(m°+ p,p_). (113,7) 
Alors 
E?={, pi=——m?, 
ct la formule définitive pour Im # prend la forme 
| (o à V4 t— 4m° à x 
ImP(t)= ——7] —;— (t+ 2m?), 1>4m°. (113,8) 


La valeur t — 4m° est la valeur de seuil pour la création d'une 
paire électron-positron par un photon virtuel (cf. note au bas de la 
p. 589); à l'approximation considérée de la théorie des perturbations 
(-e*) l’état à une paire est le seul qui puisse figurer comme état 
intermédiaire dans la condition d’unitarité (113,2). Par conséquent, 
à la mème approximation, lorsque t << 4m°, le second membre de 
(113.2) est nul, de sorte que 


Im ?({t)=0, 1< 4m. (113,9) 


Pour cette mème raison, à l'approximation considérée, la coupure 
pour la fonction #(t) dans le plan des t complexes ne s'étend qu'à 
partir du point { — 4m sur l'axe réel et ce point doit figurer comme 
Ja limite inférieure de l'intégrale de dispersion (111,13). Ainsi, on a 


Œ t dt’ enr t'—+— 2m 
F(=-<E | ——— V I LT. (418.10) 


Pour pouvoir énoncer le résultat il est commode d'introduire une 
autre variable au lieu de ft. en la définissant par 


t __ (1—E) 
ST ES . (1 13,1 1) 
Cette transformation effectue l'application du demi-plan supérieur 
des t complexes sur un demi-cercle de rayon unité dans le demi-plan 
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des £ complexes, comme l'indique la figure 19 (les lignes similaires 
représentent les segments qui correspondent l’un à l’autre dans les 
deux plans). Alors, au domaine non physique (0< t/m°< 4) cor- 
respond la demi-circonférence E = ei, 0< @< x. Aux domaines 
physiques (t << 0, t/m°? > 4) correspondent les rayons réels de droite 
et de gauche. 


fi — De. —— ——— —— RS et ms ee à 
0 4mè —1 4 
Fig. 19 


L'intégrale (113,10) se calcule le plus simplement à l’aide de la 
substitution 


d'Iam® = 4/1 — x) 


en considérant d’abord le cas de t << 0 (le dénominateur ne s'’annule 
alors pas dans le domaine d'intégration et le terme imaginaire i0 
peut être omis). Exprimé en fonction de la variable E, le résultat de 
l'intégration est le suivant: 


am* 22 5 1 1 1+E 
FO {sta (tr) +(EtE-4) me). 

(113.12) 

Le prolongement analytique de cette formule déterminera la fonction 

P (t) également dans le domaine t > 4m°: à cet effet, il faut poser 

ë — | E | eit (alors le logarithme apporte à la partie imaginaire une 

contribution: 1n = In | E | + ix) !). Pour le domaine non physique 

il faut poser £ — ei®, ce qui donne 


2am° 10 . . 
P (= <— {—3 sin + —2 + (1+2sin +)9 cotg +}, 


=sin +. (113,13) 
Dans le cas limite des petites valeurs de | £ | (c'est-à-dire quand 
E—1), ces formules donnent 


a t° > 

P (t)— 15nx me | L | « 4m. (113,14) 

1) Le prolongement analytique effectué de cette façon est, comme il se 

doit, un prolongement sur le bord supérieur de la coupure parce que le demi- 
cercle dans le plan E correspond précisément au demi-plan supérieur des t. 
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Dans le cas inverse des grandes valeurs de | £ | (c'est-à-dire quand 
E — 0), on obtient 


g(t)— 


? —t5 4m°?, 


(113,15) 
P (= 1 à (in = in), 1 > 4m?. 


D'après le sens de la théorie des perturbations, les formules ob- 
tenues sont valables tant que #/4n D! = t/4n. Aussi la condi- 
tion d’applicabilité des formules (113,15) est de la forme 


In El «1. (113,16) 


Les corrections radiatives contenant « In (| { |/m) sont dites logarith- 
miques. 
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Etudions maintenant, sur la base des formules obtenues, les 
corrections radiatives à la loi de Coulomb. Ces corrections peuvent 
être décrites de façon parlante comme le résultat de la polarisation 
du vide autour d’une charge ponctuelle. 

Si l'on ne tient pas compte des corrections, le champ d'un centre 
immobile (de charge e,) est déterminé par le potentiel scalaire cou- 
Jlombien ® = Al — e,/r. Les composantes de son développement 
de Fourier tridimensionnel sont : 


D(k)= A! (k) =. 


Compte tenu des corrections radiatives, ce champ est remplacé par 
un «< champ efficace »: 


À 
AO AO + Dog AP = AE OPDAS (114,1) 


(cf. (103,15)). C'est le second terme qui donne le supplément cherché 
au potentiel scalaire. A l'approximation du premier ordre de la 
théorie des perturbations on doit prendre pour © (4?) l’expression 
obtenue au paragraphe précédent et remplacer la fonction Z (k*) 
par son approximation d'ordre zéro 


g(k)z&D(R)= 


Ainsi, la correction radiative au potentiel du champ a pour expres- 
sion 


6 (k) = — ris P(—k?). (114,2) 
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Pour déterminer la forme de cette correction dans la représen- 
tation en coordonnées, il faut effectuer la transformation de Fourier 
inverse : 


ë dk 
6D (r) = \ ekrBD(k) Le - (114,3) 
Puisque 60 (k) est uniquement fonction de t — —k°, l'intégration 
sur les angles donne © 
D (r) = | SD UV —O g(_= 


4x? d °) 2im 


n œ 
= Im \ ÔD ( — y?) ev y dy 


(dans cette dernière transformation on a pro- 
fité du fait que l'expression sous le signe Fig. 20 
d'intégration est une fonction paire de 
y = V —t). Maintenant on peut déplacer le contour d'intégration 
dans le demi-plan supérieur de la variable complexe y en le faisant 
coïncider avec la coupure de la fonction #(—y°) (fig. 20). Cette 
coupure commence au point 2im et se prolonge vers le haut suivant 
l'axe imaginaire (au feuillet physique correspond le bord de gauche 
de la coupure). En introduisant au lieu de y une nouvelle variable 
définie par y = ir, on obtient 

D (r) — _— | Im 6® (z2) e"* x dx. 

2m 

Enfin, en revenant à l'intégration sur { — 2°, on obtient finalement 


6D = + | Imô®(t)e-rVT dt. (414,4) 
&m: 
Prenons la partie imaginaire 
Im 8® (9) = — € Im # (s) 


de (113,8), ce qui permet de trouver, après un changement de va- 
riable évident, 


Dr) = +460 (r) = 


= 4er) El cé 
1 
(Æ. Uehling, R. Serber, 1935). 
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L'intégrale qui y figure peut être calculée dans deux cas limites. 
Considérons d’abord le cas des petites valeurs de r (mr <& 1). Sé- 
parons l'intégrale du premier terme entre parenthèses en deux: 


p= (e-emr VET VE = À. a+ |. dt=1,+L, 
Î 1 Ci 


&, étant choisi de telle sorte que {/mr > &, > 1. Ceci étant, on peut 


poser r — Ô dans la première intégrale et obtenir 


CG ————————— 

: fT2—4 

18 | EEE à & in 2, — 1. 
{ 


Dans /, on peut, au contraire, négliger 1 sous le signe de ra- 
dical : 


œ (ee) 
1, = \ = 2m a — —Intie-2mu2mr | e-2mrt]n£ dt. 
Ci: LC: 
Dans l'exponentielle et dans la limite inférieure de l'intégrale on 


peut poser #, — 0. En effectuant ensuite le changement de variable 
2mr6 = x, on obtient 


1,= —]n 2%, + in | e-*inxdz— —in 2, + In + —C, 
0 


où C — 0,577... est la constante d’Euler. Quant à l'intégrale du- 
second terme de (114,5), on peut y poser immédiatement r = 0: 


La somme des trois intégrales donne (le nombre auxiliaire &, dispa- 
raissant) 


se tien ie “+ 


)l, re. (1146) 


Pour mr> 1, le domaine essentiel dans l'intégrale est & — 1 — 
= 1/mr<& 1. En effectuant la substitution & — 1 + & et en négli- 
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geant les termes correspondants, on réduit cette intégrale à la sui- 
vante: 


r — 3 = 
e-2mr \ e-2mre + VAR V'ae-2mr. 
0 


Ainsi, on a dans ce cas }) 
e, a e=°mr 
QU r (1+ 4Vr (mr): 

On voit que la polarisation du vide provoque une déformation 
du champ coulombien d'une charge ponctuelle dans le domaine 
r = 1/m (—h/mc), où m est la masse de l'électron. A l'extérieur de 
ce domaine, la déformation du champ décroiît suivant une loi ex- 
ponentielle. 

Faisons encore une remarque de caractère général. Nous avons 
supposé jusqu'ici que les corrections radiatives ont leur origine dans 
l'interaction entre le champ de photon et le champ d'électron- 
positron. C’est ainsi qu'en attribuant aux électrons les boucles in- 
ternes fermées dans les diagrammes d énergie propre du photon, nous 
avons par là même tenu compte de l'interaction du photon avec le 
«vide d'électrons ». Mais le photon interagit également avec les 
champs des autres particules; l'interaction avec les « vides » de ces 
champs est décrite par les mêmes diagrammes d énergie propre dans 
lesquels les boucles internes sont attribuées aux particules corres- 
pondantes. Les contributions de tels diagrammes diffèrent, en ordre 
de grandeur. des contributions des diagrammes électroniques par 
certaines puissances du rapport m,./m, où m est la masse de la par- 
ticule correspondante et m,. la masse de l'électron. 

Les particules dont les masses sont les plus proches de celle de 
l'électron sont les muons et les pions. Les rapports m./m, et m./mx 
sont numériquement voisins de æ. C'est pourquoi les corrections 
radiatives dues à ces particules devraient être prises en compte 
de pair avec les corrections électroniques d'ordres suivants. Mais, 
si pour les muons le calcul des corrections radiatives à l’aide de la 
théorie appropriée est en principe admissible, pour les pions (qui 
sont des particules à interactions fortes), ce calcul est impossible 
a effectuer. 

Cette circonstance limite, en principe, la possibilité de calculs 
exacts des effets concrets dans le cadre de l'électrodynamique quan- 
tique actuelle. Quant à l'étude et la prise en compte des corrections 


}J, r>—+. (4147 


1) L'origine du facteur e-?"7 dans ô® (r) résulte déjà immédiatement de 
la forme de l'intégrale initiale (114,4) : pour les grandes valeurs de r les valeurs 
de ? au voisinage de la limite inférieure y sont essentielles. Autrement dit, l'ex- 

osant du facteur exponentiel est déterminé par la position de la première singu- 
arité de la fonction ô©® (t). 
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dues à la seule interaction photon-électron à des approximations 
d'ordres aussi élevés que l’on veut, cela ne donnerait qu'une pré- 
cision illusoire. 

Les corrections radiatives à la loi de Coulomb, que nous avons 
étudiées dans ce paragraphe, s'étendent, comme nous l’avons vu, 
sur le domaine des distances r & 1/m.. On peut préciser maintenant 
que les formules obtenues cessent d’être suffisantes pour des distan- 
ces r << 1/m, (ou 1/mA:) sur lesquelles les effets de polarisation du 
vide des autres particules deviennent eux aussi importants. 


$ 115. Calcul de la partie imaginaire de l’opérateur 
de polarisation d’après l’intégrale de Feynman 


S'il était calculé directement d'après le diagramme (boucle du 
diagramme (113,1)), l'opérateur de polarisation serait donné à l'ap- 
proximation du premier ordre de la théorie des perturbations par 
l'intégrale 


LPHY dt 
= — e | Try G(p)y*G(p — k) TN .. (115,1) 


Mais cette intégrale, étendue à tout l'espace quadridimensionnel 
des p, diverge quadratiquement et pour obtenir un résultat fini 
elle doit être régularisée suivant les règles décrites au 8 112. 

Nous n'allons pas reproduire ici tous les calculs, et nous montre- 
rons seulement comment on peut calculer d'après l'intégrale (115,1) 
la partie imaginaire de l'opérateur de polarisation (qui a été déter- 
minée au $ 113 à l’aide de la condition d'’unitarité); cette méthode 
contient certains moments instructifs. 

La partie imaginaire de l'intégrale (115,1) ne contient pas de 
divergences et n'exige donc pas d'être régularisée. Pour la fonction 
scalaire Im $= ‘/, Im fs ona 


_ , _4neï Try (vp+m) vu (vP+Yk+ m) 
Der 0 {: 3 (2x)* Pecerare — k)3 — m3+ i0] a p}. 


Après le calcul de la trace, l'intégrale prend la forme 


: ip (p) d°p 
In sein | er 


2e2 (115,2) 
p(p)= 3 (2m°+ pk — p°). 


Supposons que #? => 0. Passons au référentiel dans lequel 4 = (k,, 0). 
Dans ce référentiel 


E —#kŸ = (Po — ko) — 
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En introduisant aussi la désignation e — V p° + m°? (e ne coïncide 
pas avec l’« énergie » du photon virtuel p, !), récrivons (115,2) sous 
la forme 


L # i® (Po: P) 
Im  (k2)=Im \ PP | Poe ONG tt ? (115,3) 


P(Po; P)= _ (m2 + E2+ poko — po). 


L'expression sous le signe d'intégration possède quatre pôles par 
rapport à la variable p,: 

a) Po — € —i0, a) Po — —€ + i0, 

b) Po = ko —Ee + i0, bb’) po = ko + & — i0. 


La position de ces pôles est montrée sur la figure 21 ; supposons, 
pour fixer les idées, que k, > 0 (la réponse définitive est fonction 


/ 
d 


en 


D 
Je 
s 


Fig. 21 


de k‘° et ne dépend pas du signe de k,). Calculons le saut que la fonc- 
tion  (t) subit sur la coupure dans le plan de la variable complexe 
t = k° = ki ou, ce qui revient au même, sur l’axe réel dans le plan 
de k, complexe. La partie réelle de la fonction #(t) est continue sur 
la coupure, de sorte que le saut est égal à 


A #(t) = 2i Im #(t). (415,4) 


Montrons tout d'abord comment on peut établir la position de 
la coupure d’après la seule forme de l'intégrale. Désignons par 
I (p, ko) l'intégrale interne dans (115,3) (intégrale sur dp,). Tant 
que les pôles supérieurs et inférieurs de la figure 21 se trouvent à 
des distances finies les uns des autres, le chemin d'intégration par 
rapport à p, peut être éloigné des pôles (ligne en traits interrompus 
sur la figure). Il est donc évident que dans ce cas l'intégrale Z (p, k.) 
restera inchangée si les pôles b et b” subissent un déplacement infi- 
nitésimal vers le bas ou vers le haut par rapport à l'axe réel, c’est-à- 
dire si l'on effectue la substitution k,—> k, + iô pour ô—> 0. Au- 
trement dit, que k, tende vers sa valeur réelle d'en haut ou d'en 
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bas, les valeurs de Z (p, X.) seront les mêmes, de sorte que l'intégrale 
I (p, ko) n'apporte pas de contribution au saut AS. La situation ne 
changera que si deux pôles (pour k, > 0 il peut s'agir des pôles a et 
b) se trouvent placés exactement l’un au-dessous de l’autre, si bien 
que le chemin d'intégration est « coincé » entre ces pôles et ne peut 
pas en être éloigné. Ainsi, le saut A$ 0 seulement dans le cas 
où quelque part dans le domaine d'intégration sur d°p peut être 
satisfaite la condition k, —e —e, c'est-à-dire que k, — 2e — 
= 2V p° + m°. Il est évident que pour cela on doit avoir k,> 2m, 
c'est-à-dire que {> 4m° !). 
Récrivons l'intégrale Z (p, k,) sous la forme 


_ ig (Po. P) dp 
v(P, &)= \ LOT: (115,5) 


en omettant les termes i0 au dénominateur et en modifiant en con- 
séquence le chemin d'intégration C comme l'indique la figure 22. 


a Le) 
C”_a 
C’ e e e 
Qi, 
Fig. 22 


On voit que l'apparition du saut A (t) est liée à l'impossibilité 
d'éloigner le contour d'intégration du pôle a (quand le contour est 
coincé entre a et b). En tenant compte de cela, remplaçons le contour 
C par un contour C” passant au-dessous du point a, en ajoutant cor- 
rélativement l'intégrale le long de la petite circonférence C” qui 
entoure ce point. Après cela le contour C” peut être éloigné des pôles 
sans entraves, de sorte que l'intégration le long de ce contour n'’ap- 
porte une contribution qu'à la partie régulière de la fonction ® (4). 
Quant à la détermination du saut cherché, il suffit à cette fin de 
ne considérer que l'intégrale le long de la circonférence C”, ce qui 


1) On peut s'assurer de la même manière que pour { = k? << 0 la coupure est 
absente. En choisissant dans ce cas un référentiel où k — (0, k), on trouve que 
les pôles de l'expression à intégrer correspondent aux valeurs 


Po=+(e—i0), po=+(V(p—k)?+ m2—10). 


Les deux pôles inférieurs appartiennent toujours au demi-plan de droite et les 
deux pôles supérieurs au demi-plan de gauche de p,, de sorte qu'aucun pôle in- 
férieur ne peut se trouver à côté d’un pôle supérieur. 
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se réduit au calcul du résidu au pôle a. Cette opération peut être 
réalisée en effectuant dans l'expression à intégrer la substitution 


(le signe « —» signifie que la circonférence autour du pôle est par- 
courue en sens négatif). Ce faisant, dans l'argument de la fonction 
6 il ne faut tenir compte que de la racine p, = + e (le pôle a seul 
est contourné et non pas a’); cette condition sera automatiquement 
prise en compte si l'on convient de n'étendre l'intégration que sur 
la moitié de l’espace des impulsions quadridimensionnelles: p, > 0. 
Après la substitution (115,6) le saut de l'intégrale Z (p, X,) se 
calcule directement : 
AT={T(p, k5+iô) — T(p, ko —iô)}5.+0 = 


f i 
= — 2ni \ Ô (Ps — €) i® (Pos D — 
0 
1 
7 (ko — po)? — €? —iô ] dPo- 
En utilisant l'égalité 


1 1 é 
(ko— Po) —8 Hô — P Topo Et F n [(ko — Po)? — e°] 


{voir (111,3)), on obtient 


AT = i (2ni)? \ Ô (p$ — e?) Ô[(ko — Po)? — E?]P (Po P) ÉPo- 


0 
En leur retranchant et en leur ajoutant p°, on peut récrire les argu- 
ments de la fonction ô sous la forme invariante: 
ps—e=p?—m?, (ko— Po)?—e?=(k— p}? — m?. 
Après cela on trouve en définitive 
AP (4) = i (2xi)? ( d‘p-p(p)ô(p?—m?)ô[(p—k)?—m?]. (115,7) 
Pe>0 


Vu la présence des fonctions 6, l'intégration ne s'étend en fait qu'au 
domaine de l'intersection des hypersurfaces 


0 (115,8) 


Etant donné que dans ce domaine tous les quadrivecteurs p sont du 
genre temps, la condition d'intégration par rapport à p, > 0 a un 
caractère invariant (la cavité supérieure du cône p? = m‘). 


39—0596 
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Comparons (115,7) à la formule initiale (115,2). On voit que 
le saut de la fonction #(t) sur la coupure dans le plan des t peut être 
obtenu si dans l'intégrale de Feynman initiale on effectue la subs- 
titution 

1 


dans les propagateurs correspondant aux lignes de la boucle coupées 
sur le diagramme (S. Mandelstam, 1958, R. Cutkosky, 1960). 

On notera que les conditions (115,8) séparent dans l’espace des 
impulsions un domaine où les lignes des particules virtuelles dans 
le diagramme correspondent aux particules réelles (ou, comme on 
dit, les quadri-impulsions p et p — k se situent sur la surface de mas- 
se). Ici apparaît clairement un lien avec la méthode de la relation 
d’unitarité dans laquelle ces mêmes lignes sont remplacées par les 
lignes des particules réelles de l'état intermédiaire. 

On voit également la cause mathématique de l'absence de diver- 
gences dans la partie imaginaire du diagramme: elle est déterminée 
par l'intégration étendue au domaine fini de la surface de masse au 
lieu de l'intégration étendue à tout l’espace quadridimensionnel in- 
fini des impulsions dans l'intégrale de Feynman initiale. 

Pour déduire maintenant à partir de (115,7) la formule obtenue au 
8 113, revenons au référentiel où k = 0 et effectuons l'intégration 


dep = |p|ede dp, do. 


Cette intégration se réduit à l'élimination des fonctions. Dans ces 
conditions 


1 
6 (p?— m°?) dps = Ô (ps — €?) dpo —+ Se Ô (Po — €) dPos 


et ensuite la deuxième fonction 6: 
Ô[(p — k}° — m°?] de = 6 [(po — ko)? — e*] de — 


e 1 k 
= ô(—2ek,+k)de+ ô(e—-+) de. 


On obtient finalement 


in t— 4m? 
A8 (= | V/ = ve, p) &, (115,10) 
où {—k2=— k, et la valeur de la fonction œ est prise pour 
Po=E= +, pe mm, 


c'est-à-dire est égale à 
2 
pe, p)=2(2m°+1) 
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et ne dépend pas de l’angle. Aussi l'intégration sur do se réduit-elle 
à la multiplication par 4x et l’on revient à (113,8). 

Le seul fait important dans la méthode que nous venons de dé- 
crire est que le diagramme est divisé en deux parties par l’intersec- 
tion de deux lignes seulement. C’est pourquoi la règle formulée reste 
valable aussi pour les diagrammes contenant n'importe quel nombre 
de blocs reliés par deux lignes (électroniques ou photoniques). L'’in- 
tégrale calculée au moyen de la substitution (115,9) déterminera alors 
la contribution apportée à la partie imaginaire du diagramme qui 
est liée, dans la méthode de la relation d’unitarité, à l'état intermé- 
diaire à deux particules correspondant. 


$ 116. Facteurs de forme électromagnétiques de l’électron 


Considérons l'opérateur de sommet TH = TH (p,, p,; k) dans le 
cas où deux lignes électroniques sont externes et la ligne photoni- 
que est interne. Aux lignes électroniques externes correspondent 


Jes facteurs u, = u (p.,) et u, = u (p.), de sorte que [entre dans 
l'expression du diagramme sous forme du produit 


ji =ulVu,. (116,1) 


Comme il a déjà été dit au $ 111, il représente le courant de transi- 
tion électronique compte tenu des corrections radiatives. Les exi- 
gences de l’invariance relativiste et de l’invariance de jauge per- 
mettent d'établir la forme générale de la structure matricielle de 
ce courant. 


L'opérateur d'interaction électromagnétique V = e (jA) est un 
scalaire vrai (et non pas un pseudo-scalaire), ce qui exprime la con- 
servation de la parité spatiale dans ces interactions. C'est pourquoi 
le courant de transition j;; est un quadrivecteur vrai (et non pas un 
pseudo-vecteur). Il ne peut donc s'exprimer qu’au moyen des qua- 
drivecteurs vrais, composés à partir de deux quadrivecteurs p, et p, 
(le troisième À = p, — p,) et des bispineurs z, et u, qui sont à notre 
disposition. De tels quadrivecteurs indépendants, bilinéaires en 


u, et u,, ne sont qu’au nombre de trois: 
UoVUs, (uous) Pas  (uu:) p2, 
ou encore, ce qui revient au même, 
UYU (uu,) P, (uu,)k, (116,2) 


où P = p, + p.. Mais la condition d’invariance de jauge exige 


la transversalité du courant de transition à la quadri-impulsion 
du photon k: 


jrik =0. (116,3) 
39* 
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Cette condition est vérifiée par les deux premiers des quadrivec- 
teurs (116,2): le premier la vérifie en vertu des équations de Dirac 


(yP;—m)u=0, u,(yp2—m)=0, (116,4) 


et le second parce que P4k = 0. Le courant j,; est représenté par une 
combinaison linéaire de ces deux quadrivecteurs : 


ji = fs (uu,) PF+f: (u,y" U:), 


où f,, f2 Sont des fonctions invariantes; on les appelle facteurs de 
Jorme électromagnétiques de l'électron. 

Comme les ,auadri- impulsions P1 et P, Se rapportent à l’électron 
libre, on a p° — p; = m°, et à partir de trois quadrivecteurs Pr 
P2, À (liés par |’ égalité À — P2 — P,) on ne peut composer qu'une 
seule variable scalaire pour laquelle nous prendrons k?. Alors les 
facteurs de forme seront des fonctions de #°. 

L'expression du courant peut être mise sous d’autres formes si 
l'on choisit deux autres termes indépendants. En utilisant les 
équations (116,4) et les régles de commutation des matrices y, il est 
aisé de s'assurer que 


(u0vu,) k, = — 2m (u,yru,) + (uu,) Ps, (116,5) 


où OU !/, (yyv — yvyy). Le coefficient d'un tel terme a, comme 
nous le verrons, un sens physique d-cso si bien que nous écrirons 


Du qu j(k2)— À 8 (K2) ouvk,, (116,6) 


où /, g sont deux autres facteurs de forme; le sens de la séparation 
du facteur 1/2m sera expliqué plus loin !). Pour abréger, nous écri- 
vons l'opérateur de sommet, au lieu du courant, en sous-entendant 
qu'il doit être pris « entre les facteurs » u, . . . u.. 

Pour établir les propriétés des facteurs de forme, examinons le 
diagramme (110,16) représentant le processus d'interaction d’un 
électron avec un champ extérieur. L’amplitude de diffusion qui lui 
correspond s'écrit 


Mi= —ejr 4% (), (116,7) 


où 4° est le champ extérieur efficace (compte tenu de la polarisa- 
{ion du vide). 

L'amplitude (116,7) décrit deux canaux de la réaction. Dans le 
canal de diffusion la variable invariante est 


t = kK = (ps — pi < 0. 


1) Pour éviter tout malentendu, rappelons he dans la définition (116,6) 
on supposait que k est la quadri-impulsion de la ligne photonique entrant dans 
le sommet ; pour la ligne sortante le signe du second terme serait inverse. 


6 116] FACTEURS DE FORME ELECTROMAGNËÉTIQUES DE L'ÊÉLECTRON 613 


En effectuant les substitutions p, —+ p-, p, — —p.,, nous passons 
au canal d'’annihilation correspondant à la création d'une paire 
de quadri-impulsions p- et p,. Dans ce canal 


t= (p- + p+) 2 4m°. 


Quant au domaine de valeurs 0 << t << 4m°, il est non physique. 

Reportons-nous à la condition d'unitarité (111.12). Dans le canal 
de diffusion (t << 0) il n’y a pas dans ce cas d’états intermédiaires 
physiques: un seul électron libre ne peut ni faire varier son impul- 
sion, ni créer d’autres particules quelconques. Il n’y en a pas non 
plus dans le domaine non physique. Aussi, lorsque t << 4m°, le se- 
cond membre de l'égalité (111,12) est nul, de sorte que la matrice 
T,; (ou, re qui revient au même la matrice M,;) est hermitienne: 


Mi = Mi. 


La permutation des états initial et final signifie la permutation des 
P2 et Pet, par là même, la substitution 4 — —k. C'est pourquoi, 
en mettant M,; sous la forme (116,7), on obtient 


jt (0) = HE AT (A). 


Mais #(9(—k) = 449% (k), si bien qu'il en résulte que la matrice 
des courants de transition est, elle aussi, hermitienne : 


jni=jiy pour t< 4m2. (116,8) 


En utilisant les propriétés des matrices y (21,7), il est facile de 
vérifier que 


(uy" Us) — (u,ye u2)*, 
(U20# VU) = —(u,onvu,)*. 


C'est pourquoi ji, ne diffère de j,; que par le remplacement des fonc- 
tions f (t) et g (t) par leurs complexes conjugués. Alors de l'égalité 
(116,8) il résulte aussi que ces fonctions sont réelles. Ainsi, il vient 


Imf(t)=Img(t)=0 pour t< 4m. (116,9) 


Quant au canal d'annihilation ({ => 4m°), l’état f y est une paire 
qui peut se transformer en une autre paire ayant d’autres impulsions 
(diffusion élastique) ou en un système quelconque plus compliqué. 
C'est pour cette raison que le second membre de la condition d'’uni- 
tarité est différent de zéro, la matrice M};; (et avec elle j;;) n’est pas 
hermitienne et donc les facteurs de forme sont complexes. 

Les propriétés analytiques des #onctions f (t) et g (t) sont tout 
à fait analogues aux propriétés de la fonction $ (t) examinées au 
& 111 (quoi qu'il soit difficile de le démontrer par un procédé aussi 
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direct). Ces fonctions sont analytiques dans le plan complexe ! 
coupé le long de l'axe réel positif t > 4m* et en outre 


FO = SE), g° () = g (*). 


Appliquée à l'opérateur de sommet (116,6), la condition de re- 
normalisation (110,19) conduit à l'exigence 


f (0) = 1. (116,10) 


Pour pouvoir tenir automatiquement compte de cette condition 
(lors du calcul de la fonction j (t) d'après sa partie imaginaire) la 
relation de dispersion de la forme (111,8) doit être appliquée non 
pas à la fonction / (t) elle-même mais à (f — 1)/t. On obtient alors 
une relation de dispersion « à une seule soustraction »: 


__t e Im f (t°) ; 
f(—1=< | rain € (116,11) 


im 


Quant au facteur de forme g ({), aucune valeur ne lui est imposée 
d'avance par des exigences physiques. C’est pourquoi la relation de 
dispersion pour cette fonction s'écrit « sans soustractions »: 


1 Im £ (t°) , 
&m' 

La valeur g (0) a un sens physique important : elle donne la cor- 
rection au moment magnétique de l’électron. Pour nous en assurer, 
considérons la diffusion d'un électron non relativiste dans un champ 
magnétique constant dans le temps mais lentement variable dans 
l'espace. 

Le terme de l’amplitude de diffusion (116,7) lié au facteur de 
forme g (k*) s'écrit 


M = — g (2) (uzowvu,) k,AÏ° (R). (116,13) 


Pour un champ purement magnétique A(‘4 — (0, A); la constance 
du champ dans le temps signifie que le quadrivecteur k“ = (0, k), 
alors qu'à la variation lente du champ dans l’espace correspondent 
les petites valeurs de k (ayant en vue le passage ultérieur à la limite 
k —+ 0, dans (116,13) nous écrivons tout de suite A(°) au lieu de 
A9 efficace). En développant l'expression (116,13) et en l'expri- 
mant au moyen des quantités tridimensionnelles, on obtient 


ôMy;=— 8 (—k?) (u,Zus) [ikAu], 


où Z est la matrice (21,21). Remplaçons le produit i [kA4] par 
l'intensité de champ magnétique H,;, après quoi on peut passer à 
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la limite k —+ 0. Enfin, en introduisant les amplitudes spinorielles 
non relativistes w,, w, suivant (23,12): 


u= V2m(wi0), u, = V 2m à ] ; 
on trouve finalement 
ôM,; — — g (0) HL-2m (w5ow,). (116,14) 


Comparons cette expression à l'amplitude de diffusion dans un 
champ électrique constant de potentiel scalaire ®.: 
M;,;= —e (us you,) Di = — ed - 2m (w3w,). 


On voit qu'à l’Ilectron dans un champ magnétique on peut attribuer 
une énergie potentielle supplémentaire égale à 


—+— £g (0) oHk. 
Cela signifie que l’électron possède un moment magnétique « anomal » 
p'=— g (0) (116,15) 


(unités classiques) en plus du moment magnétique de Dirac «normal», 
égal à eh/2mc. 


$ 117. Calcul des facteurs de forme de l’électron 


Passons maintenant au calcul effectif des facteurs de forme de 
l'électron (J. Schwinger, 1949). 

A l'approximation d'ordre zéro de la théorie des perturbations 
l'opérateur de sommet l# = yH#, c'est-à-dire que les facteurs de 
forme électroniques ont pour valeurs 


f=1, g=0. 


La première correction radiative aux facteurs de forme se détermine 
par le diagramme de sommet 


(117,1) 
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(à deux extrémités électroniques réelles et une extrémité photonique 
virtuelle). Commençons par le calcul des parties imaginaires des 
facteurs de forme. Comme il a été montré au paragraphe précédent, 
ils ne sont différents de zéro que dans le canal d’annihilation 
(Æ >> 4m°); par conséquent, les quadri-impulsions des extrémités 
électroniques dans le diagramme (117,1) correspondent à l’électron 
et au positron créés et sont désignées par p- et —p.. L'expression 
analytique du diagramme (117,1) s'écrit sous la forme 


— ieu(p_) Tuu(— p,)= 
=(— ie u(p.)vi | Gp) Gp) PDA, () Sr U(— pa) 
(117,2) 
on encore, sous la forme développée, 


4 oh dt 
PO EE Do | Ten (1173) 


où l’on a désigné 


V —vk ” 
qù (p)= — e2 BRL EDR EE TS (117,4) 


et, pour abréger, on a omis les facteurs u (p_) ... u(— p,); on 
sous-entend que partout dans la suite les deux membres de l'égalité 
sont pris «entre ces facteurs ». 

La ligne horizontale tracée en pointillé sur le diagramme (117,1) 
le divise en deux parties pour montrer l’état intermédiaire qui figu- 
rerait dans le calcul de la partie imaginaire du facteur de forme d'a- 
près la condition d'unitarité : c'est l’état de la paire électron-positron 
d’impulsions différentes de p_ et p,. Cette même coupure montre 
où on doit remplacer les facteurs de pôle dans l'intégrale (117,2), 
si le calcul se fait suivant la règle (115,9) (dans (117,3) ces facteurs 
sont séparés dans l'expression à intégrer). 

La forme de l'intégrale de (117,3) est la même que celle de l’in- 
tégrale dans (115,2). Aussi peut-on tout de suite écrire le résultat 
de la transformation sous la forme (115,10), en omettant les étapes 
intermédiaires : 


2 ST 
2 Im F (9) — 2 ok, Im 8 (= — EE À qu(p) do, 
(117,5) 


où t — k?, l'intégration s’effectue suivant la direction du vecteur p, 
et les quadrivecteurs p! = p et p, = k — p figurant dans la dé- 
finition (117,4) de la fonction œ# (p) deviennent les quadri-impul- 
sions des particules réelles (et non pas virtuelles). L'expression (117,5) 
se rapporte au référentiel où k = 0: c'est le référentiel du centre 
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d'inertie de la paire créée p., p, (et par là même, de la paire «inter- 
médiaire » p_, p:). Dans cè référentiel on a donc 


k 
k= (ko 0), p=(*, p_), P+— (=, —p_), p=(+, p), 
et il est facile de vérifier que 
P=(p—-p}= —2p 


où 6 est l’angle entre p et p_ et p° = p°. En portant maintenant 
(417,4) dans (117,5) et en éliminant dans l'expression sous le signe 
d'intégration les matrices yY . .. y, à l’aide des formules (22,6), 
on obtient 


cos 6), (117,6) 


y In f (4) —-5 oùvk, Im g (2) — 


do, 
AVI \ AUA—cæ6 Ÿ (vp+m)ye(vp—vk+m) x, 
do! 


MT ne | sue 2m2y8 + 4m (Pa + 2f4) + 
+2(vP+— vf) v(vp-+vh], (417,7) 


où on a introduit) les quadrivecteurs 
f=p—p-= (0, î), P=p_—p};=(0, 2p_). (117,8) 


L'intégration se ramène maintenant au calcul des intégrales 


a, 1, my=( CRE er (117,9) 
avec chacun des trois numérateurs indiqués. 

L'intégrale Z diverge logarithmiquement pour 6 — 0. En la ré- 
crivant sous la forme 


on voit que la divergence correspond aux petites valeurs de la 
« masse » du photon virtuel. Ainsi, c’est une divergence « infrarouge » 
En remettant son étude détaillée au $ 122, nous indiquerons ici que 
cette divergence est fictive en ce sens que si l’on tient compte cor- 
rectement de tous les effets physiques, de telles divergences se com- 
pensent mutuellement et disparaissent. C'est pourquoi nous pou- 
vons « couper » l’intégrale inférieurement de façon arbitraire et en- 
suite, au cours des calculs des phénomènes physiques réels, faire 
tendre vers zéro la limite de la coupure. 
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Ici, le plus simple c’est d'effectuer la coupure d’une façon rela- 
tiviste invariante. À cet effet, attribuons au photon virtuel f une 
masse À petite mais finie (À m), c’est-à-dire remplaçons dans le 
propagateur photonique D (f) de (117,2) 


2 f2— 22. (117,10) 
Après cela on a 
—(t-4m1) a (fe Pr 
De (| eme. (117,11) 


L'intégrale 7", dans laquelle f# est un quadrivecteur du genre 
espace, doit s'exprimer au moyen du quadrivecteur PH: des deux 
quadrivecteurs PH et kh dont nous disposons, seul PH est du genre 
espace (pour p,et p_ quelconques). Donc, 14 — À PH. En multipliant 
cette égalité par P, et en calculant |’ intégrale P,1 dans le réfé- 
rentiel du centre d' inertie de la paire (les composantes des quadrivec- 
teurs f et P étant données par (117,8)), on obtient 


1 1 
fp-dcos8 ___ 1 L 
7 | Ag — jtttte — 1. 
On a donc 
=?" (117,12) 
On calcule de même l'intégrale 
: PH _ vŸ 
JAY = P? (guv — ++ — P#P (117,13) 


(pour déterminer les coefficients figurant dans cette expression il 
suffit de calculer les intégrales 74 et Z“YP,P,). 

Pour le calcul ultérieur on procède comme suit. En portant 
(117,11) à (117,13) dans (117,7), on obtient « entre les facteurs » 
u (p_) ... u (—p.) la somme de la série de termes. Dans chacun de 
ces termes on « fait passer » (à l’aide des règles de commutation des 
matrices y“) le facteur yp, vers la droite et le facteur yp_ vers la 
gauche; après cela on peut effectuer les substitutions ÿyp_— m, 
VD4+ + —mM, Car 


u(p_)yp-=mu(p), ypu(—p.)=—mu(—p.). 
Dans la somme qu'on obtient finalement 


— &(p,p_) 1y4+ 2mP" — 3P2y 
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on peut encore remplacer P# par l'expression équivalente (entre 
les facteurs!) 


PF —+ 2m" + 6", 


(cf. (116,5)). Enfin, en exprimant toutes les quantités en fonction 
de l'invariant t = k* (2p,p_ = t — 2m*, P° — 4m? — t) et en com- 
parant ensuite les deux membres de l'égalité (117,7), on obtient les 
formules suivantes pour les parties imaginaires des facteurs de 
forme : 


—_— 


Im = (- Jt + 8m? + 


+2(t—2m2)in I]. (117,15) 


La divergence infrarouge n'existe que dans Im f (t). 

Les fonctions f (t) et g (t) elles-mêmes se calculent d’après leurs 
parties imaginaires à l’aide des formules (116,11) et (116,12). L'inté- 
gration dans ces formules peut se faire commodément à l’aide des mê- 
mes substitutions que celles qui ont été utilisées au $ 113 lors du 
calcul de © (t). Exprimés en fonction de la variable E (113,11), 
les facteurs de forme sont donnés par les formules 


e®=+Èt, (117,16) 
La 1+E m___ 3(1+E*)+2E 
fE—-1= {2 (1+ pres In ë) ne + InE+ 


HET <-HinE-2F(E+2ImEMm(4+t]}, (117,17 


où F (£) est la fonction de Spence définie par (131,19). 

Dans le domaine non physique (0 << t/m° << 4) il faut poser 
E — el. Les formules des facteurs de forme peuvent alors être 
mises sous la forme 


m 
f(—1=+ {(1—--2) In + 
p/2 
3 cos + 1 ° 
Fous dl | stgrds}, (117,18) 
ED =r RS (117,19) 
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Enfin, indiquons les formules limites pour les petites valeurs de 
lé |: 


{ m 3 
(1 In RTS : |t| & 4m?, 
| (117,20) 
g(t)=— , 
et pour les grandes valeurs de |{|: 
j@—t= + (in El 42m in) 
A 2 
+{ 5 In TR t> 4m°, (117,21) 
0, —t>5 4m°, 
ps J am” 2 
g(t)= — — In 1 + t L5> 4m?, (117,22) 
0, —15 4m. 


La formule (117,21) est valable (en ce qui concerne Re f), comme 
on dit, avec une double précision logarithmique, c’est-à-dire à des 
carrés des grands logarithmes près !). 


$ 118. Moment magnétique anomal de l’électron 


Comme il a déjà été dit au $ 116, la valeur g (0) détermine la cor- 
rection radiative au moment magnétique de l’électron. Si l’on 
n’a pour but que le calcul de cette quantité, il n'est certes pas né- 
cessaire de calculer toute la fonction g (t). A l’aide de (117,14) et 
(116,12) on obtient 


g(0)=—+ \ MO ge \ + (118,1) 
{ 


4 3/2 2/7 — 
is z'1Vz—i 


Compte tenu de cette correction, le moment magnétique de l’élec- 
tron a pour valeur 


u — es (1++). (118,2) 


2me 


Cette formule a été obtenue pour la première fois par Schwinger 
(1949). 


._.) Pour l'expression de l'opérateur de sommet dans le cas de deux extré- 
mités électroniques (une virtuelle et une réelle) et d’une extrémité photonique 
réelle, voir Akhiezer À. 1. and Berestetski V. B., Quantum Electrodynamics 
Wiley Interscience, New York, 1965, $ 36 (traduit du russe). 
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A l'approximation d'ordre suivant (—a°) les corrections radiati- 
ves aux facteurs de forme sont représentées par sept diagrammes 
(106,10, c à i). La détermination même d'une seule valeur g (0) à 
cette approximation exige des calculs très complexes. En renvoyant 
le lecteur aux ouvrages originaux pour les détails du calcul, nous 
nous contenterons ici d'indiquer la valeur définitive de la correction 
du deuxième ordre ): 


mo (L) (SELS ES n24260)- 028%. 


(118,3) 
de sorte que le moment magnétique de l'électron a pour valeur 
= — = (1++-0, 328 ). (118,4) 


(C. Sommerfield, 1957; A. Petermann, 1957). 

Examinons spécialement la contribution que la polarisation du 
vide apporte à la correction g*? (0). Elle est représentée par le dia- 
gramme 


(118,5) 
©; 


contenant une partie d'énergie propre photonique. Il ne diffère du dia- 
gramme (117,1) à l’approximation du premier ordre que par le fait 
qu’au lieu du propagateur photonique D (f*) = 4x/f* y figure le 
produit 


an P(F) 

FF 0 

où © (f°) est l'opérateur de polarisation qui a été calculé à l’appro- 
ximation du premier ordre (—a) au $ 113. En reproduisant en partie 
avec ce changement, les calculs faits au paragraphe précédent, on 
obtient pour la « partie de polarisation » de la correction 


D (PSE D (P)— 


{ 
Im ghotar (1) = AS ET 130 4 c08 8, (118,6) 
1 


1) Pour les calculs d'après la méthode de l’unitarité, voir par exemple 
M. V. Térentiev, IRITO®, 1962, v. 43, p. 619 (en russe). 
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avec 


P= (1 — 0058) (118,7) 


(voir (117,6)). Le calcul de cette intégrale et ensuite de l'intégrale 


Bar (0) = | Im giar (2) (118,8) 
&m2 
conduit à la valeur 
her (0)=E (+) =0016€ (118,9) 


qui constitue à peu près 5 % de la valeur totale donnée par (118,3). 

Nous avons déjà dit (à la fin du $ 114) qu'une certaine contribution 
aux corrections radiatives peut également être apportée per les ef- 
fets de polarisation du vide des autres particules. La contribution du 
vide de muons au moment magnétique anomal est déterminée par 
les mêmes formules (118,6) à (118,8) dans lesquelles (y compris dans 
la définition de la variable f?) m représente toujours la masse de 
l’électron (m.), mais dans l'expression de la fonction © (f?) on doit 
prendre comme paramètre m la masse du muon (m,). © (f*)/f° est 
uniquement fonction du rapport f?/m,. Dans l'intégrale (118,8) le 
domaine essentiel est celui des valeurs de £ (et par suite de f*) com- 
parables à m?; c'est pourquoi le rapport f/mi — (m./m,) € 1, et 
pour évaluer les intégrales on peut se servir de la formule limite 
(413,14) suivant laquelle 


PEN LL _ a 
f? 157 m, 


Cette expression montre que la contribution à g(*(0) due à la polari- 
sation du vide de muons contient un petit facteur supplémentaire 
(m./m,)?. 

Pourtant, on arrive à une situation inverse lorsqu’on détermi- 
ne les corrections au moment magnétique du muon. Comme 
l'expression (118,3) ne fait pas intervenir la masse de la par- 
ticule, cette valeur de g?(0) se rapporte également au muon, 
tout en tenant compte de la contribution due à la polarisation du vide 
de muons lui-même. Mais la contribution due à la polarisation du 
vide des autres particules — des électrons — est dans ce cas nette- 
ment plus grande. Elle se calcule au moyen des formules (118,6) à 
(118,8) dans lesquelles il faut maintenant changer m en m, et pren- 
dre pour $ (t) l'opérateur de polarisation électronique. A l'inverse 
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du cas précédent, c'est le domaine des valeurs f*/m?— ((mu/m.)} > 
> 1 qui est maintenant essentiel et pour # (f) il faut Dreidre l’ex- 
pression limite (113,15): 


Le calcul des intégrales donne la valeur suivante: 


_f{a\?/fti mu. _ 25 | _ Fo 
182 (Opoiar = (+) (5 nt )= 109% (118,10) 
(4. Suura, E. H. Wichmann, 1957; A. Petermann, 1957). 


En additionnant (118,10) à (118,3), on obtient pour le moment 
magnétique 


Bauer = (1+-2-+0,76 €). (118,11) 


Notons que la contribution apportée par la polarisation du vide de 
muons n'est que de — 2 % de la valeur totale de g ? (0). Une contri- 
bution du même ordre de grandeur (vu leurs masses voisines) serait 
apportée par la polarisation du vide de pions dont le calcul exact 
est impossible à faire. Pour cette même raison, le calcul des correc- 


tions — a au moment magnétique du muon n'aurait pas de sens 
non plus. 


$ 119. Calcul de l’opérateur de masse 


Jlustrons la méthode de la régularisation directe des intégrales de 
Feynman sur l’exemple du calcul de l'opérateur de masse. 

À l’approximation non nulle du premier ordre l'opérateur de 
masse est représenté par la boucle du diagramme 


p—k 
A (119,1) 
D 7 [e) 


L'intégrale qui lui correspond est de la forme 
= dk 
— in (p}=(— ie) | Gp — 2 VD (À Dar? 


en y introduisant les propagateurs et en réunissant les facteurs 
y“ … Yu à l’aide des formules (22,6), on obtient 


8xi 2 2m —Yp+ yk 6 
A (p)= — pr € dk (419,2) 
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(le trait surmontant la lettre +# désigne la valeur non régularisée de 
l'intégrale). La « masse du photon » fictive À a été introduite dans 
le propagateur photonique afin d'éliminer (comme au 8117) la di- 
vergence infrarouge. 

Transformons l'intégrale à l'aide de la formule (131,4), en y enten- 
dant par a, et a, deux facteurs au dénominateur de (119,2). Après 
un simple regroupement des termes au dénominateur de la nouvelle 
intégrale on obtient 


1 

— Bi 2 2m — yp += yk 

ch (p) = nr © \ dtk | QT ne af (119,3) 
Û 


a? m?r— (pm?) r(1—zx)+A(1— 7). (119,4) 


Le changement de variable 4 —+ 4 — px met l'expression à inté- 
grer de (119,3) sous une forme où son dénominateur ne dépend que 
du carré k*. Toutefois, en vertu de (131,17) et (131,18) à l'intégrale 
s'ajoutera une constante additive 


2m — yp (1 — DE 
arimpi nn (14105) 
0 


= 8xi e2 

A (P}= — et {| dk 
(le terme en yk au numérateur est maintenant omis, car il s’annule 
lors de l'intégration sur les directions du quadrivecteur 4, cf. (131,8)). 

La régularisation de cette intégrale consiste à effectuer des sous- 
tractions qui lui donnent une expression de la forme (110, 20). 
Cette dernière s'annule si on la multiplie par l'amplitude d'onde 
u (p) si p est la quadri-impulsion d’un électron réel. Sans introduire 
u (p) explicitement, on peut énoncer cette condition comme l’exi- 
gence de l’annulation de «# (p) par suite des substitutions 


YP—+ M, pm. (119,6) 


La forme de l'intégrale (119,5) est commode du fait que le quadrivec- 
teur p n'y figure que sous la forme de yp et p° (tandis que les termes 
de la forme kp sont absents). 

En retranchant de (119,5) la même expression avec les substitu- 
tions (119,6), on our 


—Hare {{ a ( | az. [2m — yp(1— Nr =) 


1— ne 


CS or 
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ai = mr? + A2(1— 7). 


Pourtant pour une régularisation définitive il faut effectuer en- 
core une soustraction: d'après (110,20) les substitutions (119,6) 
doivent rendre nulle non seulement «# (p) dans son ensemble mais 
également cette expression sans un facteur yp — m. Par une sous- 
traction appropriée on élimine totalement le deuxième et le troi- 
sième terme à l'intérieur des accolades de (119,7) !). Quant à la 
première intégrale, on effectue sa transformation préliminaire en 
introduisant encore une intégration auxiliaire à l’aide de la formule 
(131,5), en y posant r7 = 2 et en entendant par a et b respectivement 
k? — a* et k? — af. Alors l'expression (119,7) prend la forme 

4 4 
16xi (yp+ m) [2m —ÿp(1—zx)] x (1— zx) 
(PM) Te € | ax | « D — To --mIe (2) 


(on a également utilisé ici l’identité p® — m°? — (yp — m) (yp + m)). 
Effectuons tout de suite l'intégration sur d‘k. En supposant que 
p° —m°<0 et en utilisant (131,14), on obtient 


1 1 
et (vp +m) [2m —yp (1—zx)] x (1 —2) 
(vP—m)-—- | dx | 2 rie (A{—z)+(m—pt)z({—7)z" 
0 0 


Maintenant, en omettant temporairement le facteur (yp —m), il 
reste à retrancher une même intégrale avec les substitutions (119,6); 
après quelques transformations simples, on obtient 


1 1 
M (p)= (pm? | az | dr x 
0 0 


2z (1 
m(—z°)—(vp+m) (1 —2)} -<S 
à mer (mt pt) (12): Reel 


(dans le dénominateur commun le terme en À? est omis parce que 
dans ce cas cela ne conduira pas à la divergence ; en un autre endroit 


1) Par cela même, au cours de la « renormalisation en passant » (voir p. 584), 
on omet les corrections à la constante de renormalisation Z; (8 110). Les inté- 
grales correspondantes divergent logarithmiquement. Si l’on introduit le « para- 
mètre de coupure » A?>%> m°, p?, en limitant le domaine d'intégration sur dtk 
par la condition k? < A?, cette correction peut être calculée sous la forme ex- 
plicite. Le calcul donne le résultat suivant : 


a 1 A? At 9 : 
Z1=1+2!), Z!"= 9x [510 in tr] ‘ (119,7a) 


40—0596 
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À2 (1 — zx) est remplacé par À°, car à la divergence infrarouge cor- 


respondra la divergence pour z —+ Ü). 
L'intégration dans (119,8) (d'abord sur dz et ensuite sur dx) 
est assez longue mais élémentaire, elle donne finalement le résultat 


suivant : 
__ 1 … 2— 3p = 
A (p)}=— Jn1m (yp—m)? { 2 (1—p) (1 1—p Inp} 
vP+m 1 p?+ 4p —4 À 
es mec Cu à: te Mr 
(119,9) 


où on a désigné 
m2— p? 
P — mm 


(R. Karplus, N. M. Kroll, 1950). L'intégrale a été calculée en suppo- 
sant que p > 0 et p> À/m. Suivant la règle de contournement des 
pôles, dans le prolongement analytique de l'expression (119,9) vers 
le domaine de p <<0, la phase du logarithme se détermine par le 
changement m—>m —i0; alors p—p —ài0, de sorte que Inp 
doit s'interpréter pour p << 0 comme 


np=Iin|pl—ix, p<0. (119,10) 
Considérons le comportement de l'opérateur de masse pour 


p°> m°. On a alors — p & p?/m'>5 1 et, avec la précision loga- 
rithmique, 


M(p}=—1$"1(p)—G (pe -(yp)in 2. (119,11) 
De même que dans le cas du propagateur photonique (cf. formules 


(413,15) et (113,16) pour l'opérateur de polarisation) la correction à 
Gi n'est petite que si l'énergie n'est pas trop grande, à savoir pour 


(à p?; 
— In m3 << 1. 

Pourtant dans le cas considéré la croissance logarithmique est 
dans un certain sens fictive, et elle peut être éliminée par un choix 
convenable de la jauge, c'est-à-dire de la fonction D( dans le propa- 
gateur photonique (L. D. Landau, À.A. Abrikossov, I.M. Khalatni- 
kov, 1954). Notamment, à cet effet, il faut poser-tavec les notations 
du $ 103): 

D = 0, (119,12) 


alors que la formule (119,9) a été obtenue dans la jauge 
DO = D. (119,13) 
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Cette propriété de la jauge (119,12) la rend particulièrement commo- 
de pour l'étude du caractère de la théorie pour p°> m°, ce qui sera 
mis à profit au $ 132. 

Pour démontrer l'affirmation avancée, remarquons que si l’on 
ne s'intéresse qu'aux termes — e?, la transformation de la jauge 
(119,13) à la jauge (119,12) peut être considérée comme étant infi- 
nitésimale. Cela permet d'utiliser directement la formule (105,14) 
en y posant 


GhissDen 
d0 (q) — gs (a 
et aussi en remplaçant par G les fonctions & dans l'expression sous 
le signe d'intégration avec la précision exigée. Dans l'intégrale sur 
dta, c’est le domaine de g > p qui sera essentiel et dans ce cas G (p—qQ) 
dans l'expression à intégrer est très inférieure à G (p) et peut donc 
être négligée. Alors on a 


681 = — G-2(p) 68 (p)= —ie61(p) | d (9) 


Enfin, en utilisant la transformation (131,11), (131,12), on obtient 


32 d(—a? 2 A? 
68-1(p)}= —7 GA (p) (Re ypmes, 


où À est une limite supérieure auxiliaire à laquelle la divergence est 
éliminée par une renormalisation convenable. Cette dernière consis- 
te à soustraire la même expression, pour p° = m”°, de sorte qu'on 
obtient finalement 


3 2 
681=— vpn. 


Cette expression se réduit précisément avec la différence $-! — G-! 
de (119,11). 

Enfin, analysons les causes qui conduisent à la nécessité d'’intro- 
duire une « masse du photon » finie À lors de la régularisation de 
l'intégrale (119,2), cette « masse » étant étroitement liée au compor- 
tement de l'intégrale lorsque p° —+ m°. 

Remarquons tout d’abord que cette intégrale avec À = 0 est de 
par elle-même finie pour p° — m° (pour éliminer la divergence, non 
essentielle sous cet aspect, pour les À grands, on suppose que l’inté- 
grale est prise sur un domaine grand mais fini de l’espace des k). 
Quant à la nécessité d'introduire À, elle apparaît lors de la soustrac- 
tion de l'intégrale de renormalisation, car sans cela celle-ci serait 
divergente pour p° — m°. Voyons donc comment se comporterait 
l'opérateur de masse non régularisé pour p°—>- m°. Comme ce com- 
portement dépend sensiblement du choix de la jauge, considérons le 


40° 
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cas général d’une jauge quelconque (tandis que l'intégrale (119,2) 
est écrite dans la jauge déjà choisie (119,13)). 

Utilisons de nouveau la transformation (105,14). En mettant 
d() sous la forme 


A (g} = PE = 57 _ Ga (o°), (119,14) 


g° 


nous supposerons que ôa est la variation de la fonction a (q°) qui ne 
varie notablement que dans les intervalles gÿ — m° et est finie pour 

% m°. Dans l’expression sous le signe d'intégration au second mem- 
bre de (105,14) les deux termes de la différence & (p) — & (p — q) 
sont voisins l’un de l’autre pour de petites valeurs de g et l'intégrale 
converge. Comme pour les gqg petits on a 


2 1 
SP—0) pe | 


S (p—g) peut être négligé devant & (p) lorsque q > (p°—m?)/m. 
Quant à l’intégrale 


65 (p)=ie8 (p)| 40 (9 = — FE (p) | 60 (99 CE. , 


elle diverge logarithmiquement dans le domaine 


2—m2\2 
PRE <q € m2. 


C'est pourquoi avec la précision logarithmique on a 


58 
Le 


e e 


p°—m° 


Cette égalité peut être intégrée. En remarquant que pour « = 

= €? —+ 0 le propagateur exact & doit coïncider avec le propagateur 
G de particules libres, on obtient 

m° 3 1C-00) 

S)= x (5) nn (6599) 


ou a) = a (m°)et C est une certaine constante. Pour déterminer cet- 
te constante, comparons l'expression 


g(p)=(vr—m)[1+-(C—a)inp], (119,16) 
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obtenue à partir de (119,15) à l'approximation du premier ordre en 
a, avec une expression analogue qu on déduit de l'intégrale (119,2) 
pour À — O!): 


g-1 (p)= (vp—m)|1 + in |. (119.17) 


De par la définition (119,14) la fonction a (g*) coïncide avec le rap- 
port D(/D. Aussi la jauge (119,13), à laquelle se rapporte (119,17), 
correspond à a — a, — 1. En exigeant que (119,16) coincide avec 
(119,17) pour cette valeur de a,, on obtient C = 3. 

Ainsi, on trouve pour le propagateur électronique non renormali- 
sé l'expression limite suivante (asymptotique infrarouge) pour p° —+ 
+ m°: 


» (3 - a) 
$ (pe (119.18) 


(4. À. Abrikossov, 1955). Soulignons que la validité de cette formule 
n'est liée qu'aux inégalités «& € 1, | In p [> 1, tandis que les for- 
mules de la théorie des perturbations exigeraient également l'obser- 
vation de la condition & | In p |/2<& 1. Notons également que le 
signe de la différence p* — m° est ici sans importance parce que de 
toute façon la partie imaginaire de l'expression (119,18) serait hors 
des limites de sa précision. 

Le propagateur renormalisé doit posséder pour p? — m* un pôle 
simple. On voit que (119,18) ne satisfait à cette condition que dans 
une jauge où 


D = 3D (119,19) 


(de sorte que a, — 3). Dans ce cas, la régularisation de l'intégrale 
de Feynman (effectuée en vue d'éliminer sa divergence aux limites 
supérieures) n’exigera pas l'introduction d'une « masse du photon » 
finie. Dans d'autres jauges, la masse nulle du photon a pour effet 
de faire apparaître pour p° — m° un point de ramification au lieu 
d un pôle simple, et l'élimination de ce « défaut» exige l’introduc- 
tion d'un paramètre fini À. 


1) Pour obtenir (119,17) il n'est pas besoin de reprendre les calculs. Le 
terme — In p dans (119,9) est obtenu précisément en supposant que p > À, ce 
qui admet le passage À —+ 0. Quant au terme —In (À/m), il est dü à la soustraction 
de de de renormalisation et il ne figure pas dans l'intégrale initiale 
(119,2). Il est facile de voir que cette soustraction n affecte pas les termes — 1n p. 
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$ 120. Emission de photons mous de masse non nulle 


En calculant les facteurs de forme électroniques au $ 117, nous 
avons rencontré une divergence des intégrales aux petites fréquences 
des photons virtuels. Cette divergence est étroitement liée à la catas- 
trophe infrarouge déjà discutée au $ 98. Il y était dit que la section 
efficace de tout processus se déroulant avec la participation des par- 
ticules chargées (y compris la diffusion des électrons par un champ 
extérieur représenté par un diagramme de la forme (117,1)) n'a pas 
de sens de par elle-même mais uniquement lorsqu'on tient compte 
de l'émission simultanée d'un nombre quelconque de photons mous. 
Comme il sera expliqué d'une manière détaillée plus loin ($ 122), 
dans la section efficace totale qui tient compte de l'émission de quan- 
ta mous, toutes les divergences se simplifient. Pour obtenir un résul- 
tat correct, la « coupure » préliminaire des intégrales divergentes doit 
bien entendu être effectuée de la même façon dans toutes les sections 
efficaces à additionner. 

Au $ 117 cette coupure a été réalisée en introduisant une masse 
finie fictive À du photon virtuel. C'est pourquoi on doit maintenant 
modifier les formules obtenues au $ 98 de telle sorte qu'elles décri- 
vent l’émission de « photons » mous de masse non nulle. 

Au point de vue formel, un tel photon est rangé dans la catégorie 
des particules « vectorielles » de spin 1 dont le champ libre a été 
examiné au $ 14. Il est décrit par un opérateur  quadrivectoriel 


A —— 1 ES LS A + : 
Yu — V 4x > V20 (c Lau e ax Le ec), a—=1, 2, 3 
ka 


(120 ,1) 


(ici on a changé les notations et la normalisation en comparaison de 
(14,16) pour les faire correspondre au cas photonique). 

L'interaction des « photons » (120,1) avec les électrons doit être 
décrite par un lagrangien de la même forme que pour les photons 
vrais: 


= ej Hp, (120,2) 


(avec changement des opérateurs potentiel À, en #,). Alors les am- 
-plitudes de processus d'émission de photons de masse finie seront 
données par les formules ordinaires de la technique des diagrammes 
avec la seule différence que 


k2— A2. (120,3) 
Quant à la sommation sur les polarisations du photon émis, elle 


doit être effectuée sur trois polarisations indépendantes (deux trans- 
versales et une longitudinale) au lieu de deux polarisations pour le 
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photon ordinaire. Cela est équivalent à la prise de la moyenne sur la 
matrice de densité des particules non polarisées. 


Puv — + (&uv— “e ) (120,4) 


(cf. (14,15)), suivie d'une multiplication par 3. 
Le propagateur de « photons de masse non nulle » a pour expres- 
sion 


4n kuk 
Dar re (uv) 


(cf. (76,18)). Pourtant, en vertu de l'invariance de jauge, les ampli- 
tudes de processus de diffusion réels ne dépendent pas de la partie 
longitudinale du propagateur photonique et cette propriété nest 
pas liée à une forme concrète de sa partie transversale. C’est pour- 
quoi le second terme entre parenthèses disparaît en fait et il ne reste 
que l'expression du même type que pour les photons ordinaires: 


4 
D Tr Euv (120,5) 


(déjà utilisée aux 88117, 119). 

Passons maintenant à l'étude des photons mous (dans le sens ex- 
pliqué au $ 98). 

La déduction des formules (98,5), (98,6) effectuée au $ 98 est 
appliquée au cas considéré à cette différence près qu'en développant 
les carrés (p + k})?, figurant aux dénominateurs des propagateurs élec- 
troniques on ajoute le terme k? — A2. Il en résulte au lieu de (98,6) 


. p'e pe 2 dk 
do — dOétast * € p'k+A2/2  pk—À2/2| 4ro 
Où dOu:as est la section efficace du même processus sans émission de 
quantum mou (que nous convenons d'appeler processus « élastique »). 
Dans la suite, lors de l'intégration sur dk ce sont les valeurs | k | — À 
qui seront essentielles. Dans ces conditions p’k — pk >> X*, de sorte 
que les termes X° figurant aux dénominateurs peuvent être négligés. 
Quant à la sommation sur les polarisations du photon, elle s'effectue, 
comme il a été dit, à l'aide de (120,4). Une fois les termes en À né- 
gligés, le second terme de (120,4) n'apporte aucune contribution à ia 
section efficace et il reste 1) 
_ p° p° \2? dk . 
do = — 1Og] ast * €? (Tr -&) Aro : (120,6) 
1) A première vue, on pourrait mettre en doute la légitimité de l'émission 
de À? avant la prise de la moyenne vu la présence de À? au dénominateur du se- 
cond terme de par Il est pourtant facile de s'assurer directement que lors 
de la prise de la moyenne ce terme donne une contribution —At-À? qui est 
négligeable. 
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On revient ainsi à la formule (98,7) où, cependant, on doit mainte- 
nant interpréter w comme 


w=Vk HA. (120,7) 


La formule (120,6) a un caractère absolument général. Elle est 
valable aussi bien pour la diffusion élastique que pour la diffusion 
inélastique et même pour le changement d'espèce des particules. Pour 
ce qui est du résultat de l'intégration ultérieure sur d°k, il dépend 
des quadrivecteurs p et p’ ou, autrement dit, du caractère du proces- 
sus principal de diffusion. 

Considérons le cas de la diffusion élastique où 


[Ipl=lpl, E =E, 


et déterminons la probabilité totale d'émission de photons de fré- 
quence inférieure à une certaine w,,,,; en supposant que 


WUmax > À, (120,8) 


et que la valeur &w,,, est limitée supérieurement par les conditions 
d'applicabilité de la théorie de l’émission de photons mous (98,9), 
(98,10). 


Calculons tout d’abord l'intégrale sur d°k à la limite non relati- 


viste. Pour |p|—=1|[p|<m on a 
( p'____P = (qk)° _ _qf 
(p'k)  (pk)} T7 mot m2? 
(où q — p° — p). L'intégration de cette expression sur les directions 
de k donne 
4nq® f k? 
mar (Sur — 1) 
Après cela on déduit de (120,6) 
w=w,, 


: e2q° Kalki 
ou, en intégrant dans l'hypothèse où w,:,/À > 1, 


dodo ie (in ms _ À), m2. (120,9) 


"3n mi 
Dans le cas relativiste général, calculons cette intégrale à l'aide 

de la formule (131,4). Au moyen de cette formule, pour l'intégrale 

par rapport aux angles on a 

1 


n dos d do, 
= (pk) (PL) Gé LA [Gpk) z+ (p°k) (1 —2)]? 
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ou encore, après avoir développé les produits scalaires avec p — 
= (e, P) p = (e, P ): 


1 


dog 
= À detre: 


Maintenant l'intégrale intérieure se calcule facilement en coordonnées 
sphériques avec l’axe polaire orienté suivant le vecteur pr + p'(1 —zx). 
après quoi on obtient 


1 1 


1— ( 4n dz re \ 4x dx 
7) (@w)?—{[pz+p"(1—2)}k2 J [m2+ q?z (1—z:)]k?+ ei? * 
0 


Deux autres intégrales (avec (pk})° et (p'k)*° aux dénominateurs) 
s'obtiennent à partir de cette expression pour q = 0. En remarquant 
aussi que 


’ 


, 1 
pp'=e—pp=m +4, 


on obtient 
2e bs k°d]Ik| m?+ q°/2 m? 
do = (de | (ro man) - 
(120,10) 


L'intégration sur d | k | se ramène au calcul des intégrales de la 

forme 
CN 

+ k241k| L 

…  (ak°+4) Vki+i 

(A) [A] 
_1 te dlk| [a dik] 
8 ) Vé+ms À G@k+A) VEN 

2Omax 1 [ dz 


À 8 J'(a#+1)Va+1 


0 


lin 
a 


Dans la deuxième intégrale on a effectué la substitution |k | — 
— Àz et remplacé la limite supérieure (w,,,,/À) par oo, ce qui est 
admissible étant donnée la convergence de l'intégrale. 
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Les intégrales sur dx qui apparaissent ensuite dans (120,10) 
ne peuvent pas être entièrement exprimées au moyen des fonctions 
élémentaires. Représentons le résultat sous la forme suivante: 

| qi 20 
do= a [F (511) Inmex + p, | dOttast, (120,11) 
où {) 


FORM E+VE+D 1], (120,12) 


Î PRESS 
9 2 2 Fans 
Fe 2€ in e+|pl _ 2m°+q ( dr In LV a 


îT | P | m ne? a VT—a V/a , (120,13) 


0 
a=— (m2 + qx (1 — x). 


et cherchons l'expression asymptotique de la section efficace dans 
Je cas ultrarelativiste. On supposera que non seulement e > m 
mais aussi | q | > m, c’est-à-dire que l’angle de diffusion n'est pas 
trop petit. Dans ces conditions, le domaine essentiel de valeurs de z 
dans l'intégrale (120,13) est celui où a € 1; après avoir effectué 
les abstractions appropriées, on obtient 


q° : 
In Tr tin z+in(i—7) 


PER dx. 


LE Lé e Am # m? ® e 
L'intégrale doit être coupée pour a — 2” c'est-à-dire pour zx — 


= m“/q® inférieurement et pour 1 — x m°/q* supérieurement. 
Alors on a 


ne 1 q° q° q° . 1 q° £ q° 
F, NOR [2 Inner — Ir ]= [ind — 4 In Ein à | ÿ 
Cette formule est valable à des carrés des logarithmes près, ou comme 
on dit, avec une double précision logarithmique. Avec cette même pré- 
cision il suffit de poser dans le premier terme de (120,11) 


FEæ&Liné E>1). 


1) Nous avons déjà rencontré la fonction F (Ë) dans les problèmes du 8 98. 
Cela n'est pas étonnant parce que l'expression (120,11) peut être obtenue avec 
la précision logarithmique en intégrant la section efficace d'émission de pho- 
tons de masse nulle (98,8) sur do dans les limites de À à @,nax. Si l’on introduit 
au Jieu de E une variable 6 telle que £ = sh (6/2), on obtient 


F(B=< (8 coth 6—1). (120,12) 
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On a finalement 


2 2 4 2 
do= [in din Sos in in A+ Lin | dome, 92 m2. 
(120,14) 
$ 121. Diffusion de l’électron dans un champ extérieur 
à l’approximation du deuxième ordre de Born 


En deux premières approximations par rapport au champ exté- 
rieur la diffusion de l'électron est représentée par les diagrammes 


1q 


| q=p-f| |a=f-p 
Pa PT (121,1) 
Re PORT ue 


Au premier de ces diagrammes correspond l'amplitude M)-Ze* exa- 
minée au $ 80. Quant à l'amplitude à l'approximation du deuxième 
ordre, elle est égale à M® — (Ze!) 2. 

Il est facile de voir que les corrections radiatives font apparaître 
des termes du même ordre de grandeur. A l’approximation du troi- 
sième ordre de la théorie des perturbations, les corrections radiati- 
ves à l'amplitude de diffusion sont représentées par les diagrammes 


IQ 

| Q (121,2) 
AN 

——,———— 


où M) = Ze2.e?, et si Z — 1, alors M9 = MO. 
En vertu de (64,26) la section efficace de diffusion a pour valeur 


do = | M$} + M + MAP EE à (121,3) 
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Dans le carré de l’amplitude figurant dans cette expression on a le 
droit de garder outre | M? | * aussi les termes d'interférence entre 
M} et M? et entre M; et M}. Ainsi, à des termes —e près, la 
section efficace sera représentée par la somme 


do = dott) + dot? + dou, (121,4) 


où dot) est la section efficace à la première approximation de Born 


($ 80), et les corrections à apporter à cette section sont égales à 


dot? = 2 Re MM)" 2 


4672? ? 
pi (121,5) 
dOina = 2Re MM es. 
TE 
Rappelons ($ 80) que 
M$? = el (u'yu) ® (a), (121,6) 


où ©® (q)est la composante de Fourier du potentiel scalaire du 
champ extérieur constant (® = A(9) et où on a tenu compte du fait 
que la charge de l’électron e — — |e |. 

Les deux expressions (121,5) peuvent évidemment être calculées 
indépendamment l’une de l’autre. La première sera examinée dans 
le paragraphe actuel et la seconde, au suivant. 

L'amplitude à l’apporoximation du deuxième ordre construite 
d’après le diagramme (121,1) est donnée par l’intégrale !) 


Mp= —e | up} RE vu (p)} (pH Op) Er. 
(121,7) 


Etant donné que les quadri-impulsions du champ extérieur constant 
4 = f —pet gs = p —/f ne comportent pas de composantes tem- 
porelles, on a 


Jo = E —e, (121,8) 


où & et e” sont les énergies initiale et finale de l’électron, qui sont 
égales l’une à l’autre lorsque la diffusion est élastique. 

Dans un champ purement coulombien engendré par une charge 
immobile Z|e|ona 

4nz | e 
® (q) =. 

Pour un tel potentiel l'intégrale (121,7) est logarithmiquement di- 
vergente (pour f = p et f Æ p'). Cette divergence est spécifique du 
champ coulombien, elle est liée à sa décroissance lente aux grandes 


1) Rappelons qu'ici il faut appliquer la règle de la technique des diagram- 
mes se rapportant au champ extérieur constant, voir la règle 8 énoncée au & 77. 
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distances. Son origine peut être le mieux mise en évidence sur l'exem- 
ple du cas non relativiste. D’après 111 (135,8) le coefficient de l'on- 
de sphérique exp (i|p|r)/r dans l'expression asymptotique de la 
fonction d’onde de l'électron soumis au champ coulombien est de la 
forme 


f(@)exp(—iinipir). 


Mais ce coefficient traduit précisément l'amplitude de diffusion de 
l’électron par le champ et on voit que sa phase contient un terme di- 
vergent (pour r —+ co). Lorsque l'amplitude de diffusion est dévelop- 
pée en puissances de Za, ce terme aura pour effet de rendre divergents 
tous les termes du développement à partir du deuxième (parce que 
la fonction / (8) elle-même est proportionnelle à Zæ). Dans le cas re- 
lativiste la situation est bien entendu analogue. 

Ces raisonnements montrent en même temps que les termes di- 
vergents doivent disparaître lors du calcul de la section efficace de 
diffusion pour laquelle la phase de l’amplitude est sans importance. 
Le procédé le plus simple permettant des calculs corrects consiste à 
considérer d'abord la diffusion par un champ coulombien blindé, 
c'est-à-dire à poser 
4xZz |e| 

q* + Ô° 


avec une petite constante de blindage 6 (ô< | p |). On élimine par 

là même la divergence dans l'amplitude de diffusion, si bien que dans 

le résultat final obtenu pour la section efficace on peut poser ô — 0. 
En reportant (121,9) dans (121,7), on obtient 


® (g) = (121,9) 


ME? = — À Zraëu (p'}\(We+m) J,+ yJlu (p). 


où on a introduit les désignations suivantes: 


df 
DIET —)5+ 62] [(F —p)°+ 6°] [p° — F:+ i0] ” 
121,10 
“| f d3/ —?tr Pa. 220) 
Lp'—D°+ TI —p}2+ 61 pe +0) — 2 
[ci, p* = € — m° — p* et l'intégrale J est symétrique par rapport 


à p et p'; enraison de la symétrie vectorielle il est évident d'avance 
que le vecteur J doit être orienté suivant p + p’. En faisant dispa- 
raître maintenant les matrices y à l’aide des égalités 


vpu = (Ye — m)u, 
u'yp'=u"(ye—m), 
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on obtient 
MP = — 2 Drofu (p')lPe(J,+J;)+m(J,—J)}u (p). (121,11) 


Pour continuer les calculs, passons (comme au $ 80) des amplitu- 
des bispinorielles u et u’ aux spineurs tridimensionnels w et w’ qui 
leur correspondent (suivant (23,9) et (23,11)). Par la multiplication 
directe on trouve 


u'u=w'*{(e+m)—(e—m)cos 0 + ivo (e — m)sin 6} w, 


u'yu = w'* {(e+m)+(Ee—m) cos 0 — ivo (e— m)sin6}w, 


cos 6 = nn’. 


Après cela l’amplitude (121,11) prendra la forme) 
M$} = &nw'* (AD + Bvo) w, 
Z'a? {[e+ m)+(e—m)cos0]e(J,+J7,) + 
+{(e+m)—(e—m)cos6]m(J,—J,)}, (121,12) 
BA = Z'at(e—m)sinO[e(J,+J;)—m(J;—J;)] 


1 
212 


AD= — 


Quant à l’amplitude de diffusion à l’approximation du premier 
ordre, avec des notations analogues, elle est de la forme 


M$} = 4nw'* (A + Blivo) w, 
AU + [(e + m) + (e — m) cos 6], (421,13) 


Bu) — —i LS (e—m) sin 6, 


où = p —p. 

La section efficace de diffusion et les effets de polarisation s'ex- 
priment en fonction des quantités À — AG) + 40% et B — BO+ 
+ B®) par les formules obtenues dans III, $ 140. Ainsi, la section 
efficace de diffusion des électrons non polarisés est égale à 


do =(|A|?+1B 1?) do æ doû) + (2AURe AM — 
— iB4) Im BC) do’. 


1) Les définitions des quantités À et B correspondent ici aux définitions 
données au 8 37 et dans III, 8 140, mais diffèrent par un facteur de la définition 
donnée au & 80 
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En y portant (121,12) et (121,13), on obtient après un calcul simple 
do? — 


, Zases .. 6 2 
= — do | (1—vsin +) Re(J,+7)+% Re(J—J)]. 


z?p* sin? F 


(121,14) 


où v = p/e est la vitesse de l’électron et 6, l’angle de diffusion. 
Par suite de la diffusion, les électrons sont polarisés et le vecteur 
polarisation des électrons finals s'exprime par 


D 2 Re (4B*) Nr 2 (40) Re B{(2) — iB() Im A(2) 
| AËF+IBE | AG) |2+ | BG) [3 


ou encore, après l'introduction de (121,12) et (121,13), par 


8. 8 
SIn° — COS — 


g =“ 2 <im(J;—J;)v. (121,15) 


262 
ne 1— vf sinf = 


Passons au calcul des intégrales J, et J,. Il est facilité par l'ap- 
plication de la méthode de la paramétrisation d’après la formule 
(131,2). L'intégrale J, prend la forme 


1 1 1 
= 2 op tn 
1 ) J9 {TP —12+ 6] + [Pp—D°2+ 6] E + [f—p?— 10] Es) ° 


L'intégration sur dE, fait disparaître la fonction 6 ; en réduisant tous 
es termes semblables au dénominateur, on obtient 


1 1-6: 


ET 
4 ) + {62 (EF Es) + p? (2E1-+ 2Ea — 1) — 2f (E1P° + Esp) + 12 — 10) * 


En introduisant au lieu de f une nouvelle variable k = f — E,;p — 
— Esp, réduisons l'intégration sur d'f à l'intégrale de la forme 


( Re 
(k?—a3—:i0)3  4ar ? 


de sorte que 


J,= 
1 1-6; 
= + | \ , 
- 0 0 {p2 (EP ER — 251 — 25, + 1) + 2EEspp'— 62 (E1+ Es) — 10} 7? 
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Remplaçons E, et E, par les combinaisons symétriques: x — E, + 
+ E, y —= E —E6.. L'intégration sur dy (dans les limites de 0 
à z) est élémentaire et donne 


1 
= in? \ z dr 
nb a 
21pl° 0 [és 2e +12 z —i0 | Le js :—i0]" 
p° P 
où 
b — PP — cos? Ÿ 


Pour calculer l'intégrale sur dr pour 6 — 0, divisons le domaine 
d intégration en deux parties: 


Ô 
pl” 


O3 
e 
e 


= 1 
. dx = \ ... dr + \ dr 1350 >— 
0 1-6; 


Dans la première intégrale on peut poser à == U, ce qui donne !) 


__ À (1— zx)? 1-61 6? 
| del, 5: til. 


Quant à la deuxième intégrale. on peut y poser zx — 1 partout sauf 
dans le terme (1 — x)°, ainsi que poser Ô = 0 dans le premier crochet 
du dénominateur. Il vient alors *) 


] , à , 
+ 
| He \ 6 Vi 
1“0, 0 ( rw) 
; ô; dr" o/1pl ; 
T ‘ T 
me [| . &vA tt SAUT » 
6/1pl (z +) 0 (= ] 


1) La règle de contournement (terme i0) permet de déterminer la variation 
de |” Fe mt de l'expression sous le signe de logarithme lorsqu'on passe de 
0 à 1 — 6,; le contournement du point de ramification par le bas fait varier 
l te, de O à —"x. 

2) Ici également la règle de contournement détermine le signe de la racine 
Jors du passage des valeurs positives aux valeurs négatives de l'expression 
sous le signe de radical. 
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L'addition des deux intégrales fait disparaître la quantité 6,, com- 
me il fallait s'y attendre, de sorte qu'il ne reste que 


in? 21Ppl 
J, = —"——— 1n (SE sin =). (121,16) 
2 | p° | sin À S 7) 
L'intégrale J, se calcule de la même manière et est égale à 
1 — sin — 
J, = Pa es sine. (121, 17) 
4 | p |* cos? sin — 21 p IScos'— 


Il ne reste qu'à porter ces expressions dans (121,14) et (121,15) 
pour obtenir les résultats définitifs suivants: 


don = 12e — {1_sins) do”, (121,18) 
4 | p |° sin F 
sin Ÿ In EL 
gt — °° 20 (121,19) 
(1—vtsint +) COS = 


(W. À. McKinley, H. Feshbach, 1948; R. H. Dalitz, 1950). 

Dans la première approximation de Born, les sections efficaces 
de diffusion de l’électron et du positron (dans un même champ exté- 
rieur) sont identiques. Dans la deuxième approximation cette sy- 
métrie disparaît. Pour la diffusion du positron (de charge + |e|) 
l'amplitude de la première approximation (121,6) a un sens contrai- 
re, alors que lesigne de M”? demeure inchangé. C'est pourquoi la sec- 
tion efficace do), qui est le terme d’interférence entre M}? et M, 
change de signe. Il en est de même de l’expression (121, 19) pour le 
vecteur polarisation. En général, le passage des formules valables 
pour la diffusion de l’électron aux formules de la diffusion du posi- 
tron se fait en effectuant une substitution formelle Z + —Z. 


$ 122. Corrections radiatives à la diffusion d’un électron 
dans un champ extérieur 


Passons au calcul des corrections radiatives à la diffusion d'un 
électron dans un champ extérieur (J. Schwinger, 1949). 

La partie correspondante de l'amplitude de diffusion est repré- 
sentée par deux diagrammes (121,2). Le diagramme a) apporte à l’am- 
plitude la contribution 


— (u'yu) LC D (— qd (ao), 


@1—-0596 
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où # (—q°) est l'opérateur de polarisation correspondant à la bou- 
cle du diagramme. La contribution du diagramme b) est égale à 


— (L'A0u) eD (q), 


où A° est le terme correctif dans l'opérateur de sommet (Tu =: 
= yh + Au); d'après (116,6) 


1 ; 
A= PIS (— og) —- 11 5 00Vg,g (— d°). 
En additionnant les deux contributions, on obtient ) 
M$ = — (U"YQraau) eD (q), 


1 1 (122,1) 
Qraa (4) =f(—d)—-1--7 P(—d)+ 5 8(— 4°) av. 

Examinons tout d’abord le problème de la divergence infrarouge 
contenue dans le facteur de forme f ( — q°) et donc dans l’amplitu- 
de de diffusion (122,1). 

Comme il a déjà été dit ($ 98), l’amplitude exacte de diffusion 
purement élastique est de par elle-même nulle, c’est-à-dire dépour- 
vue de sens physique. Le sens physique n'est propre qu’à l'amplitude 
de la diffusion considérée comme un processus au cours duquel peut 
être émis tout nombre de photons mous, ayant une énergie inférieure 
à une certaine valeur donné w,,,, satisfaisant aux conditions d'appli- 
cabilité de la théorie de l'émission des photons mous. En d’autres 
termes, seule a un sens la somme 


max 


do = dOéiast + dOetast À du, + 
0 
max 


Omax 
+ dOétast “57 | dw, À dus, +..., (122,2) 
0 0 


OÙ dOsjast St la section efficace de diffusion sans émission de photons 
et dw,,, la probabilité différentielle d'émission d’un photon de fré- 
quence «w par l’électron. On suppose dans ce cas que la section effi- 
cace dOainst Se calcule elle-même sous forme d'une série de la théorie 
des perturbations, c’est-à-dire sous forme de développement en puis- 
sances de & 2). Alors, après avoir groupé les termes de chaque ordre 


1) En effectuant la transformation, ne pas perdre de vue que si g” = (0, q) 
alors q, = (0, —q)! C'est pourquoi og, = — y°qy. 

2) Quant à la probabilité dw,,, la nécessité de tenir compte des corrections 
radiatives dépend de la valeur &,nax ; la limite © — 0 correspond au cas classi- 
que où les corrections radiatives disparaissent; aussi, en choisissant @az 
suffisamment petit, on peut toujours les rendre petites. 
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en &, figurant dans tous les termes de (122,2), on obtient do sous 
forme du développement en puissances de & dont chacun des termes 
est fini. 

En première approximation de Born, dosast — &*. Ce terme a 
évidemment un sens de par lui-même. Mais si nous voulons tenir 
compte de la correction d'ordre suivant à dos (terme a) il faut, 
avec cette dernière, prendre également le deuxième terme de la 
somme (122,2): comme dw, — «, la multiplication par dosjsst — @° 
fait aussi apparaître une quantité a. Montrons que l'addition 
de ces deux quantités fait disparaître la divergence infrarouge. 

D'après (117,17) le terme divergent figurant dans le facteur 
de forme f est de la forme ‘) 


Fr (ne 


Le terme correspondant dans l’amplitude (122,1) s'exprime par 
+ Fin +. (u'yu) eD (q), 
et dans la section efficace de diffusion (121,5) . 


dointra= _oFln— Fe u'yu [2 | eD (q) [= 


Te : 
En comparant avec la section efficace de _ 
dot = | u' you [2 | eD (q) |7-R— , 
on trouve 
dointra= —@F In —-dotf, (122,3) 


D'un autre côté, le deuxième terme de (122,2) associé à | du, 
de (120,11) donne 
max 
doétast | dus =0F In rez . dot. (122,4) 
0 


Enfin, en additionnant (122,3) et (122,4), on obtient 


— doi). [41 PL RER 
dot.aF (1 In — (122,5) 
1) Il est aisé de s’en assurer si l'on utilise la relation 
la! _ 1—E 
me VE 


entre | q | et la variable £ en fonction de laquelle le facteur de forme (117,17) 
est exprime. 


4e 
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On voit que la contribution divergente apportée par les photons 
virtuels mous ( | k | — À) se simplifie effectivement avec la contri- 
bution due à l'émission de photons mous réels. La même situation se 
présente aussi pour tout autre processus de diffusion. 

En même temps la section efficace de diffusion commence à dé- 
pendre de w,.,.,. Cette dépendance est une conséquence du fait que 
la quantité w,,, intervient dans la définition même de la diffusion 
comme un processus dans lequel tout nombre de photons mous peut 
être émis. Il est naturel que la section efficace d’un tel processus sera 
d'autant plus faible que la limite w,,,, des fréquences des photons, 
dont l'émission se rapporte encore au processus de diffusion donné, 
est plus basse. 

Cherchons maintenant l'expression complète pour la correction 
radiative à la section efficace de diffusion. En procédant d'après les 
règles standards (voir (65,7)), on trouve l'expression suivante pour 
la section efficace moyennée sur les polarisations de l’électron initial 
et sommée sur les polarisations de l'électron final: 


do = dot) + do, sa — 
, 7 do° 
= | D (q) 12 Tr{(yp° +0) (y° + VQraa) (PP + M) (N° + QraaV)} 357 - 
(122,6) 
Suivant (122,1) on a 
Qrad —a+b0yq, Qraa— YQraav° = a+by, 
1 1 
a=f(-q)—1—5$(—q), b=-e(—4) 
A des termes linéaires en a et en b près, la trace figurant dans (122,6) 
est égale à 
LTr{ 1=2 (æ_<) (1 + 2a) — 2bmq? 
z ve Z À 
C'est pourquoi 
1 5 ® 
doraa = 2 {f,(—9)—1— 258 (— 0) 8 (— q')} dots, 
(122,7) 
où dot!) est la section efficace de Born de Ia diffusion des électrons 
non polarisés (80,5); le facteur de forme f est affecté de l'indice À 
pour rappeller qu’il est « coupé suivant la masse À du photon». 


Il reste à ajouter à (122,7) la section efficace de diffusion de pho- 
tons mous. Si l’on représente f; sous la forme 


ft-q=1-$F(Li)inmS+er,, (122,8) 


2m 


cette addition se ramènera suivant (120,11) au remplacement dans 
(192.7) de f, par 
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… (2 [gl m (à 
fomas = 1-5 F5) + 5 Fitar, (122.9) 
Avec ce remplacement l'expression (122,7) donne le résultat défi- 
nitif. 
Notons qu’à la limite non relativiste !) 


_ aq° m 11 
lo ax = 1 — rm (in tx) , dE mi. (122.10) 


On remarquera que la spécificité du champ extérieur n'intervient 
dans la correction radiative à la section efficace que par l'intermé- 
diaire de do): en ce qui concerne le facteur à l’intérieur des acco- 
lades de (122,7), il a un caractère universel. A l'approximation non 
relativiste 

24 q° m 19 
nr ent) — 2 2 
dora = — dot. Æ [in +5): g’&m? (122.11) 
| 
(dans cette expression figurent les contributions de tous les termes 
de (122,7)).. Quant au cas inverse, ultrarelativiste, la contribution 
principale est apportée par le seul terme avec f, .,, — 1, de sorte 


qu'on obtient 


2 

dOud = — dot. Æ In L In ire , dqa’>m’. (122,12) 
Notons en conclusion que les corrections radiatives que nous ve- 
nons de considérer ici ne conduisent pas à l'apparition d'effets de 
polarisation quelconques, absents dans la première approximation de 
Born (à la différence des corrections de la deuxième approximation de 
Born examinées au $ 121). Le fait est que la spécificité de la premiè- 
re approximation de Born est en dernier ressort liée à l'hermiticité 
de la matrice S. Cette propriété se conserve aussi lorsqu on tient 
compte des corrections radiatives considérées parce que dans cette 
approximation il n'existe aucun état intermédiaire réel dans le ca- 
nal de diffusion (de sorte que le second membre de la relation d'uni- 

tarité s'annule) ©). 


1) Cette expression diffère de l'expression non relativiste (117,20) par 
la substitution In À — Àn 26,hax — 

2) Le calcul des corrections radiatives aux processus qui ne se manifestent 
qu'à l'approximation du deuxième ordre de la théorie des perturbations est 
beaucoup plus encombrant et ne sera pas reproduit dans ce livre. Nous nous con- 
tenterons d'indiquer seulement quelques ouvrages: pour les corrections radiati- 
ves à la diffusion d'un photon par un électron, voir Brown L. M., Feynman R.— 
Phys. Rev., 1952, v. 85, p. 231 ; pour les corrections radiatives à l’annihilation 
à deux photons d'une paire, Harris J., Brown L. M.— Phys. Rev., 1957, v. 105. 
p. 1656; pour les corrections radiatives à la diffusion d'un électron par un élec- 
tron et un positron, Redhead M.— Proc. Roy. Soc., 1953, v. A220, p. 210: 
Polovine R. V.— IK3TOD, 1956, v. 31, p. 449 (en russe); pour les corrections 
radiatives au rayonnement de freinage, voir Fomine P. 1.— K3ITO, 1958, 
v. 35, p. 707 (en russe). 
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$ 123. Déplacement radiatif des niveaux atomiques 


Les corrections radiatives ont pour effet de provoquer un dépla- 
cement des niveaux d'énergie des états liés de l'électron dans un 
champ extérieur (on l’appelle déplacement Lamb). Le cas le plus inté- 
ressant de ce genre est le déplacement des niveaux de l’atome d'hy- 
drogène (ou d’un ion hydrogenoïde)!). 

La méthode conséquente de calcul des corrections aux niveaux 
d'énergie est basée sur l’utilisation du propagateur électronique exact 
dans un champ extérieur ($ 109). Mais si 


Za & 1, (123,1) 


on peut appliquer une méthode plus simple qui consiste à considérer 
le champ extérieur comme une perturbation. 

À l'’approximation du premier ordre en champ extérieur, la cor- 
rection radiative à l'interaction de l'électron avec le champ électri- 
que constant est décrite par les deux diagrammes (121,2) que 
nous avons déjà considérés à l’occasion du problème relatif à la dif- 
fusion de l’électron dans un tel champ; le passage d'un problème à 
l'autre n'exige qu'une simple reformulation (voir plus loin). 

Toutefois il est facile de comprendre que par une telle méthode 
on ne peut trouver que la partie du déplacement de niveau qui est due 
à l'interaction avec des photons virtuels de fréquences suffisamment 
grandes. En effet, considérons, par exemple, la correction radiative 
suivante (par rapport au champ extérieur) à l'amplitude de diffu- 
sion de l'électron : 


(123,2) 


p° P 


(à la différence de (121,2, b) ce diagramme comporte deux sommets du 
champ extérieur). Dans le domaine d'intégration sur d‘k où k, est 


1) Le déplacement des niveaux d'énergie de l'hydrogène a été calculé pour 
la première fois par À. À. Bethe (1947), avec une précision logarithmique, sur 
la base d'une considération non relativiste ; ce calcul a servi de point de dé- 
part pour tout le développement ultérieur de l'électrodynamique quantique. 

a différence entre les niveaux 25,/, et 2pyra (à l'approximation non nulle du 
premier ordre de la théorie des perturbations) a été exactement calculée par 
N. M. Kroll et W. E. Lamb (1949), et la formule complète pour le déplacement 
des niveaux a été établie par V. Weisskopf et J. B. French (1949). 
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suffisamment grand, cette correction contient une puissance supplé- 
mentaire de Za et est donc peu importante. Mais l'introduction d'un 
deuxième sommet du champ extérieur dans le diagramme y fait 
aussi apparaître encore un propagateur électronique G (f). Pour les 
faibles valeurs de 4 (et les extrémités externes p et p’ non relativistes) 
ce sont les impulsions des électrons virtuels f, voisines du pôle du 
propagateur G (f), qui deviennent importantes. Le petit dénomina- 
teur qui en résulte compense le petit facteur supplémentaire Za. 
Cela concerne évidemment les corrections de tous les ordres en géné- 
ral par rapport au champ extérieur. Autrement dit, dans le domaine 
des petites fréquences des photons virtuels, le champ extérieur doit 
être pris en compte de façon exacte. 

Divisons le déplacement cherché du niveau ÔE") en deux par- 
ties : 


6E, = ÔE!" + 6E ”), (123,3) 


provenant respectivement de l'interaction avec les photons virtuels 
dont les fréquences se situent dans les domaines: 1) 4, > *, 
11) k, << x. La valeur de x sera choisie de telle sorte que 


Za)°mex< m (123,4) 


(Z°a? m est l'ordre de grandeur de l'énergie de liaison de l’électron 
dans l'atome). Alors, dans le domaine I, il suffira de ne tenir compte 
du champ du noyau à l'approximation du premier ordre. Quant au 
domaine II, il y faudra tenir compte de façon exacte du champ du 
noyau, mais en revanche on peut (en vertu de la condition x m) 
résoudre le problème à l'approximation non relativiste et cela non 
seulement par rapport à l'électron lui-même mais également pour 
tous les états intermédiaires. Lorsque la condition (123,4) est satis- 
faite, les domaines d’applicabilité des deux procédés se chevauchent, 
ce qui permet le raccordement rigoureux des deux parties de la cor- 
rection au niveau. 


Partie hautes fréquences du déplacement 


Considérons d’abord le domaine I. Pour ce domaine on peut uti- 
liser la correction à l'amplitude de diffusion (122,1) dont il faut 
pourtant exclure au préalable la contribution due aux photons vir- 
tuels qui se rapportent au domaine II. Ces photons n’apportent 
qu'une faible contribution au facteur de forme g, si bien que celui-ci 
peut être laissé inchangé. Quant à la fonction f, les photons virtuels 


1) Dans ce paragraphe E, désigne l’énergie de l’électron dans l'atome sans 
son énergie au repos. L'indice s désigne l'ensemble des nombres quantiques qui 
déterminent l'état de l’atome. 
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de petites fréquences y apportent une grande contribution par suite 
de la divergence infrarouge. Aussi la fonction f doit-elle être rempla- 
cée dans (122,1) par la fonction /, dont le domaine #, << x est déjà 
exclu. 

Cette exclusion pourrait être faite directement en retranchant de 
1 l'intégrale étendue au domaine k#, < x. Toutefois on peut obtenir 
le résultat requis sans procéder à de nouveaux calculs, en se servant 
des résultats du $ 122. 

Remarquons à ce propos que l'exclusion des fréquences k, << x 
peut être considérée comme un des procédés possibles de coupure 
infrarouge. Quant au résultat obtenu pour la correction à la section 
efficace de diffusion, il ne peut certes pas dépendre de la manière dont 
la coupure est effectuée, à condition que la probabilité d'émission 
de photons mous réels soit également coupée de la même maniere, 
c'est-à-dire à condition que la notion de diffusion « élastique » ne 
comprenne que l'émission de photons de fréquences comprises entre 
x et w,,22 donnée. Si l’on choisit w,, = *%, il devient superflu de 
tenir compte explicitement de l'émission de photons. Il s'ensuit 
que f, s'obtient à partir de la fonction f,,,., définie au $ 122, par 
un simple changement de w,,,, en x. En particulier, dans le cas non 
relativiste on a 


- 11 


Transformons maintenant la correction (122,1) à l'amplitude de 
diffusion en la représentant comme le résultat de la correction cor- 
respondante à l'énergie potentielle efficace de l’électron dans un 
champ. En comparant l'amplitude (122,1) 


— € (u"#*Q,aa Du) 
à l'amplitude de diffusion de Born (121,6) 


— e(u'*ŒQu), 


ox voit que le rôle d'une telle correction est joué (dans la représenta- 
tion en impulsions) par la fonction 


e0® (q) = eQ;5a (a) D (q). (123,6) 


Dans le cas non relativiste, en prenant Set g de (113,14) et (117,20) 
et en remplaçant f par /. de (123,5), on obtient 


371m° 2x 


6D(={— (int +) + av} Ou). (423,7) 
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Dans la.représentation en coordonnées, la fonction correspondante 
6® (r) s'exprime par ) 


6D(r)= re (Inn+—+) AD(r)—i-Z yVO(r). (123,8) 


4m 


Le déplacement du niveau ôE() s'obtient en prenant la moyenne 
de e6® (r) sur la fonction d'onde de l’état non perturbé de l'électron, 
dans l’atome, c’est-à-dire qu'il s'obtient comme un élément de ma- 
trice diagonal correspondant ©?) 


eœ 
4nm 


(s | YVOP ] s). 
(123,9} 


11 1 : 
GES = er (int) {s | AD | s) — i 


En prenant la moyenne, il suffit d utiliser dans le premier terme 
la fonction non relativiste de l'électron. Dans le deuxième terme une 
telle approximation n'est pas suffisante : l’approximation d'ordre zé- 
ro par rapport aux fonctions non relativistes s'annule du fait que les 
matrices y ne comportent pas d'éléments diagonaux. C'est pourquoi 


il faut utiliser ici la fonction relativiste approchée = | +) trouvée 


au $ 33, en y gardant les petites composantes de y (dans la représen- 
tation standard). On a 


D yY = p*0Xx — L°0p 
et en y portant 


1 i 
X= 57 OPP= — 37 OV: 
tirée de (33,4), on obtient 
(sIYVD Is) = — — \ {p* (oVD) (oVe) + (Vy*- 0) (0VD) p} dir — 
= \ {p*AD-9— 2io* [VD-Vo]} dx 


1) Soulignons la différence entre cette correction au potentiel et la correction 
examinée au $ 114. Cette dernière ne comprenait que l'effet de polarisation du 
vide (diagramme (121,2,a)) sur le champ coulombien en tant que tel. Quant 
à la correction (123,8), elle se rapporte éjà à l'interaction du champ avec un 
électron et comprend également l'effet de changement du mouvement de l'élec- 
tron (diagramme (121,2, b)). 

2) En toute rigueur, les facteurs de forme définis au 8 117 se rapportaient 
à un opérateur de sommet avec deux extrémités électroniques libres (p* = p'° = 
= m?). Mais pour l’électron dans l'atome, l'énergie Æ, est un niveau qui n'est 
ae lié à p. Cette différence est cependant négligeable dans le domai- 
ne 
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(pour la transformation de l'intégrale on a utilisé l'identité (33,5) 
et effectué l'intégration par parties). Comme ® = ©® (r),on a 


et donc 


— io(VD.V)=<+ oi, 


où 1 — — i (rv] est l'opérateur moment orbital. Enfin, en réunis- 
sant les expressions obtenues et en les portant dans (123,9), on trou- 


ve 
EE (ne) eraDio + (ofort 42e). 
(123,10) 


où la moyenne de chacun des deux termes est maintenant prise sur 
la fonction d'onde non relativiste. 


Partie basses fréquences du déplacement 


Pour calculer la deuxième partie du déplacement des niveaux, 
nous utiliserons un procédé qui est basé en dernier ressort sur la con- 
dition d'unitarité. 

Vu que l'atome dans un état excité peut émettre un photon, cet 
état est quasi stationnaire (et non pas rigoureusement stationnaire). 
A un tel état on peut attribuer une valeur complexe de l'énergie dont 
la partie imaginaire est égale à —w/2, où w est la probabilité de dé- 
sintégration de l’état, c'est-à-dire, en l'occurrence, la probabilité to- 
tale d'émission du photon (voir III, $ 134). Dans l’approximation 
non relativiste, l'émission est dipolaire, de sorte que d’après (45,7) 
on a 

ImêE,=—+w,=—2+ 3 |d41?(E,—E,) 


s° 
{où la sommation s'effectue sur tous les niveaux inférieurs à £,: 
E,, < E,), ou sous la forme équivalente 


Im êE, = — + do. D |d,,[2(E,—E;)ô(E,—Er-0œ). (123,11) 
0 s’ 


Pour déterminer la partie réelle de ôE,, il faut considérer E, 
comme une variable complexe et effectuer le prolongement analyti- 
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que. On peut y parvenir en considérant les fonctions ê comme pro- 
venant des pôles. La règle de contournement des pôles est donnée, 
comme d'ordinaire, en ajoutant la partie imaginaire négative aux 
masses des particules virtuelles, en l'occurrence, aux masses m,- 
de l’électron dans les états intermédiaires de l'atome. Le rôle de 
ces masses est joué par m,. — m + E,., de sorte qu'il faut poser 


E,—+E, —i0, 


d'où résulte la substitution 


1 


1 
CO me 


(123,12) 
(cf. (111,3)). 
En reportant (123,12) dans (123,11), on trouve 


—E,.) 


Im ÔE, = Im dw 2 | des |* E, _ E,—E.,—0+iÙ" 


© T0 9 


2 
Ed 


On obtient maintenant l'expression analytique cherchée en omet- 
tant tout simplement le signe devant Im. Mais il ne faut séparer de 
êE, que la partie qui est liée à la contribution due aux fréquences 
dans le domaine II: w << x. A cet effet, il suffit de remplacer par x 
la limite supérieure d'intégration. En effectuant l'intégration, on 
obtient finalement 


EU Sd |2(E—E,) in (123,13) 


se 
E,.—E,+ 0 


(en vertu de l'inégalité (123,4) on a négligé à la limite supérieure la 
différence £, — E,. devant x). On ne s'intéressera par la suite qu'à 
la partie réelle du niveau; elle s'obtient en remplaçant dans (123,13) 
l'argument du logarithme par x/|E£,. —_E, |. 

Dans l'expression (123,13), transformons le terme contenant 
In x en remplaçant les éléments de matrice du moment dipolaire 
d = er par les éléments de matrice de l'impulsion p = mv et desa 


dérivée p: 


25 Id (EE) = — | pur (°(Ex — E,) = 


ie” 


— "2m > {(PhaPe's + Pss’ (p} }- 
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A 


En remplaçant maintenant p suivant l'équation opératorielle du 


mouvement de l'électron p— — eV®, on obtient 


je 
> | dis [2(Es — EE) = — ; > (VD) ps — pu (VD),,} = 


= (SI pVD—VOps)=- (s1 ADI. (123.14) 


2m° 


Cela permet de récrire (123,13) sous la forme suivante: 
(A 2 
GE = — (s | A | s) In + 


De? L 
— > | Vs [2 (E. — £;,)° MEET . (123.19) 


Déplacement total 


Enfin, en additionnant les deux parties. on obtient pour le de- 
placement du niveau la formule définitive suivante: 


2e3 ; 
GE, — m2 [ra (Es — Es) In EE, + 


es 19 [og 1 dO : 
UE RES OURS) (123,16) 


(comme il fallait s’y attendre, la quantité auxiliaire x a disparu de 
Ja formule) !). 

Tous les éléments de matrice dans (123,16) sont pris par rapport 
aux fonctions d'onde non relativistes de l’électron dans l'atome. 
Pour l’atome d'hydrogène (ou un ion hydrogénoïde) ces fonctions ne 
dépendent que de trois nombres quantiques: du nombre quantique 
principal x, du moment orbital / et de sa projection m (mais non pas 
du moment total j); quant aux niveaux d'énergie correspondants, ils 
ne dépendent que de x. Introduisons la désignation suivante ©): 

3 
Lu=spse À l@l'm'|r|nlm) |? 4 


2m (Ze?) 
n‘'l'm° 


> (En — E,,) In (123,17) 


1) Le calcul des corrections d'ordre suivant à introduire dans le déplace- 
ment du niveau est très compliqué. Le tableau résumé le plus complet et la 
déduction systématique de telles corrections (avec la bibliographie correspon- 
dante) peuvent être trouvés dans les articles: Erickson G. W., Yennie D. R.— 
Ann. of Physics, 1965, v. 35, p. 271, 447. 

2) Les éléments d8& matrice de r sont diagonaux par rapport au nombre }; 
et n'en dépendent pas de j; c'est pourquoi la sommation sur s dans (123,16) 
se réduit à la sommation sur n, !, m. En vertu de l’isotropie de l'espace. la 
somme (123,17) est bien sûr aussi indépendante du nombre quantique m. 
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Les niveaux d'énergie sont proportionnels à (Ze *) ?, tandis que la 
dimension caractéristique de l’atome ne l’est qu'à Ze ?; c'est pour- 
quoi les quantités L,; définies par (123,17) sont indépendantes de 
Z. Ces quantités peuvent être calculées numériquement. 

Considérons maintenant séparément les cas de =0 et 1 0. 
Dans le cas de Z = 0 le dernier terme de (123, 16) disparaît. Dans 
le second terme, utilisons l'équation 


eAD — 4nZe?6 (r) 
que vérifie le potentiel du champ coulombien du noyau. On en tire 
&mS(Ze’ÿ n3, 1l—0, 
0, LÆ0 


{voir (34,3)). Introduisons dans le premier terme la désignation 
(123,17) et utilisons encore une fois l'égalité (123,14) pour trouver 


S jenlm'|r] #00) [2(En— E,) = 


n°l’m° 


(nim | AD | rm) = 4nZe? | 1m (0) |? — 


AO | n00) = 2" PA. . 


Finalement on obtient pour le Fe des termes s l'expression 
suivante : 


4mc?Ztat 1 19 
6Eno = es — | In 77 tot) (123,18) 


{en unités classiques). Les valeurs numériques de certaines quantités 
Lo sont les suivantes: 


Lys= —2,984 —2,812 —2,768 —2,750 —2,721 
Les niveaux d'énergie non perturbés étant E, — — mc*° (Za)*/2n', 


la valeur relative du déplacement radiatif a pour expression 
| ÔEno 
Eno 


1 
= Zn. (123,19) 


Dans le cas de ! = 0, c'est le deuxième terme qui disparaît dans 
(123,16). Pour ce qui est du troisième terme, il se calcule à l’aide des 
formules indiquées au $ 34; ce terme fait également dépendre le 
déplacement des niveaux du nombre j. En définitive, on obtient 


__ 4mcZtas 3 jÜ+1)—1(+1)—53/ 
ÉEnu= es — | Lait à en). 10. (123,20) 


Ainsi, le déplacement radiatif lève la dernière dégénérescence qui 
substitue après la prise en compte de l'interaction spin-orbite, c'est- 
à-dire celle des niveaux caractérisés par les mêmes valeurs de r et 
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j, mais des valeurs différentes de ! = j + !/,. Ainsi, pour la valeur 
numérique L,, =+0,030 les expressions (123,18) à (123,20) donnent 
pour la différence entre les niveaux 2s,,, et 2p,,, de l'atome d’hydro- 
sène la valeur suivante: 


Eso1/: ad Ez:np == 0,41mc'a 
(la fréquence correspondant à cette différence est de 1050 MHz). 


$ 124. Déplacement radiatif des niveaux des atomes mésiques 


A la fin du $ 118 nous avons mis en évidence le rôle important 
que l'effet de polarisation du vide d'électrons joue dans la correction 
radiative (en approximation du deuxième ordre) au moment magné- 
lique du muon. Cet effet est encore plus important dans le cas du 
déplacement radiatif (dès l'approximation du premier ordre) des 
niveaux de l'hydrogène p-mésique (muonium), qui est un système 
hydrogénoïde formé d'un proton et d'un méson pu (4. D. Galanine, 
I. Y. Pomérantchouk. 1952). 

Le calcul du déplacement des niveaux d'un atome ordinaire, fait 
au paragraphe précédent, a tenu compte en particulier de l'effet de 
polarisation du vide d'électrons (boucle électronique du diagramme 
(121. 2.a)). Si. en procédant d'une manière analogue. on tient compte, 
pour l atome mésique. de l'effet de polarisation du vide de muons, 
out le calcul devient entièrement valable pour ce cas aussi, pourvu 
que Ja masse de l'électron m — m, soit remplacée partout par la 
masse du muon m,. Puisque la valeur relative du déplacement des 
niveaux s'est avérée indépendante de la masse de l'électron (voir 
(123, 19)), le même résultat serait aussi obtenu pour le muonium. 

J1 est pourtant facile de voir que l'effet de polarisation du vide 
d'électrons apportera une contribution nettement plus grande au dé- 
placement des niveaux de l'atome mésique. En effet, le remplace- 
ment de la boucle muonique par la boucle électronique dans le dia- 
gramme signifie le remplacement de l'opérateur de polarisation muo- 
nique par l'opérateur électronique. Mais l'opérateur de polarisation 
P (q*) est inversement proportionnel au carré de la masse de la par- 
ticule (pour des valeurs non relativistes de g°). Il est donc clair que 
par suite du remplacement indiqué l'effet sera (m,/m.)* fois plus 
grand. C'est précisément par cette contribution que sera déterminé 
l'ordre de grandeur du déplacement des niveaux. lequel sera égal à 

ÔE mu \2 

jee (se), 
c'est-à-dire que le déplacement des niveaux sera supérieur de quatre 
ordres de grandeur à celui de l'hydrogène ordinaire ‘). L'origine 


1) Pour une raison analogue. la contribution apportée par la polarisation 
du vide de muons au déplacement des niveaux d'un atome d'hydrogène ordi- 
naire sera au contraire négligeable. 
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de cet effet devient plus évidente si l'on se rappelle que la défor- 
mation du potentiel coulombien par la polarisation du vide d'élec- 
trons s'étend à des distances — 1/m, (8 114). Dans l’atome d’hydro- 
gène ordinaire l’électron se trouve à des distances de l'ordre de 1/m.,x 
du noyau, c’est-à-dire hors du domaine principal de déformation du 
champ; dans le muonium, au contraire, le muon se trouve à des dis- 
tances — 1/m,a qui tombent précisément dans ce domaine. 

Toutefois, pour un calcul exact du déplacement des niveaux d'un 
atome mésique on ne peut pas se servir de l'expression approchée 
de l'opérateur de polarisation comme cela a été fait dans la formule 
(123,7) utilisée pour le calcul du déplacement des niveaux d'un ato- 
me ordinaire. Le fait est que les impulsions caractéristiques du muon 
dans l’atome d'hydrogène mésique | p, | æm,. Pour le muon de 
telles impulsions sont non relativistes mais pour l’électron elles sont 
déjà relativistes. 

On doit donc se servir de l'expression relativiste complète (114,5) 
donnant le potentiel efficace du champ du noyau, déformé par la 
polarisation du vide d'électrons. Le déplacement du niveau se déter- 
mine en prenant la moyenne sur la fonction d'onde du muon dans 
l'atome : 


BE — fel À Ibarl28D(r) dr= — let | Ras(r) 8D(r)r?dr, (424,1) 
0 


où R,1est la partie radiale de la fonction d'onde coulombienne (non 
relativiste). Pour un ion hydrogénoïde avec un noyau de charge 
Z |e|, les fonctions R,, (r) ne dépendent de r que dans la combinai- 
son sans dimensions p — Zam,r (distance mesurée en unités coulom- 
biennes). En tenant compte de ce fait et en utilisant 6® (r) donnée 
par (114,5) (avec la charge Z | e | au lieu de e,), mettons l'intégrale 
(424,1) sous la forme suivante: 


Fu — am, ZQn (is), (124,2) 


3 Zamy 


Qnr (2) = [ op Ÿ Ras (o)e- 2 (+) EL a 
0 { 


Ainsi, pour les quelques premiers niveaux du muonium, le cal- 
cul numérique donne les valeurs suivantes du déplacement relatif: 


ÔE10 


et= —6,4.10, dEs ___9 8.406, En _9 0.40. 
0 


| Eso| [Es 
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$ 125. Equation relativiste pour les états liés 


La méthode employée dans les paragraphes précédents pour le 
calcul du déplacement radiatif des niveaux atomiques est inapplica- 
ble pour la résolution du problème de la détermination des corrections 
aux niveaux du positronium qui est un système formé de deux parti- 
cules égales en droits dont aucune ne peut être considérée par rap- 
port à l’autre comme une source de champ extérieur. 

Une méthode systématique de résolution de ce problème est basée 
sur le fait que les niveaux d'énergie des états liés sont des pôles de 
l'amplitude exacte de diffusion mutuelle de deux particules (cette 
amplitude est à considérer comme une fonction de l'énergie totale 
des particules dans le référentiel du centre d'inertie). En effet, dans 
chacun de ses états d'énergie discrets, le positronium peut être 
considéré comme une « particule intermédiaire » de masse bien dé- 
terminée, si bien que la formation de cette particule peut traduire 
Je processus de diffusion de l'électron et du positron; mais à cha- 
que état intermédiaire « à une particule » correspond un pôle de l’am- 
plitude de diffusion (ces impulsions se situent bien entendu dans le 
domaine non physique des quadri-impulsions des particules diffusées). 

Suivant (106,17) l'amplitude de diffusion exacte est construite 
à partir de la partie de sommet « à quatre extrémités » l';, 1 et des 
amplitudes de polarisation w des particules. Ces dernières n'ont évi- 
demment aucun rapport aux singularités du type d'un pôle et il est 
donc plus commode de les ignorer pour parler plutôt des pôles de la 
partie de sommet elle-même, c'est-à-dire de la fonction 


l'ix,1m (p_. — Pes Pn — P.) (125,1) 


où les désignations des quadri-impulsions des extrémités externes 
du diagramme (106,12) correspondent à la diffusion d'un positron 
par un électron. 

Soulignons que l'affirmation concernant l'existence de pôles 
se rapporte précisément à l'amplitude de diffusion exacte ou à la par- 
tie de sommet exacte; quant aux termes de la série de la théorie des 
perturbations, aucun d'eux, pris séparément, n’a de pôle. Cette afir- 
mation résulte déjà visiblement de ce que les diagrammes de Feyn- 
man dans les approximations de tout ordre ne comportent que des 
lignes électroniques (et photoniques), et non pas des lignes de la « par- 
ticule composite » qu'est le positronium pris dans son ensemble. 
11 s'ensuit que le calcul de l'amplitude de diffusion au voisinage de 
ces pôles nécessite que la sommation soit étendue à une suite infi- 
nie de diagrammes. Voyons quels sont les diagrammes constituant 
cette suite. 

A l’approximation du premier ordre en & de la théorie des pertur- 
bations, à la partie de sommet (125,1) correspondent deux diagram- 
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mes du deuxième ordre : 


ou, sous la forme analytique: 
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(125,2) 


Line = — Vi Yam Div (P- — P°) + eYimVriDuv (P-+ P+). (125,3) 


Dans l’approximation suivante (du deuxième ordre en «) il 


existe déjà 10 diagrammes du quatrième ordre: 


q-P£Ÿ Ye--a 


JB 


—P+ 


Q 


P+ 


ro —P+ 
—P+ 


| 
| 
e) 


—P+ P- 
p£ p- D dé p£ p- 
Le Tr Tv —— 
p: 


| S N 
—P+ 


a) b) c) 


(125,4) 


—P+ 


et encore 5 diagrammes qui diffèrent par la permutation p_ «> —p.. 
En comparaison des diagrammes (125,2), tous ces diagrammes possè- 
dent une puissance supplémentaire e? — &. Cependant nous montre- 
rons que dans le diagramme (125,4,a) ce degré de petitesse supplé- 
mentaire est compensé par un petit dénominateur (lorsque les impul- 


sions de l’électron et du positron sont petites). 
42—0596 
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Considérons toutes les quantités dans Île référentiel du « centre 
d'inertie ». Mais, puisque les quadri-impulsions des extrémités ex- 
ternes des diagrammes ne sont pas supposées physiques (c’est-à-dire 
que p° <Æ m°), on a dans ce référentiel €, e- bien que p, — 
— —p_. Ainsi, les quadri-impulsions des extrémités ont pour ex- 
pressions 


p-=(e_, p), p;=(e;, —p), 
p:=(e, p) p,=(e, —p'), 


ee, —E =E€ +e.. 


(425,5) 


L'énergie de liaison de l'électron et du positron dans le positronium 
est — ma°. C'est pourquoi, au voisinage des pôles de l'amplitude de 
diffusion qui nous intéresse, on a 
pl Ipl-makm, (125,6) 
le —m|= |e, -m| = À + ma, see 


La contribution du diagramme (125,4,a) à la partie de sommet 
s'exprime par 


Dm — ie | (V6 (9) )u (°C (g— p- — p4) Y°)am X 


’ d® 
X Dao (9 — P2) Duv(p-— 9-5 + (425,7) 


Dans l'intégrale (125,7) le domaine essentiel est celui des valeus 
g" = (%o, 4) voisines des pôles des deux fonctions G à la fois. Dans 
ce domaine |q| et | q, — m | sont faibles et les propagateurs électroni- 
ques ont pour valeurs 


= Yo Ya + m ne Y+1 ECC 
ÉD = Tn)qm-gro 2 [ TT 2m +i0] 
0—1 2 n1-{ 
G(y—-p-—-rH&T [go—e-—e,+m+—i0] | 
(125,8) 


Les pôles de ces deux expressions se situent de part et d'autre de 
l'axe réel dans le plan de la variable complexe q, ; en fermant le che- 
min d'intégration le long de cet axe, par exemple, dans le demi-plan 
supérieur, calculons l'intégrale sur dg, d'apres le résidu au pôle cor- 
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respondant !). Finalement on trouve 
(g—p2}? (p-—g)° (2èm—e_—e,+q*/m) ? 
d'où l’on tire, compte tenu de (125,6), la valeur approchée suivante : 


ma) 1 
r is (ma) ma? m°@ 


La contribution apportée à l par le diagramme du deuxième ordre 
(125,2,a) (premier terme de (125,3) est elle aussi du même ordre de 
grandeur, ce qui justifie l'affirmation faite plus haut sur l’ordre de 
petitesse du diagramme (125,4,a). Une situation analogue se pré- 
sente aussi pour toutes les approximations d'ordres suivants de la 
théorie des perturbations. 

Ainsi, le calcul de la partie de sommet, qui nous intéresse, au voisi- 
page de ses pôles exige la sommation d'une suite infinie de diagram- 
mes « anormalement grands » comportant des états intermédiaires 
du type des lignes internes du diagramme (125,4, a). Un trait caracté- 
ristique de ces diagrammes est qu'ils peuvent être coupés entre les 
extrémités p_, —p, et p, —p! en parties qui ne sont reliées l'une 
à l’autre que par deux lignes électroniques ?). Quant à l’ensemble de 
tous les diagrammes qui ne satisfont pas à cette condition, nous 
l’appellerons partie de sommet « compacte » et désignerons par 


Tin. im; puisque les diagrammes anormalement grands ne font pas 
partie de cet ensemble, ces quantités peuvent être calculées dans 
le cadre de la théorie des perturbations ordinaire. C'est ainsi qu'à 


l'approximation du premier ordre la valeur de l' est déterminée par 
les deux diagrammes du deuxième ordre (125,2) et à l’approximation 
du deuxième ordre, par huit diagrammes du quatrième ordre (par 
tous les diagrammes sauf (125,4,a et b)). 

En classifiant les parties de sommet non compactes suivant le 
nombre de « liaisons doubles » qu'elles comportent, on peut repré- 
senter le total sous la forme de la série infinie suivante: 


(125,9) 


1) Quant au diagramme (125,4,c), qui ne diffère du diagramme (125,4,a) 
que par le sens relatif des lignes électroniques, les deux pôles seraient situés 
‘un même côté de l'axe réel, de sorte qu'après les abstractions faites l'inté- 
grale s'annulerait. 
2) Une telle définition renferme tous les diagrammes anormalement grands 
et en plus de ces derniers, aussi certains diagrammes « normaux », par exemple 
le diagramme (125,4, b). 


42* 
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où toutes les lignes internes en gros traits continus sont des propaga- 
teurs exacts & (la série de cette forme est souvent appelée série en 
escalier). Pour pouvoir sommer cette série. « multiplions » -la à gau- 


che encore par un C''): 


En comparant maintenant cette série avec la série initiale (125,9), 


on voit que 
q p p° p- p° p- 
- XX - (25,10 
q—ps-p= ;. 


p: : 
P+ —P+ 7” —D+ —P+ 


—P4 


Cette égalité graphique est équivalente à l'équation intégrale sui- 
vante 


Éigerm (PL — P+45 Pur —P)=iipimPis — P+t Pn —P,)+ 


À \ Tirem(Pis 9 Ps PL ge — P,) Bar (9) Snr(9— Pi — PI 


’  d* - 
X Linun (g, — P+s P- J—P,— P_) DT . (125,11) 


Les fonctions let & se calculent d'après la théorie des perturbations, 
après quoi l'équation (125,11) permet en principe de calculer F avec 
toute la précision désirée. 

En ce qui concerne les niveaux d énergie. il suffit, pour les déter- 
miner, de connaître seulement la position des pôles de la fonction F. 


Au voisinage des pôles T > FT. si bien que le premier terme au second 
membre de (125,11) (deuxième diagramme sur la droite de (125,10)) 
peut être négligé et l'équation devient homogène par rapport à T. 
Dans cette équation, les variables p,, p-. de même que les indices 
k, | deviennent des paramètres dont la dépendance reste arbitraire 
(non déterminée par l'équation elle-même). En omettant ces para- 


1) C'est-à-dire multiplions tous les termes de la série par un F et deux $ et 
effectuons l'intégration correspondante sur les quadri-impulsions des nouvelles 
liaisons internes. 
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mètres (et avec eux les primes. affectant les variables restantes 
P+: p-, on obtient l'équation 


3 ee (p-; er P+) = ( PP g—pP+—P-; gg — P+) Ge (q) X 


X Snr(g— P+—P-)Ten(gi 9— P+ — P) er (125,12) 


(EE. Salpeter, H.A. Bethe, 1951). 

L'équation (125, 12) écrite dans le référentiel du centre d'inertie 
(p+ + p- = 0) n’a de solutions que pour des valeurs déterminées 
de e+ + e_, qui donnent précisément les niveaux d'énergie du posi- 
tronium. La fonction l';, ne joue dans ce cas qu'un rôle auxiliaire. 
J1 est commode d'introduire à sa place une autre fonction définie par 


Xer (Pss P2) = Sat (P3) l'en (Ps5 P2) nr (P2)- (125,13) 
L'équation (125,12) prend alors la forme suivante: 


i[S"1(p_)X(p-, — p+) S1(— pi)lim = 


— \Tss (Du, Q— P+—P-3 Q — P+) Xar(Qr 9 — P4+ — Pr me 
(125,14) 


où la fonction l intervient comme noyau de l'opérateur intégral. 


Comme il a déjà été dit, la fonction T peut se calculer d'après la 
théorie des perturbations; il en est de même de la fonction &-!. 
Montrons qu'à l'approximation du premier ordre (en «) de la 
théorie des perturbations l’équation (125,14) se réduit, comme il fal- 
Jlait s’y attendre, à l'équation de Schrôdinger non relativiste pour 
le positronium. 
Dans l'approximation du premier ordre non relativiste, la fonc- 


tion [ est déterminée par un seul diagramme (125,2, a) (le diagram- 
me du type d’annihilation (125,2, b) s'annule en cette approxi- 
mation) ‘). Comme cela a été fait dans le cas analogue au $ 83, il 
est commode de prendre le propagateur photonique en jauge de Cou- 
Jomb (76,12), (76,13) et il suffit de n'y garder que la composante 
D,0. Alors 


D'i.sm (Ps 9 — P4+ — P_3 9 —P4)= — Yi YrmD00 (9 — P-) = 


= —UÙ (q— p_) YisYrms 
où 


Fa 


1) . d) Rappelons u e les vitesses des particules dans le positronium v/ec — a. 
En ce sens les développements suivant & et 1/c sont mutuellement liés. 


âne? 
q 2 
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est la composante de Fourier de l'énergie potentielle de l'interaction 
coulombienne entre le positron et l’électron. L'équation (125,14) 
prend la forme 


Ef im (P-- — P+) = 
= [Gp v | u (q— -)x(g. g— psp) Sr Re VONT p) |, 
(125,15) 


ot les propagateurs exacts % sont aussi remplacés par les propaga- 
teurs G de particules libres. Ces derniers sont donnés par les expres- 
sions approchées (cf. (125.8)) 


1-+ yo Î 
G(P)Æ _. g(p-), G(—p+)& 
où les facteurs matriciels sont séparés et g(p) est une fonction sca- 
Jaire définie par 
2 7 -! D 
gtp)=[e-m- 2 +0 |". (125,16) 


En portant ces expressions dans (125,15). on constate que tous les 
éléments de matrice non nuls 


ER SE Le R), 


coïncident avec les éléments — #;,. Cela veut dire que l'équation 
matricielle (125,15) est équivalente à l'équation pour la fonction 
scalaire 


EP — p4)= — 8(P-) £(P+) \ U(a—p-}(g,q— Pa) Dr 
(125,17) 


* Introduisons maintenant au lieu de p+, p- les variables 
= (€, p}=À un 5 P=p_-+p+ 


(quadri-impulsions du mouvement relatif des particules et du posi- 
tronium tout entier). Dans le référentiel du centre d'inertie 


= (E + 2m, 0), 


où l'énergie totale est désignée par E + 2m, c’est-à-dire que E 
est un niveau d'énergie compté à partir de la masse au repos. En 
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l'exprimant au moyen de ces variables, récrivons l'expression 
(125,17) sous la forme 


ix(p;, P)— 
= —e(p+5)e(-r++)\Ua-p)x(9- +, P) SE = 
=—8(p++)e(-r++)\0a-rx0, PE 


P ne figure plus dans cette équation que comme un paramètre et la 
fonction + n'intervient au second membre de l'égalité que sous la 
forme de l'intégrale 


v(a)= | x(, P)d@ 


En intégrant les deux membres de l'égalité sur de, on en tire l'équa- 
tion fermée pour : 


Ÿ (p) — 


= |e(r+s)e(-r+5)ælva-nrao sr, 


g (+ p+r)=[+e+s-E+iol. 


En fermant le chemin d'intégration sur de, par exemple dans le de- 
mi-plan supérieur des e complexes, on calcule l'intégrale d'après 
Je résidu au pôle correspondant et on obtient finalement 


(É-E)vo+(vp-Dr@ES—0 (125,18 


Ce n'est rien d'autre que l'équation de Schrôdinger pour le positro- 
nium dans la représentation en impulsions (voir III (130,4). 


Si on se limitait pour | aux diagrammes (125,2) mais en y tenant 
compte (ainsi que dans #) des termes suivants du développement en 
1/c, on obtiendrait l'équation de Breit ($ 83). La prise en compte des 
diagrammes (125,4) (avec les termes suivants du développement en 
1/c) donne les corrections radiatives aux niveaux du positronium; 
mais les calculs correspondants deviennent très compliqués. 

Indiquons la différence entre les niveaux fondamentaux de l'’ortho- 
et du parapositronium calculée compte tenu de ces corrections ‘): 


EGS)—E(S)= 0 {+ —(S+in2) 5). (125,19) 


1) Karplus R., Klein À. — Phys. Rev., 1952, v. 87, p.88. 
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Le premier terme à l’intérieur des accolades traduit la décomposition 
fine (voir problème 2 du $ 84). Le deuxième terme est la correction 
radiative à la différence de niveaux. Quant à la partie imaginaire 
de la différence, elle est liée à la probabilité d’'annihilation du para- 
positronium (voir (89,4)), c'est-à-dire au caractère complexe du ni- 
veau !S,; pour le parapositronium la largeur du niveau est du même 
ordre de grandeur que la correction radiative à sa partie réelle. 


$ 126. Relation de dispersion double 


Par ordre de complexité le bloc à quatre extrémités vient directe- 
ment après la partie de sommet à trois lignes externes. En électro- 
dynamique quantique trois diagrammes des plus simples de ce type 
sont possibles : 


Le PA Ye 
je ÈS Ph TT 
a) b) c) 


Le premier d'entre eux (diagramme a) décrit la diffusion d’un pho- 
ton par un photon. Les deux autres représentent les termes de correc- 
tions radiatives à la diffusion d’un photon par un électron (dia- 
gramme b) et à la diffusion d’un électron par un électron (diagramme c). 

Ce paragraphe est consacré à l’étude de certaines propriétés gé- 
nérales des diagrammes de ce type. Mais pour rendre notre exposé 
plus simple et plus concret, nous raisonnerons sur un diagramme dé- 
terminé, à savoir sur (126, 1, a). 

Les impulsions des lignes d’un tel diagramme seront désignées 
de la façon suivante: 


Ka=kitko —ks ko 
/ 
\ q V4 
q—ks q-k2 (126,2) 
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Les quadri-impulsions k,, k,, ks, k, correspondent aux photons réels, 
de sorte que leurs carrés sont nuls. 

Si l’on néglige la dépendance vis-à-vis des polarisations des 
photons, l’amplitude M}, correspondant au diagramme (126,2) peut 
être exprimée au moyen de quelques fonctions scalaires des quadri- 
impulsions des photons. Ce sont les amplitudes invariantes dont il 
s'agissait au $ 70; leur détermination concrète pour la difiusion d’un 
photon par un photon sera effectuée au paragraphe suivant. Etant 
scalaires, elles ne dépendent que des variables également scalaires, 
pour lesquelles on peut prendre deux quantités quelconques parmi 
les suivantes: 


s—(k+k),t = (k—k), u = (k— k),s + t + u = 0,(126,3) 


ce sont s et { que nous prenons dans ce qui suit, pour variables indé- 
pendantes. 

Chacune des amplitudes invariantes (que nous désignerons par la 
même lettre M) peut être représentée par une intégrale de la forme 


M = \ er  _ _— 
[g%—m?] [(g — k4)®— m2] [(g — ka — ka)? —m°] [(g — k2)? — mi] ? 


(126,4) 


m?—> in? — i0, 


où B est une certaine fonction de toutes les quadri-impulsions: 
les facteurs au dénominateur proviennent des propagateurs de qua- 
tre électrons virtuels. 

Lorsque les valeurs de s et { sont suffisamment petites, les ampli- 
tudes M sont réelles (plus exactement, elles peuvent être rendues ré- 
elles par un choix convenable du facteur de phase). En effet, la 
petitesse de s assure l’impossibilité de la création des particules ré- 
elles (d’une paire électron-positron) par les photons dans le canal s, 
et la petitesse de f{ assure la même impossibilité dans le canal t!). 
Autrement dit, aucun des deux canaux ne comporte d'états inter- 
médiaires réels qui pourraient conduire à l'apparition d’une partie 
imaginaire de l'amplitude. 

Augmentons maintenant s pour une valeur fixée (petite) de t. 
Pour s> 4m°. dans l’amplitude M apparaît une partie imaginaire 
liée à la possibilité de la création d’une paire par deux photons dans 


1) Les sens des lignes externes représentées sur le diagramme (126,2) cor- 
respondent au canal s. Dans le canal t ce sont les lignes 1 et 3 qui doivent être 
entrantes, de sorte que les quadri-impulsions des photons initiaux seraient 
k, et —k3. Les domaines physiques pour la diffusion d'un photon par un photon 
en variables s, t, u sont représentés par des secteurs hachurés à la figure 8. C'est 
ainsi qu’au canal s correspond le domaine où s>0,1<0,u<0. 
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le canal s. On peut donc écrire pour # la relation de dispersion « par 
rapport à la variable s »: 


s'—s—i0 
&m'! 


M (s, = + \ Aus(s.t) qe (126,5) 


où A1, (s, t) désigne la partie imaginaire de M (s, t). 
De même que pour tout diagramme de la forme 


ka q ko 


ka G—k;-k2 k, 


À ,, (s, t) se calcule suivant la règle (115,9) en remplaçant dans l'in- 
tégrale (126,4) les facteurs de pôle correspondants par les fonctions 
à : 


: _ | BG (q°® — m°) 6 [(g — ka — ks)° —m°] : 
2iA,, (s, t) —= (2ri)? \ ak) m2] [Q—k) m1] d‘g, (126,6) 
l'intégration étant étendue à la moitié de l’espace des g où g° > 0. 
Nous pouvons faire l'important pas suivant en remarquant que 
la structure de l'intégrale (126,6) est du même type (en ce qui concer- 
ne ses facteurs de pôle) que celle de l'amplitude de la réaction repré- 
sentée par un diagramme de la forme 


—k 
k. ar ka 


Aussi les propriétés analytiques de À, (s, t) en fonction de t sont-elles 
analogues à celles de cette amplitude. En particulier, la partie ima- 
ginaire ne peut apparaître dans la fonction À,, (s, t) (quand on aug- 
mente {) que lorsque les deux facteurs au dénominateur s’annulent 
simultanément. Cependant cela n'aura pas lieu aussitôt que t attein- 
dra la valeur de 4m°, c’est-à-dire le seuil de création d'une paire dans 
Je canal t. Le fait est que la présence des fonctions 6 dans l’expres- 
sion à intégrer limite le domaine d'intégration dans l’espace des g 
qui peut s'avérer incompatible avec la valeur t — 4m*. L'’étendue du 
domaine d'intégration dépend de la valeur de s (les arguments des 
fonctions 6 contiennent k, et k.). C’est pourquoi la valeur limite fron- 


& 126] RELATION DE DISPERSION DOUBLE 667 


tière { = {. (s) au-delà de laquelle la fonction À, (s,t) devient 
complexe dépend elle aussi de s. 

De même que la fonction M (s, t) s'exprime au moyen de sa partie 
imaginaire À,,(s,{) par la formule (126,5), la fonction À,, (s, t) 
s'exprime à son tour au moyen de À, (s, t) = Im À,,(s,t) par la re- 
lation de dispersion « par rapport à la variable t »: 


Au(s, = + \ PIERRE (126,7) 


En reportant maintenant (126,7) dans (126,5), on obtient une 
relation de dispersion dite double ou représentation de Mandelstam 
de l’amplitude M (s, t): 


.. 1 ee As (s’,t°) , ’ 
A] (s. l=— | | EE PCT er LL ds (126.8) 


(S. Mandelstam, 1958). 

La fonction À, (s, t) est appelée densité spectrale double de la fonc- 
tion M (s, t). On peut l'obtenir à partir de l'intégrale (126,6) en lui 
appliquant encore une fois la règle de remplacement (115,9). En 
désignant pour abréger 


hL=glh=g—-k l=q—khs ll =q—kh—hkx (126,9) 
on obtient 
(2i)? A, (s. t) — 
= (2ni) \ iB6(L?— m°?)Ô(L2— m?) (1 — m°?)6(12— m°)dtg, (126,10) 


où l'intégration est étendue au domaine g° > 0. 

Toutefois on ne perdra pas de vue que la formule (126,10) n’a 
qu'un sens symbolique. Le fait est que le domaine s>0,t>=>0 est 
un domaine non physique. Cela signifie que dans ce domaine, pour 
g réels, les quantités L,, L., . . . sont en général complexes ; or, lors- 
que les valeurs de son argument sont complexes, la fonction à n’est 
pas entièrement définie. Il serait plus exact de parler directement 
du calcul des résidus aux pôles correspondants de l'intégrale initiale 
(126.4). Mais dans notre cas cela n'a pas d'importance. La condi- 
tion d'annulation de quatre dénominateurs de (126,4) ou de quatre ar- 
guments des fonctions ô détermine entièrement les composantes du 
quadrivecteur g. En passant à l'intégration sur [°, l:, , (voir 
plus loin) et en opérant de façon formelle sur l'intégrale (126, 10) 
d’après les règles habituelles, on trouve (au signe près) l'expression 
pour À4.. 
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Pour les calculs ultérieurs, choisissons le référentiel du centre 
d'inertie (dans le canal s). Dans ce référentiel 


k,={(o.k) 4=(o, —k), k;={(w, k'), k,—=(w, —k’), (126,11) 

s= Au?, 1=—(k—k'}= — Auw?sin? +, 

8 (126,12) 

u= —(k+k)?= —4w cos, 

où 6 est l’angle formé entre k et k” (angle de diffusion). L’axe des x 

des coordonnées cartésiennes spatiales sera orienté suivant le vecteur 
k + k’ et l’axe des y suivant k — k” 1). 

Transformons maintenant l'intégrale (126,10) en prenant les car- 

rés L, l .… pour les nouvelles variables d'intégration (au lieu de 

quatre composantes de g). Ïl vient 


0 (1?) 
+ = Zn . 
aq 


Aussi le jacobien de transformation aura-t-il pour expression 
9 (Hi. 13. (3, 14) 


0 (9°, x, Qy° 2) 19 de 


où D est un déterminant formé de 16 composantes des quadrivecteurs 
li, Lo, ls, L. L'intégration dans (126,10) se réduit simplement au 
remplacement des fonctions B et D, figurant dans l'expression à in- 
tégrer, par leurs valeurs pour ?) 


E=l=t=tl= me. (126,13) 
Des conditions l = = m? on tire, comme au 8115, 
P=w, q = œw?— m2. (126,14) 


Les deux autres conditions donnent 


(g—k)—m= —2qk,= — 20° — 2qk" = 0, 
(q—k,)?— m?= —2w?—2qk = 0, 


d’où il résulte que 
qk = qk’— —s/4, 


1) Pour t > 0: (k — k’) ? << 0, c'est-à-dire que le vecteur k — k’° est imagi- 
paire. Cependant cette difficulté peut être facilement vaincue si l'on développe 
toutes les expressions vectorielles pour t{ << 0 et que l'on effectue ensuite le 
prolongement analytique vers t > 0. , 

2) Un tel procédé d'intégration ne tient automatiquement compte que d un 
seul des zéros de chaque argument des fonctions 6. 
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ou encore, en composantes, 


8 
P=u, qx = — 26+n° 7 0, 
24 Vormgi= + [ete | (126,15) 


Ainsi, l'intégrale (126,10) est égale à 
A (8 = D (—iB). (126,16) 


où la sommation s'effectue sur deux valeurs de q données par 
(126,15). \ 

Le déterminant D peut s'écrire à l’aide d'un tenseur unité anti- 
symétrique : 


D = EnvpolH} IRIS SO Euvoog" A; kBKT LS 
= — Envpa (9 — #,)4 (A — À)" (k2 — K,)P k? 


(dans les transformations on a utilisé l'antisymétrie de e,,,8). En 
remarquant que des quatre facteurs seul À, comporte une composante 
temporelle, on trouve 


D = — wq{(k — k’) (k — k”}], 


En développant cette expression pour t << 0 et en la prolongeant 
ensuite vers { > 0. on obtient 


= og VS+É Vi + {st (st—4m2(s+1)1}/2 (126,17) 


Le choix du signe correct de cette expression peut être fait en 
partant des considérations suivantes. Posons, pour simplifier, 
B = 1. On voit alors que dans le domaine physique (s > 0, t 0) 
on à À,, (5, t) < 0. En effet. les deux dénominateurs dans l'expres- 
sion à intégrer de (126,6) sont du même signe (négatif): 


(g—k)—-m= — 20 —2qk < — 20 (0—]q|)<O, 
(g— k,)? — m°= — 20° — 2qk << — 2w (w— | q |) L O0 


{on a utilisé ici le fait qu'en vertu de la présence de deux fonctions 
Ô au numérateur on a (126,14) et donc | q | < w) !). L'expression 
(126.7) montre alors que la fonction À, (s, t) doit être elle aussi ne- 
gative pour s > 0. t < O(sil'ontient compte qu'en vertu de (126,16) 


1) Ce n'est certes pas un effet du hasard. Le fait que 4, est négatif résulte 
en réalité de la condition d'unitarité, ce qui est surtout évident pour t = U 
lorsque 4,, détermine la section efficace totale. 
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cette fonction a un signe constant). Cela signifie que dans (126,17) 
il faut choisir le signe supérieur, de sorte que finalement on a 


2B 
re {st [st — 4m? (s+1)}fA * Get 


Etant donné que d’après son sens la fonction À, (s, t) doit être 
réelle, il existe encore la condition, en plus des valeurs positives de 
set t, que l'expression entre cro- 
chets figurant au dénominateur doit 
elle aussi être positive: 


st — 4m (s+1)>0 
s>0,t1> 0. 


Ces inégalités déterminent le 
domaine à intégrer pour l'intégrale 
de dispersion double (126,8) (ha- 
churé sur la figure 23). Ce domaine 
est délimité par la courbe 


st — 4m (s +t) = 0 


avec les asymptotes s — 4m* et 
t = 4m. 

Les relations de dispersion sous la forme (126,5) et (126,8) ne 
tiennent pas encore compte des conditions de renormalisation, de sor- 
te que si on les appliquait littéralement, les intégrales seraient di- 
vergentes et donc nécessiteraient d’être régularisées. Pour les ampli- 
tudes M (s, t) la condition de renormalisation est 


M (0, 0) = 0. (126,20) 


* (426,19) 


Fig. 23 


En effet, l’amplitude de diffusion d’un photon par un photon doit 
s’annuler lorsque k, = k, = k4s = k, — O (et donc s = t = 0), 
parce que À = O0 signifie un potentiel constant dans le temps et dans 
l’espace auquel ne correspond aucun champ physique (cette condi- 
tion sera encore examinée d’une façon plus détaillée au paragraphe 
suivant). 

Pour que cette condition soit automatiquement prise en compte, 
il faut écrire la relation de dispersion « avec une soustraction » 
(pareillement au passage de (111,8) à (111,13)). On obtient une telle 
relation d'une façon naturelle, en effectuant d’abord une transfor- 
mation identique de la relation (126,8) à l'aide de l’identité 


1 st S t 1 
(s’— 5) (t” —1) _ (s'—s)(t’—t)s"t + (s”—s) s’t” + (t’—1)s'1! Tr. 
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En la portant dans l'expression sous le signe d'intégration de 
(126,8), on obtient 

__ st A, (s’,t°) ds’ dt” s ( f(s’)ds’ g(t”) dt’ 
PIRE EE CS OA ETC 


(s’—s)(t"—t)s't! (s” —s) s’ 
où 
j=+ (2e a, get (4e à, 


S 
c= + || LE as dr. 
CE ). t 

Toutefois ces dernières égalités n'auraient un sens que si toutes 
Jes intégrales étaient convergentes. Dans le cas contraire on doit at- 
tribuer aux fonctions f (s), g(t) et à la constante C des valeurs données 
à l’avance, correspondant à la condition de renormalisation. A sa- 
voir, il faut poser 


C=0, f(s)=4,,(s, 0), g(t)=A4%0(0, t) 


(où À; est la partie imaginaire de M (s,t) qui apparaît lorsque t 
augmente pour une faible valeur donnée de s, de même que 4,, est 
la partie imaginaire qui apparaît lorsque s augmente pour une faible 
valeur donnée de t). La première de ces égalités est évidente: C — 
= M (0,0) = 0. La deuxième (et d'une manière analogue, la troi- 
sième) résulte de la comparaison de l'égalité 


M (s, 0 =+ | LOS 


(s—s)s 
avec la relation de dispersion simple (126,5) écrite « avec une sous- 
traction » correspondant à la condition (126,20): 


M(s, =—+ \ 413619 gs (126,21) 


(s’—s)s° 
Ainsi, la relation de dispersion double « avec une soustraction » 
a pour expression définitive 


__ st A(s’, t”) 7 
M (s, D= (| ds di + 


Ajs(s’, 0 ’ Ait (0, 
+<( 2e ds ++ (At 2 ar. (126,22) 


(s”—s)s’ —1)1° 


Si les valeurs de s et t elles-mêmes sont comprises dans le domaine 
d'intégration, les intégrales (126,21) cet (126,22) doivent, comme 
toujours, s’interpréter comme une limite lorsque 


sS—s+i0, t—+1+i0. (126,23) 
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$ 127. Diffusion d’un photon par un photon 


La diffusion de la lumière par la lumière (dans le vide) est un 
processus spécifique de l’électrodynamique quantique; en électro- 
dynamique classique elle ne se produit pas en raison de la linéarité 
des équations de Maxwell !). 

En électrodynamique quantique, la diffusion d’un photon par 
un photon est décrite comme le résultat de la création d'une paire 
électron-positron virtuelle par deux photons initiaux et de l’annihi- 
lation ultérieure de cette paire en quanta finals. L’amplitude de ce 
processus (à l’approximation du premier ordre non nulle) est repré- 
sentée par six diagrammes « carrés » avec toutes les dispositions 
relatives possibles de leurs quatre extrémités. Ce sont les trois dia- 
grammes suivants | 


k / Le ra LE / 
\“, ag / : \ / 
pr Le (127,1) 
"4 Q—Kki-ko \ 5 \ PA \ 
\ S \ s b 
ks k, ka k, k, k, 
a) b) c) 


ainsi que trois autres diagrammes qui ne diffèrent des diagrammes 
(127,1) que par le sens du parcours de la boucle électronique interne. 
La contribution de ces derniers est égale à celle des diagrammes 
(127,1), si bien que l’amplitude de diffusion totale a pour expres- 
sion 

M;;:=2(MO+MO LME, (127,2) 


où M9), M), M sont les contributions des diagrammes a, b, c. 
Suivant (64,19) la section efficace de diffusion est égale à 
1 do’ 
do= ge | Mu Ve Ge, EN 
où do” est l'élément d’angles solides pour la direction de k” dans le 


référentiel du centre d'inertie. L’'angle de diffusion dans ce référen- 
tiel sera désigné par 6. 


1) Ce processus a été étudié pour la première fois dans le cas limite des pe- 
tites fréquences par H. Euler (1936) et dans le cas ultrarelativiste, par À. Z. Akhie- 
zer (1937). La solution complète de ce problème a été donnée par R. Karplus 
et M. Neumann (1951). 
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Amplitudes invariantes 


En séparant les facteurs de polarisation de quatre photons, met- 
tons M,; sous la forme suivante: 


M,;=ehete;" 0 M; (127,4) 


Je quadritenseur M;,,, (que l’on appelle tenseur de diffusion d’un 
photon par un photon) est fonction des quadri-impulsions de tous 
les photons. Si l’on écrit les arguments des fonctions avec des signes 
correspondant aux mêmes sens des extrémités externes du diagram- 
me, il devient évident que, en raison de la symétrie de l’ensemble 
des diagrammes (127,1), le tenseur 


M yuvo (k;, k, TT ks, k,) 


sera symétrique par rapport à toute permutation de quatre argu- 
ments accompagnée d'une même permutation de ses quatre indices. 
En vertu de l’invariance de jauge, l’amplitude (127,4) doit rester 
inchangée lorsqu'on effectue la substitution e — e + const k. 
Autrement dit, on doit avoir 


BAM jupo = KM ju90 = : + + = 0. (127,5) 


Il en résulte en particulier, comme il est facile de le voir, que le 
développement du tenseur de diffusion en puissances des quadri- 
impulsions k,, X,, . .. doit commencer par des termes contenant les 
produits quadruples de ses composantes. On a donc de toute façon 


Muvo (0, 0, 0, 0) =0. (127,6) 


Pour une séparation concrète des amplitudes invariantes il est 
toutefois rationnel de choisir dès le début une jauge déterminée 
des quadrivecteurs polarisations de e, à savoir une jauge dans laquel- 
le 


eu — (0,e,), et — (0,e.), ... (127,7) 
On a alors 


Mi= Minimeiieene31€ims (127,8) 


Où Mipim est un tenseur tridimensionnel. 

Pour deux polarisations indépendantes nous prendrons, pour cha- 
cun des photons, les polarisations circulaires avec des sens de rota- 
tion opposés, c'est-à-dire deux états d'hélicités À = + 1. Après 
cela, le tenseur Mirim peut être mis sous la forme 


Minm=. à Minnaeteane esel); (127,9) 


les 16 quantités W,,,,,,;, sont des fonctions de s, t, u et jouent le 
rôle des amplitudes invariantes ; toutes ces amplitudes ne sont pour- 
tant pas indépendantes. 
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Les quantités M; ,;,1,1, sont des scalaires tridimensionnels. L'in- 
version spatiale change le signe des hélicités, alors que les variables 
invariantes s, {, u restent inchangées. Aussi l'exigence de l’invarian- 
ce par P conduit aux relations 


Minnshohs (Sr ds U)= M -),-2,-x-2, (5, t, u). (127,10) 


Le renversement du temps permute les photons initiaux et finals 
sans changer leurs hélicités ; les variables s, t, u demeurent toujours 
inchangées. L’exigence de l’invariance par T7 conduit donc à l’éga- 
lité 

Mann (ss LU) = Mina, (s t, u). (127,11) 


Enfin, il existe encore une relation qui résulte de l’invariance de 
l'amplitude M,, par rapport à la permutation de deux photons ini- 
tiaux ou finals. Si l’on effectue les deux permutations (4, + #,, 
ka k) à la fois, les variables s, {, u restent inchangées, alors que la 
permutation dans les indices de polarisation conduit à la relation 


Mina (Ss À U)= Masse (s, t, u). (127,12) 


Jl est aisé de s'assurer qu'en vertu des propriétés de symétrie des 
égalités (127,10) à (127,12) le nombre d'amplitudes invariantes in- 
dépendantes se réduit à cinq; pour ces cinq amplitudes on peut par 
exemple prendre les suivantes: 


Miss Mis, Ms, Mis, Miss 


(les indices + et — désignent, pour simplifier les notations, les 
valeurs des hélicités +1 et —1). 

Si au lieu de M}; l’on introduit dans (127,3) l’une des amplitudes 
My,x,x,x On obtient la section efficace de diffusion avec des pola- 
risations données des photons initiaux et finals. Quant à la section 
efficace sommée sur les polarisations finales et prise en valeur moyen- 
ne sur les polarisations initiales, on l’obtient en effectuant la sub- 
stitution 


n 1 n ñn 
| M; |? — 7 {2 | Mi4++ F+21M,4FP+21M,-1°+ 
+2] Mi (281 Miss-l#} (427,13) 


Les relations de symétrie (127,10) à (127,12) lient entre elles les 
différentes amplitudes invariantes en tant que fonctions des mêmes 
variables. D’autres relations fonctionnelles apparaissent comme une 
conséquence de la symétrie de croisement ($ 78), si l’on tient compte 
du fait que l’amplitude M,; décrit dans tous les canaux une seule et 
méme réaction (diffusion mutuelle de deux photons) et donc doit 
rester inchangée lorsqu'on passe d’un canal à un autre. 
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Le passage du canal s (auquel correspond le sens des flèches sur 
les diagrammes (127,1)) au canal t s'effectue par la permutation des 
quadri-impulsions k, et —k, (c'est-à-dire par le changement de va- 
riables s «+ {) et par la permutation des indices des hélicités À, «+ À. 
D'une manière analogue, le passage du canal s au canal u 
s'effectue par la permutation de X, et —k, (avec s+>u) et le change- 
ment À, +> — À,. Il en résulte les relations 


M,--(s,t,u)=M,,,,(u, t,s), 
M,_,(s,t,u)=M,,;,(t,s,u), (127,14) 
M,iu(s, t u)=M,,,,(s, u, t), 


M,,- et M,,4,- étant complètement symétriques par rapport aux 
variables s, t, u !). Il suffit donc de ne calculer que trois des 16 
amplitudes, par exemple 


Mine Mu, Mi 


Les relations (127,10) à (127,12) et (127,14) se rapportent aux 
amplitudes totales, c'est-à-dire aux sommes des contributions de 
tous les trois diagrammes (127,1). Mais ces contributions elles-mé- 
mes sont liées entre elles par des relations qui deviennent évidentes 
par la comparaison des diagrammes. C’est ainsi par exemple que le 
diagramme b) s’obtient à partir du diagramme a) par les substitutions 
k, + —k,e, + €, si bien que leurs contributions aux amplitudes 
invariantes s’obtiennent l’une de l’autre par le changement des va- 
riables s «+ u et des indices À, <> — À,; d'une façon analogue, la 
contribution du diagramme c) s’obtient de celle du diagramme 
a) par les substitutions t > u, Às > — À,. 


Calcul des amplitudes 


L'intégrale MŸ? correspondant au diagramme (127,1, a) est de 
la forme (126,4) avec 


Bo = __ Tr {(ves) (vg — vk2 + m) (ve, (vg + m) x 
X (ve) (va — V4, + m) (yes) (va — vhs —vks+m)}. (127,15) 


Les intégrales (126,4) divergent logarithmiquement. Conformé- 
ment à la condition (127,6), leur régularisation s'effectue par soustrac- 


1) Ici, on a également tenu compte de la symétrie par rapport à la paire de 
photons finals. Aucune des trois variables s, t, u n'étant indépendante, il suf- 
firait d'écrire seulement deux arguments (les deux premiers par Sn ll si 
nous les gardons tous les trois, c’est seulement pour mieux mettre en évidence la 
symétrie de leurs permutations. 
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tion de la valeur pour k, = k, — ... = 01). Pourtant le calcul 
des intégrales régularisées est extrèmement long et fastidieux. 

La méthode la plus naturelle à suivre pour calculer les amplitu- 
des de diffusion d'un photon par un photon est fondée sur l'utilisa- 
tion de la relation de dispersion double (/. De Tollis. 1964). Cette 
méthode tient compte de la manière la plus complète de la symétrie 
des diagrammes et élimine presque entièrement les difficultés des 
intégrations. 

La fonction A“ (s, t) (et de mème la fonction A) est calculée 
pour chaque combhinaison des hélicités 4,, À., Às, À, d'après (126.6). 
Etant donné la présence de deux fonctions 6 sous le signe d intégra- 
tion, il nous faut connaître la valeur de P{°" seulement pour 


F=g=m, l=(g—k,—-k,)} = m°. (127,16) 


ces égalités peuvent déjà être prises en compte pour le calcul de la 
trace (127,15). Mais pour l'introduction ultérieure dans (126,22) il 
nous faut en fait connaître la valeur de A% seulement pour t = 0. 
(Cette égalité signifie que k = k’ et k, = k,). L'intégrale (126,6) 
prend alors la forme suivante: 


: : at. /3=4mE à  B@do, 
As (s, 0) — op \ Tone (127,17) 
(cf. la déduction de (115,10)). En introduisant l'angle à formé entre 
q et k, on obtient 


(q—k,)—m— —20(1—1]|4q | cos Ë)— 
=-Vs|1 — + Vs— 4m cos |. 


Les intégrales (127,17) s'expriment en réalité au moyen des fonctions 
élémentaires. Quant à la fonction 4°) (s, t), sa définition (126,18) 


1) Notons que la sommation des contributions de tous les diagrammes fait 
disparaître les parties divergentes des intégrales. On peut s en assurer facilement 
en remarquant que la forme asymptotique de l'intégrale (pour g — ) est la 
suivante : 


MS). co | Tr{ _dtg_ 
AU vP Ya (V9) Yu (V9) Yo (Ya) Yv (v9)} TETÉ 


Après la prise de la moyenne sur les directions de gq (cf. (131,10)) la trace se cal- 
cule aisément et donne 

dt 
Mo Ce (Eau vo + £a vEup — 281p£uv) \ TT . 


La sommation sur les diagrammes signifie la symétrisation de cette expres- 
sion par rapport aux indices À, u, v, p à la suite de quoi elle s’annule. Souli- 
gnons touteioisque cette simplification a, en un certain sens, un caractère fortuit 
et ne supprime pas la nécessité de la régularisation, bien que cette dernière se 
réduise dans ce cas à la soustraction d'une valeur finie. 
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montre què son calcul n'exige de procéder à aucune intégration : 
l'expression de B(% doit alors être prise pour les valeurs de g tirées 
de (126,15) satisfaisant non seulement à (127,16) mais aussi aux 
conditions (q — k,)? = m°, (g — k,)* = m°. 

Après le calcul des fonctions 4,,, 4,:, 4, la relation de disper- 
sion (126,22) donne l'amplitude sous forme d’intégrales définies 
simples et doubles. Indiquons ici le résultat définitif pour trois am- 
plitudes invariantes qui suffisent, d'après ce qui précède, pour cal- 
culer aussi toutes les autres amplitudes !): 


nr Mans —1— (24 #2) 8()—(2+ €) Bu) 


[LS Eire + T4 (1-2) 166. 9+ 


4 2 2(t° 2 16 4 4 8 
+2 (1 <)76, u)+ [| <SE _—————— | /(. u), 


s { u 
(127,18) 


er Mans 1 +4 (LS) IT (+ T (D + Tu - 


(cam EU Ce LOL Cu LORS 
1 
8a°? 


Ici B(s), T(s), Z(s, t) désignent les fonctions suivantes: 


B(s)=/1—<#ArshV5 1, s<0, 


8 8 8 


2 
2 
T(s)= (Arsh = ] , s<0, (127,19) 
| 
I(s, )=7 | —# Qi it 50 — sy (1— y + 
a y (1 —y) — st 


+In{i—i0—1y(1—y)}}, 


quant aux expressions pour les domaines 0 << s << 4 et s > 4, elles 
s’obtiennent à partir de (127,19) par prolongement analytique sui- 
vant la règle s —> s + i0, c’est-à-dire par le demi-plan supérieur de 
ces variables. (Pour simplifier l'écriture, dans les formules (127, 18), 
(127,19) exclusivement les lettres s et £ désignent les rapports s/m°, 
t/m°.) 


1) Pour certains détails des transformations des intégrales, les représenta- 
tions différentes des fonctions transcendantes B, T, I et leurs expressions limi- 
tes, voir De Tollis B.— Nuovo Cimento, 1964, v. 32, p. 757 ; 1965, v. 35, p. 1182; 
Costantini V., De Tollis B., Pistoni G.— Nuovo Cimento, 1971, v. 2A, p. 733. 
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Section efficace de diffusion 


Au cas limite des petites fréquences (w< m) correspondent les 
petites valeurs des variables s, ft, u. Les premiers termes du dévelop- 
pement des amplitudes par rapport à ces variables ont pour valeurs 


11e , 


11et 11e4 
Miss A 5m S*, M, Æ 2 


ame dr Mi rs ui, 


à (127,20) 
Miss A —— "15m (s° + t? + u?), M ,,+- DS 0. 


En portant ces expressions dans la formule (127,3), on obtient la 
section efficace de diffusion des photons polarisés. Quant à la sec- 
tion efficace différentielle de diffusion des photons non polarisés, elle 
se calcule conformément à (127,13) et est égale à 


139 3 hi 6 , 
do = re 27 +) (8-+ cos? 6)? do (127,21) 
(en unités classiques). La section efficace totale est égale à !) 


= 


973 ho \6 fiw \56 
10125x A7 À er] =0,03102r? [À ] , ho < me. 


(127,22) 


Dans le cas inverse, ultrarelativiste, la section efficace totale de 
diffusion des photons non polarisés a pour valeur *) 


[a 


o = 4,70 (=). how > me. (127,23) 


Enfin, indiquons la section efficace de diffusion à petits angles 
dans le cas ultrarelativiste : 


do int do, 0 <1. (127,24) 


Certe expression est valable avec la précision logarithmique: le 
terme suivant du développement contient le grand logarithme à la 
puissance inférieure d’une unité. Pour le passage à la limite 8 = 0 
(diffusion en avant) la formule (127,24) n'est pas applicable. Au 
lieu d'elle on a dans ce cas 


do = 


In He do, 8€ (427,25) 


ce? 
E1 A 0 Le m ñ©o 


1 En passant de do à © il faut introduire le facteur !/, qui tient compte de 
l'identité des deux photons finals. 


2) Nous reviendrons sur l’origine de cette dépendance de © vis-à-vis de w 
à la fin du $ 134. 
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Cette expression est facile à obtenir à l'aide des formules générales 
(127,18) en y posant t — 0 et en remarquant que pour s >> 1 la plus 


haute puissance (deuxième) du grand logarithme n'intervient que 
dans la fonction 


S VD 12 5 Lin © 
T(+)ezit eine. 


Avec cette précision les seules amplitudes non nulles sont 


M j4s+ = M __ = M... — — 16et In. 


Cela signifie en particulier que dans ce cas la polarisation du photon 
ne change pas à la suite de la diffusion. 

La courbe de variation de la section efficace totale de diffusion 
en fonction de la fréquence (en échelle logarithmique suivant les deux 
axes) est représentée par la figure 24. La section efficace décroît tant 


Fig. 24, 


du côté des petites fréquences que du côté des grandes fréquences et 
atteint son maximum pour Àw = 1,5mc *. Le fait que la courbe est 
brisée pour #w = mc * reflète le changement de caractère du proces- 
sus par suite de la création possible d’une paire d’électrons réelle. 


Cas des petites fréquences 


Dans le cas des petites fréquences (w<& m) l'amplitude de diffu- 
sion d'un photon par un photon peut être obtenue également par 
un procédé tout à fait différent, en partant des termes correctifs dans 


Ja fonction de Lagrange d’un champ électromagnétique faible (voir 
plus loin, $ 129). 
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La petite correction à l’hamiltonien d'interaction V’ ne diffè- 
re que par le signe de la petite correction au lagrangien. Conformé- 
ment à (129,,/1)on a 

Ve | (Ë*—H7)2+7(ÉH)}dr. (127,26) 
Puisque cet opérateur est du quatrième ordre par rapport au champ, 
il comporte des éléments de matrice pour le passage qui nous inté- 
resse dès l’approximation du premier ordre. 

Pour le calcul de ces éléments de matrice il faut porter dans 
(127,26) 


a CL (127,27) 
A= V'4n D (curexre + céjetseirT) 
kA 


(À étant le numéro de la polarisation), après quoi l'élément de la 
matrice $ se calcule comme 


= —i (f| \ v'a|i- 
— i (0 | Cure ars [ V'dtciaucters 10) (127,28) 


(cf. $$ 72,77). Avec la normalisation de À comme dans (127,27), 
l'amplitude de diffusion M,, se calcule directement d'après S,;: 


Su = à (2n)e 80 (ks+ k— ki — ke) My (127,29) 


(cf. $ 64). La valeur moyenne dans (127,28) est calculée d'après le 
théorème de Wick à l’aide de (77,3) et c'est seulement les opérateurs 


« externes » Cx1, Cia qui doivent être contractés avec les opérateurs 
internes À. 


$ 128. Diffusion cohérente d’un photon dans le champ du noyau 


D'autres effets non linéaires (outre la diffusion d'un photon par 
un photon) décrits par les diagrammes carrés de la forme (127,1) 
sont la désintégration d'un photon en deux photons dans un champ ex- 
térieur (et le processus inverse de « fusion » de deux photons en un 
seul) et la diffusion d'un photon dans un champ extérieur. Au pre- 
mier processus correspondent des diagrammes dans lesquels une des 
quatre extrémités photoniques externes est remplacée par la ligne 
du champ extérieur. Au second processus correspondent des diagram- 
mes comportant deux lignes externes des photons réels et deux 
lignes externes des photons virtuels. 


$ 128] DIFFUSION COHERENTE D'UN PHOTON 681 


C'est dans cette dernière catégorie que se range en particulier la 
diffusion cohérente (élastique) d’un photon dans le champ électrique 
constant d'un noyau immobile. Dans le cas général, les calculs de 
ce processus conduisent à des formules très longues (contenant des 
quadratures multiples) !). Nous nous contenterons d'indiquer ici 
seulement certaines évaluations. 

En vertu des exigences de l’invariance de jauge, l’amplitude de 
diffusion doit, pour «© —+ 0, contenir les produits des composantes 
des quadri-impulsions des photons initial (k) et final (k”) (de même 
que le développement de l’amplitude de diffusion d’un photon par 
un photon commence par les produits quadruples des composantes 
des quadri-impulsions de tous les photons). Autrement dit, l’ampli- 
tude de diffusion d’un photon de petite fréquence est proportionnelle 
à w°. En tenant également compte de ce que cette amplitude con- 
tient un champ extérieur (champ du noyau de charge Ze) en second or- 
dre, on peut conclure que la section efficace de diffusion s'exprime par 


do = Ziair! (<)" do (o € m). (128,1) 


Sa variation en fonction de la fréquence est certes conforme aux 
conclusions générales faites au $ 59. 

Le coefficient figurant dans (128,1) est impossible à calculer à 
l’aide de la fonction de Lagrange du champ électromagnétique uni- 
forme (comme cela était possible pour la diffusion de la lumière par 
la lumière). La cause en est que dans ce processus sont essentielles 
les distances du noyau r — 1/m sur lesquelles le champ du noyau ne 
peut pas être considéré comme homogène. 

Indiquons le résultat du calcul exact: 

) 
2 


do,_ — do_, = 3,81-10".(Zaj)tr: (=) sin“ © do. 


do,,— do__ — 1,004-10"$.(Za)tre (=) cost — do, 


(128.2) 


Ici, les indices + et — désignent (comme au $ 127) les hélicités 
+ 1 et — 1 des photons final et initial ; 6 est l’angle de diffusion dans 
le référentiel de repos du noyau (V. Costantini, B. De Tollis, G. Pi- 
stoni, 1971). 

Pour évaluer la section efficace à hautes fréquences, utilisons le 
théorème optique ($ 71). L’état intermédiaire qui figure au second 
membre de la relation d’unitarité est dans ce cas l’état d’une paire 
électron-positron (auquel correspond la coupure des diagrammes sui- 
vant deux lignes électroniques internes entre les extérmités photo- 


1) Voir Costantini V., De Tollis B., Pistoni G. — Nuovo Cimento, 1971, 
v. 2A, p. 733; De Tollis B., Lusignoli M., Pistoni G.— Nuovo Cimento, 1976, 
v. 32A, p. 227. 
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niques). C'est pourquoi le théorème optique relie l'amplitude de 
diffusion élastique d'un photon à angle nul à la section efficace to- 
tale de formation d’une paire Op,1ire Par un photon dans le champ du 
noyau. Après avoir déterminé l'amplitude f (©, 0) de diffusion à 
l’angle 8 de telle sorte que la section efficace de diffusion soit égale 
a do = |f|*do (cf. (71,5)), on aura 


Im f (w, 0) — + Opaire- 


La section Oparre n'est bien entendu non nulle que pour © > 2m. 
Dans le cas ultrarelativiste, en prenant o,,;5re de (94,6), on obtient 


f" (uw) = Im f (w, 0)= 7 (Za)èr, © [in LT | , VD m. 


42 
(128,3) 


La partie réelle de l'amplitude de diffusion se détermine d'après 
ja partie imaginaire à l'aide de la relation de dispersion. Cette rela- 
tion doit s’écrire ici « avec une seule soustraction », c'est-à-dire 
qu’il faut l'écrire pour la fonction f/t (où t — w*°), car lorsque 
« — 0, l'amplitude f © &* (cf. la relation « avec deux soustrac- 
tions » (111,13)). En séparant la partie réelle de l’intégrale de dis- 
persion (à cet effet il suffit d'interpréter l'intégrale dans le sens de 
Ja valeur principale) et en passant de l'intégration sur t’ = w'? 
à l'intégration sur w”’, on obtient 


© 
| 7 __ 20° f” (w’) dw’ 

Lorsque w ÿ m, ce sont les valeurs w’ — w ÿ m qui sont essentielles 
dans l'intégrale, si bien que pour f’” (w'’) on peut utiliser l'expression 
(128,3) ; la limite inférieure de l'intégrale peut être remplacée dans 
ce cas par zéro. La valeur principale de l'intégrale peut être repré- 
sentée par la demi-somme des intégrales prises le long des chemins 
passant sur les bords supérieur et inférieur de l’axe réel de droite 
dans le plan de la variable complexe w’; ces chemins peuvent ensuite 
ètre tournés dans le plan de w’ pour qu'ils viennent se confondre avec 
les demi-axes imaginaires supérieur et inférieur respectivement. La 
fonction f’ (w) sera représentée sous la forme 

©0 


, DONNE "(ES 4 2 _re à 
fo) — 2 | LOGS = (Zap ut | LE 
0 


$° + w 
æt en définitive, 


Re j(w, 0) = (Za)tre 2. (128,5) 
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On notera qu’à la différence de da partie imaginaire, la partie réel- 
le de l’amplitude ne fait pas intervenir le grand logarithme. 
La somme des carrés des expressions (128,3) et (128,5) donne la 


« 


section efficace _ diffusion à angle nul: 
2 0,1 2 : 
1056 = — _ (Zakr :(+) {in 4e) do (128,6) 


{F. Rokhrlich, R. L. Gluckstern, 1952). 

Le résultat (128,6) obtenu pour la diffusion strictement en avant 
est également applicable pour un certain domaine des petits angles. 
On peut montrer que la condition de son applicabilité est 60 
< (m/w)°. Ce domaine n'apporte cependant qu'une faible contribu- 
tion à la section efficace totale de diffusion. C'est le domaine des 
angles 60 < m/oœ qui apporte la contribution principale à la section 
efficace totale; cela est facile à comprendre en partant de la rela- 
tion d'unitarité générale (diffusion à angle non nul) qui lie entre el- 
les les amplitudes de diffusion d’un photon et de formation d’une 
paire. Dans ce domaine le terme logarithmique est cependant absent, 
de sorte que la section efficace totale a pour valeur 


o æ(Za)tri (2)"67— (Za)iri (128,7) 


{H. A. Bethe, F. Rokhrlich, 1952). Ainsi, dans le cas des grandes va- 


leurs de « la section efficace de diffusion cohérente tend vers une 
limite constante. 


$ 129. Corrections radiatives aux équations 
du champ électromagnétique 


Lors de la quantification du champ électron-positron ($ 25) nous 
avons vu que dans l'expression de l’énergie du vide apparaît une 
constante infinie qu'on peut écrire sous la forme !) 


80 = à ee, (129,1) 


où — ef sont les fréquences te intervenant dans les solu- 
tions des équations de Dirac. De par elle-même cette constante n’a 
pas de sens physique parce que l'énergie du vide est, par définition, 
nulle. D'un autre côté, en présence du champ électromagnétique, 
les niveaux d'énergie ef subiront des variations. Ces variations 
sont finies et ont un sens physique bien déterminé. Elles décrivent 
la dépendance des propriétés de l’espace envers le champ et modi- 
fient les équations du champ électromagnétique dans le vide. 

Le changement des équations du champ s'exprime par un change- 
ment de sa fonction de Lagrange. La densité ZL de la fonction de 


1) Nous écrivons ici la lettre $ au lieu de Æ pour éviter toute confusion 
avec l'intensité de champ électrique. 
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Lagrange est un invariant relativiste et ne peut donc être que fonc- 
tion de E?— H° et EH. L'expression habituelle 


L,=-—(E?—H°) (129,2) 


traduit le premier terme du développement de l'expression générale 
en puissances des invariants. 

Nous allons chercher la fonction de Lagrange dans le cas où les 
champs E et H varient si lentement dans l’espace et dans le temps 
qu'on peut les considérer comme étant uniformes et constants: 
dans ce cas la densité L ne comporte pas de dérivées des champs. Les 
conditions assurant une telle situation seront énoncées à la fin du 
paragraphe actuel. 

Toutefois pour que le problème posé ait un sens, il est encore né- 
cessaire de supposer que le champ électrique soit suffisamment faible. 
Le fait est qu'un champ électrique uniforme peut créer des paires à 
partir du vide. Considérer le champ en tant que système fermé n’est 
admissible que si la probabilité de formation de paires est suffisam- 
ment faible. A savoir, on doit avoir 

m? m?cs 
Etre (=) (129,3) 
(la variation de l'énergie de la charge e sur la distance f/mc doit être 
petite par rapport à mc°). Nous verrons plus loin (voir aussi le pro- 
blème 2) que dans un tel cas la probabilité de formation de paires est 
exponentiellement petite. 

Si, en plus d’un champ électrique, il existe aussi un champ ma- 
gnétique, on peut, généralement parlant, choisir un référentiel où 
E et H sont parallèles. Le champ magnétique est alors sans influen- 
ce sur le mouvement de la charge dans la direction de E. C'est pré- 
cisément dans ce référentiel (qui sera choisi pour les calculs ulté- 
rieurs) que doit être satisfaite la condition (129,3). 

Commençons le calcul de la fonction de Lagrange par la déter- 
mination de la variation W” de l'énergie du vide. La quantité W” 
s'exprime par la variation de l'énergie de point zéro (129,1) sous 
l'effet du champ. Toutefois, de cette quantité il faut encore retran- 
cher les valeurs moyennes de l'énergie potentielle des électrons se 
trouvant dans des «états » d'énergie négative. Cette soustraction si- 
gnifie tout simplement que par définition la charge totale du vide 
est nulle. 

En présence du champ, l'énergie de point zéro a pour valeur 


=D Diva, (4294) 
po po 


où wf sont les solutions de fréquences négatives de l'équation 
de Dirac dans le champ considéré. Nous supposerons que l'intégra- 
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tion s'effectue par rapport au volume unité et que les fonctions d'onde 
sont normalisées à l'unité dans ce volume; 6, est alors l'énergie par 
unité de volume. D'après ce qui précède il faut soustraire de é& 
la quantité 


U, — > \ Vo” epbho d'r, 
po 
où ç — —Er est le potentiel du champ uniforme. Mais suivant le 


théorème sur la dérivation d'un opérateur par rapport au paramètre 
(voir III (11,16)) 


“ ! _ 0 of 
DHæEZv — EE Ÿ pr ED nu SE 


Ainsi, la re totale de la densité d' PRE du vide a pour ex- 
pression définitive 
_ 980 \ _ 08 
= (&—E dE | (&— ÊE Le 
Relions W” à la variation de densité du lagrangien L' (L = L, + 
— L’). Utilisons à cet effet la formule générale 


W= > q 221, 
°q 


(129,9) 


où g sont les « coordonnées généralisées » du champ (voir II, $ 32). 
Pour le champ électromagnétique le rôle des quantités g est joué par 
les potentiels À et y. Puisque 


E — —À—vy, H = rot A, (129,6) 
des « vitesses » q seule À figure dans L et la dérivation par rapport 


à À est équivalente à la dérivation par rapport à E. C'est pourquoi 
oL' 


W'=E—— E — L'. (129,7) 
Le rapprochement entre (129,5) et (129,7) donne 
L'= —[6, —Æ|e-n-0l. (129,8) 


Ainsi, le calcul de L’ se ramène au calcul de la somme (129,1). 
Considérons d'abord le cas où seul le champ magnétique est ap- 
pliqué. Les niveaux d'énergie « négative » de |’ on (de charge 
— — |e |) dans le champ uniforme constant À. — Æ ont pour 
expression 


—#=—Vm+le; H(2n—1+0o)+pi . 


Q 
0 19 20 oi (129,9) 
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(voir problème du $ 32). Pour le calcul de la somme, tenons compte 
de ce que le nombre d'états dans l’intervalle dp, est égal à 


lelA  dp; 
27 2x 


(voir III, $ 112); le premier facteur traduit le nombre d'états de 
valeurs différentes de p,, desquels l'énergie ne dépend pas. En 
outre, tous les niveaux, sauf celui de rz — 0, o — —1, sont 
doublement dégénérés; les niveaux qui coïncident sont ceux de n, 
o = +1 et n + 1, o = —1. C’est pourquoi 


LUE | + 


+25 Vm+2le|Hn+ pi} dp,.. (129,10) 


n=1i 


La divergence des intégrales de (129,10) est éliminée lors du cal- 
cul de Z’ (129,8) par la soustraction de la somme pour À = 0. 
Pour pouvoir effectuer cette « renormalisation », il est commode de 
calculer d’abord l'expression convergente 


2€ 
Dae— — 
D lelH C 2 2\ — 3/2 . 2 
= 57 | {(m2+ pt) +22 (m2+2|e| Hn+ 
0 


=1 


+ p}) 7°) dp, — = LT # HUE (+ rte > Tr) 


La sommation à l’intérieur des accolades peut être ramenée à la 
sommation d'une progression géométrique de la façon suivante: 


D= — Lé LE [ e-mn Ry e-2lelHnn —1]an= 
0 


n=0 


e-m2n Gr 1] dn = 


\ e-mn coth(lel Hn) dn. (129,11) 
0 


lel# 
8n 
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Pour déterminer L’, il faut maintenant intégrer deux fois ® sur 
m° et en retrancher ensuite la valeur de la quantité obtenue pour 
H = 0. On trouve 


œ _m2n 
L'=— ur | niel Heoth(n|e|Æ)—1}dn+c:+cm?, 
0 
(129,12) 


où c, et c, dépendent de À mais ne dépendent pas de m*. 

Etant donné les considérations de dimensions et de parité par 
rapport à H, il est évident que ZL’, comme fonction de H et m, doit 
avoir la forme suivante: 


L'=m(À). 


C'est pourquoi les termes impairs en m° ne peuvent en général pas fi- 
gurer dans L”, de sorte que c, = 0. Quant au coefficient c,, il se dé- 
termine par la condition que le développement de L’ en puissances 
de H° commence par un terme — H*. En effet, la présence du terme 
= H? dans L” signifierait tout simplement une variation du coef- 
ficient dans le lagrangien initial L, — — H°/8x. Mais ce serait en 
fait une modification de la définition de l'intensité de champ et donc 
de la charge. Aussi l'élimination des termes — H® signifie une renor- 
malisation de la charge. Il est facile de vérifier qu'à cet effet il faut 
poser 


H2e? ( e=" 


Enfin, en effectuant encore un changement de variable mn — n 
dans (129,12), on obtient finalement 


L'(H;,E=-0)=— 


r | {— nb coth bn + 1+— aa Ve-n< n—, (129,13) 


où b—=|e | H/m°. 

Revenons au cas général où à côté du champ magnétique s’exer- 
ce aussi un champ électrique parallèle au champ magnétique et sa- 
tisfaisant à la condition (129,3). 

Dans ce cas, pour calculer L”, il n’est pas besoin de résoudre de 
nouveau le problème de la détermination des niveaux d'énergie 
(e%) de l’électron dans le champ. Il suffit de remarquer que si l’on 
cherche la fonction d’onde — la solution de l'équation du second 
degré (32,7) — sous la forme du produit 


= Yx (2) 2 Xn0 (y) 
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{où %no (y) est la fonction d’onde dans le champ magnétique pour 
E = Oet p,= 0), la masse m et le champ Æ ne figureront dans l’équa- 
tion pour Ÿ£ (z) que dans la combinaison 


m + |e|H(2n +1 + 0). 


Si maintenant on tient compte de ce que la sommation sur p, (dont 
les niveaux d'énergie ne dépendent pas) donne toujours le facteur 
le | H/2x, on peut, en partant des considérations de dimensions, 
écrire la quantité 
; (ôm*)? 
sous la forme 
E m3 |e| H (2n +1 +o) 


_ __ lel# < D EE 
O(X, E) = Tr D 2 m°+|le|H(2n+1+0) 
n=0 0=+1 


» fp(: di rm £ 
= fr (1)+25 — -) ete (129,14) 


(chaque terme de cette somme exprime la quantité —d*el;)/(dm*?}? 
sommée sur tous les nombres quantiques sauf n). Ici F est une fonc- 
tion, pour l'instant inconnue, qui sera déterminée en partant des 
considérations de l'invariance relativiste. 

En effet, ® doit être fonction des scalaires H° — E* et (EH)° = 
= (EH)°: 


®(A,E) = jf (H° — E*, (EH). 
C'est pourquoi 


Mais la fonction ® (i£, 0) s'obtient à partir de (129,11) par la subs- 
titution À —+ iE; en changeant la notation de la variable d'inté- 
gration, on trouve 
\ e-"/a cotg n dn. (129,15) 
0 
En comparant cette expression avec la limite D (H — 0, E), cal- 
culée d’après (129,14), on peut trouver la fonction F. 

Le passage à la limite Æ — O dans (129,14) s'obtient en rempla- 
çant la sommation sur nr par l'intégration sur dn = dr/2b: 


_ fr) = Î LD ay. 


D(E, 0) = 


D (0, E) = = 
(129,16) 
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En égalant les expressions (129,15) et (129,16) et en dérivant cette 
égalité par rapport à 1/a = z, on obtient 


F (2) 


— \ e-Wncotg n dn. 
0 


Après cela la sommation dans (129,14) se ramène de nouveau à 
la sommation d'une progression géométrique, et les calculs ulté- 
rieurs sont analogues à ceux faits plus haut : on exprime ® au moyen 
de m*, E et FH, on intègre deux fois sur m°, on retranche la valeur pour 


Ë — H = 0 et on détermine les constantes d'intégration comme 
lors de la déduction de (129,13). On obtient en définitive le résultat 
suivant !): 


œ -1n 2 
L'— — \ ce {— (na cotg na) (nb coth nb) + 1 — + (a? — b2} an, 


(129,17) 


a= KE lelñhE }. == lelH (= CPE . 


m?c m? 7 mo 
Les paramètres a et b peuvent s'écrire sous la forme invariante 


oo =" {CF +8): — (F7 —is) Re}, 


b=— ACT HIS) CF — 18) 4e}, 


(129,18) 


où .7 et & désignent les invariants 
F=+(H—E), S-EH Z+iÿ—+(H+iE). (129,19) 


Après que la formule (129,17) a été exprimée au moyen des inva- 
riants .# et &, elle devient par là même applicable dans tout réfé- 
rentiel (et non pas seulement dans celui où E || H). 

Notons aussitôt que le caractère de l'écriture de la formule (129,17) 
est quelque peu conventionnel. Cette formule n’est valable qu’à 
condition que le champ électrique soit faible : a 1 (129,3) (dont on 
n’a pas tenu compte sous une forme explicite dans (129,17)). Cela 
se manifeste par ce que l'expression sous le signe d'intégration de 
(129,17) possède des pôles pour n = nx/a (n = 1, 2, ...), de sorte 
qu'en toute rigueur l’intégrale sous la forme écrite ci-dessus n’a 
pas de sens. C’est pourquoi la formule (129,17) ne peut en fait ser- 


1) Ce résultat a été obtenu pour la première fois par W. Heisenberg et 
H. Euler (1935). Dans les calculs exposés on a utilisé également les idées de la 
démonstration proposée par V. Weisskopf (1936). 


46—0596 
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vir que pour obtenir des termes de la série asymptotique (voir plus 
loin) suivant les puissances de a au moyen d’un développement for- 
mel de cotg a. 

Mathématiquement on peut donner un sens à l'intégrale (129,17) 
en contournant les pôles dans le plan des n complexes. Il en résulte 
l'apparition d’une partie imaginaire dans L’ et donc dans la densité 
d'énergie W'. Le caractère complexe de l'énergie signifie comme tou- 
jours la quasi-stationnarité de l’état !). Dans le cas que nous consi- 
dérons la stationnarité est troublée par la création de paires et la 
quantité —2 ImW” traduit la probabilité w de création d’une paire 
par unité de volume et de temps; étant donné que les petits ajouts à 
W et à L ne diffèrent que par le signe, la probabilité w exprimée en 
fonction de Æ et H est tout simplement égale à 


w = 21m L’. (129,20) 


11 est évident qu'elle est proportionnelle à e-%/2 (voir plus loin 
(129,22)). C'est précisément grâce à la petitesse exponentielle de 
Im W' pour a 1 que la série asymptotique en puissances de a 
a un sens quel que soit le nombre fini de termes qu’on y garde. 

Considérons les cas limites de la formule (129,17). Dans les champs 
faibles (a& 1, b& 1), les premiers termes du développement ont 
pour valeur: 


; à (a? —b?}2+ 7 (ab? n  . 
L = (4 +762). (129,21) 


En particulier, pour b—0 la correction relative 


ns 
Lo 457 * 


La partie imaginaire de L’ pour a<& 1 s'obtient à partir de l'in- 
tégrale (129,17) en calculant le demi-résidu au pôle de la cotangente 
le plus voisin de zéro, c’est-à-dire pour na = x — i0. Conformé- 
ment à (129,20) elle donne la probabilité de création d'une paire 
par un faible champ électrique: 


mt 


2-7 
Zrs de Ja 


D = 


ou, en unités classiques, 
= 1 ( eEñ j mc? (= ) exp ( sm?cs (129,22) 


473 \m°c ñ ñ 7 JelnE !l° 


1) Le sens du contournement dans l'intégrale doit être choisi de telle sorte 
que Im W’ < 0. Cette condition est satisfaite par la règle habituelle de rempla- 
cement de la masse m? —> m? — i0 (c'est-à-dire dans le cas considéré a —+ a + 


+ i0). 
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Dans le cas d’un champ magnétique intense (a = 0, b5% 1), 
on part de la formule (129,13) écrite (après le changement bn —+ n) 
sous la forme 


, mb eV r4 ncothn—1 


Pour b > 1, c'est le domaine 1€ n & b qui est essentiel dans cette 
intégrale. Dans ce domaine e-n® & 1, si bien que le second terme 
entre crochets peut être négligé et l'intégrale peut être coupée (avec 
la précision logarithmique) sur les limites n Æ 1 et n = b. Alors, 


; mtb? 
L' = DS In b. (129,23) 
(pour un calcul plus exact on remplace In b par 1n b — 2,29). Dans 
ce cas 

L’ (2 

Le FF 3x In b. 
On en conclut que les corrections radiatives aux équations du champ 
ne pourraient atteindre une valeur relative de l'ordre de l'unité 
que dans des champs exponentiellement grands: 


H= e. esrle. ” (129,24) 


Néanmoins, les corrections calculées ont leur sens physique: 
elles troublent la linéarité des équations de Maxwell et conduisent 
ainsi à des effets observables en principe (par exemple, à la diffu- 
sion de la lumière par la lumière ou par un champ extérieur). 

Les intensités E et H et les potentiels À et œ sont liés par les 
mêmes relations (129,6). Par conséquent, le premier couple des équa- 
tions de Maxwell demeure lui aussi inchangé: 


div H=0, rot E= ———. (129,25) 


Quant au second couple des équations, il s'obtient par variation de 
l’action 


s=\ (L,+ L') dix 
par rapport à À et œ. Ces équations peuvent s’écrire sous la forme 
rot (H— 4nM) = (E+4xP), (129,26) 
div (E+4xP)=0, (129,27) 


sue 
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où on a introduit les désignations : 
M2 (129,28) 


La forme des équations (129,25) à (129,27) coïncide avec celle des 
équations de Maxwell macroscopiques pour le champ dans un milieu 
matériel 1). I] s’ensuit que les quantités P et M ont le sens des vec- 
teurs polarisations électrique rt magnétique du vide. 

Signalons que pour le champ d’une onde plane P et M s'annulent 
parce que les deux invariants E? — H° et EH de ce champ sont nuls. 
Autrement dit, pour une onde plane les corrections non linéaires dans 
le vide sont nulles. 

Voyons enfin quelles sont les conditions d’applicabilité des for- 
mules obtenues. Pour que les champs puissent être considérés com- 
me constants, leurs variations relatives sur des distances ou pendant 
des intervalles de temps — 1/m doivent être petites ; cette condition 
assure la petitesse, par rapport à L, lui-même, des corrections à 
La liées aux dérivées. Si le champ ne dépend que du temps, il en ré- 
sulte la condition naturelle 


o E m. (129,29) 


Dans le cas d’un champ faible il existe pourtant une condition 
plus sévère. Elle résulte de l'exigence que le terme du quatrième 
ordre (129,21) soit grand par rapport à la correction quadratique en 
dérivées à L, ; sinon, ce terme perdrait son sens. C'est ainsi que pour 
un champ électrique dépendant uniquement du temps cela conduit à 
la condition 


GO € M ——— IE x (129,30) 


qui est plus sévère que (129,29). 

La condition (129,30) ne s'impose pourtant pas dans la résolu- 
tion du problème de la diffusion d’un photon par un photon qui a 
été examiné dans la dernière partie du $ 128. Dans ce problème, nous 
ne nous intéressons, dès le début, qu'au processus à quatre pho- 
tons qui est décrit par des termes du quatrième ordre dans la fonc- 
tion de Lagrange, et la question concernant la valeur relative des 
autres termes figurant dans Z” n’a rien à voir avec le problème con- 
sidéré. Pour cette raison il est suffisant d'exiger la réalisation de la 
seule condition (129,29). 


0) (Voir VIII, 8 75). Lors de cette comparaison il ne faudra pas oublier 
qu'en é ectrodynamique macroscopique la valeur moyenne du champ magnéc- 
tique est désignée par B, et non par H comme ici. 
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Problèmes 


1. Déterminer la correction au champ d'une petite charge immobile e; 
liée à la non-linéarité des équations de Maxwell. 
Solution. Pour H = 0 l'expression (129,21) donne 


OL" _ a? 
dE  A90n°mt 
Dans le cas du champ à symétrie centrale on tire de (129,27) 
(E + 4nP) r° = const = e, (2) 


P— EE?. (1) 


(la constante est déterminée à partir de la condition que pour r — % le champ 
coïncide avec le champ coulombien de la charge e,). En résolvant (2) de façon 


approchée, on obtient 
ps 3 22 


(nm 
ou 
= 4 {4 2e 
or (1 225rxmtrt ] ° (3) 


La correction non linéaire en e, dans (3) est à distinguer de la correction non 
linéaire dans (114,6) qui est liée en dernier ressort à l’inhomogénéité du champ 
coulombien. La correction (3) est d'un ordre plus élevé en &, mais elle décroit 
plus lentement avec la distance et croît plus vite lorsque e, augmente. 

2. Evaluer directement la probabilité de création d'une paire dans un 
champ électrique uniforme et constant de faible intensité à l'approximation 
quasi classique avec la précision exponentielle (F. Sauter. 1931). 

Solution. Le mouvement dans un champ faible E (c'est-à-dire de po- 
tentiel lentement variable @ = — Er — — £z) est quasi classique. Etant don- 
né quela fonction d'onde du positron final figure dans l'amplitude de réaction 
sous la forme de la fonction initiale de « fréquence négative », la création d'une 
paire peut être considérée comme le passage de l'électron de l’état de « fréquen- 
ce négative » à l’état de « fréquence positive ». Dans le premier de ces etats, 
l'impulsion quasi classique en présence du champ est déterminée par l'égalité 


e=—Vp?(>)+m? +lel]Ez, (1) 
et dans le second cas, par 
e= +Vp°(z)+m? +lel Ez. (2) 


Le passage du premier état au second est un passage à travers une barrière de 
potentiel (domaine de p (z:) imaginaire) qui sépare les domaines des dépendances 
(1) et (2) avec p (z) réels pour &e donné. Les frontières de cette barrière z; et z, 
se situent pour p (z) = 0, c'est-à-dire que 


e = —-m+lel£Ez, e=+m+lel Ez. 


La probabilité de franchissement d’une barrière quasi classique a pour expression 


21 


we exp (—2 | |p(2)1 ds) =exp (— _ \ VIE &). 


22 0 
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QE) 


we exp (— 


en conformité avec (129,22). 


$ 130. Désintégration d’un photon dans un champ magnétique 


Les corrections non linéaires aux équations du champ électro- 
magnétique provoquent l'apparition d’une série d'effets spécifiques 
de la propagation des photons dans les champs extérieurs. 

Pour donner à ces équations une forme plus habituelle (cf. note 
au bas de la p. 692), dans ce paragraphe nous désignerons les inten- 
sités de champ électrique et magnétique par E et B, en réservant les 
lettres D et H pour la désignation des grandeurs suivantes: 


D—E-+4nP, H=—B—4nM, PS, MS. 


Avec ces notations les équations (129,25) à (129,27) deviennent 


divB=0, rotE— + j 
t 

a (130,1) 

divD=0, rotH—-—— Ds 

Considérons la propagation du photon dans un champ magné- 

tique uniforme et constant B,. En désignant les grandeurs se rappor- 

tant au champ faible de l'onde électromagnétique par des lettres 

avec prime, nous aurons pour ces grandeurs les équations suivantes: 


[kH']= —owD', [kE’]—=oB, 
kB’ --0, kD’ — 0 (130,2) 
avec 
Di=e;£r, Bi=u;:Hs; (130,3) 
les teriseurs de permittivité diélectrique et de perméabilité magné- 
tique du vide sont des fonctions du champ extérieur B,. En suppo- 


sant que ce champ est faible dans le sens de |e | B,/m' << 1, on 
déduit de la fonction de __—. (129,21) : 


er =0n ter Lu B;(— — On +7 be ba), 
Min = in + — B$ (Gin + 2bibx); 
où b — B,/B,. 


Rappelons que la fréquence du photon est supposée petite dans 
le sens de om (condition (129,29). Notons cependant que le 


(130,4) 
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caractère de la structure des tenseurs e;, et 4, n'est pas lié à cette 
supposition, mais est déjà une conséquence de l'invariance de l'élec- 
trodynamique quantique par rapport à l'inversion spatiale et à la 
conjugaison de charge. C'est ainsi que l'invariance par rapport à 
l'inversion spatiale interdit l'apparition dans D’ des termes de la 
forme const-B’ et const-B, (B,B') (l'inversion change le signe de 
E et D mais non de Het B), et l'invariance par rapport à la conjugai- 
son de charge interdit l'apparition dans e;, et u,, des termes de la 
forme ex Bo antisymétriques et impairs en B, (la conjugaison de 
charge change le signe de tous les champs à la fois). 

Etant donné que le problème considéré comporte un plan choisi — 
le plan passant par k et b — il est naturel de prendre pour deux po- 
Jarisations indépendantes du photon les polarisations rectilignes: 
l'une dans ce plan et l'autre perpendiculaire à lui. Nous désigne- 
rons par les indices L et || les polarisations pour lesquelles le vecteur 
B’ est respectivement perpendiculaire au plan k, b ou se situe dans 
ce plan. 

Dans le cas de la polarisation perpendiculaire, outre le vecteur 
B', le vecteur H’ est lui aussi perpendiculaire au plan k, b: 


=(1+ Er Br) H'. 


Quant aux vecteurs E’ et D”, ils appartiennent au plan k, b. Dans 
ce cas on obtient à partir des équations (130,2) la loi de dispersion 
des photons sous la forme k = n,w avec un « indice de réfraction» 
égal à (unités classiques) 


—1+ er Bi sin?0, (130,5) 


où 6 est l'angle formé entre k et B, !). 

Dans le second cas les vecteurs B’ et H” se situent dans le plan 
k, bet les vecteurs E’ et D’ lui sont perpendiculaires. L’indice de 
réfraction est dans ce cas égal à 


2eth x 
Ni, = 1 + smic B, sin 6. (130,6) 


Notons que n,> ny. L'égalité est atteinte pour 6 = 0, lorsque 
n. = ny = 1. 

En tenant compte des corrections radiatives, la manifestation 
Ja plus intéressante de la non-linéarité des équations de Maxwell 
est la désintégration d un photon en deux photons dans un champ 


1) Après avoir exprimé B’ au moyen de H” dans la deuxième des équations 
(130,2), on porte dans la première équation H” donné par la deuxième équation 
et on projette la première équation sur la direction b. Le produit KE’ s'exprime 
en fonction de bE’ à l’aide de l'équation kD” = 0. 
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magnétique extérieur (S. L. Adler, J. N. Bahcall, C. G. Callan, 
M. N. Rosenbluth, 1970). 

Dans un champ uniforme et constant, ce processus se déroule 
avec la conservation de l'énergie et de l'impulsion 1. Pour la dé- 
sintégration d’un photon k en photons k, et k, on a 


w(k)—o(k)+o(k), k+k;=k. (130,7) 


En l'absence de champs extérieurs, pour les photons dans le vide 
© — k, de sorte que les égalités (130,7) ne peuvent être vérifiées 
que pour trois photons se déplaçant dans un même sens. Mais dans 
un tel cas la désintégration est rigoureusement interdite par l’in- 
variance par rapport à la conjugaison de charge: en vertu du théo- 
rème de Furry ($ 79) la somme des diagrammes comportant trois 
extrémités photoniques s’annule. 

La présence du champ extérieur rend possible la désintégration 
du photon (elle est représentée par les diagrammes à trois extrémi- 
tés photoniques et à une ou plusieurs lignes du champ extérieur). 
Mais cette possibilité est liée au caractère de la polarisation des 
photons. Ce lien peut être établi déjà en analysant les lois de con- 
servation (130,7) compte tenu de la variation de la loi de dispersion 
du photon dans le champ magnétique. 

Ecrivons la loi de dispersion sous la forme 


o=k+6(k), (130,8) 


où B (k) est un petit terme (dans un champ faible). Sa présence 
rend en principe possible la vérification des égalités (130,7) pour les 
impulsions k,, k, comprises dans un certain cône étroit au voisinage 
de la direction de k. Etant donné que les directions des trois vecteurs 
k, k,, k, sont toutes voisines l’une de l’autre, on peut admettre que 
dans les petits termes $ (k) toutes ces directions sont confondues 
avec celle de k et considérer que 4, + k, = k. Alors, la loi de con- 
servation de l'énergie s'écrit sous la forme 


B(xk) — 8, (xk,) — Be (x (k— 4) = ki + ]k—k]—k# 
(où x — k/k); comme la loi de dispersion dépend de la polarisation 
du photon, les fonctions f, B,, B, peuvent être différentes. En te- 
nant compte que 


kk 
Ik—k,]| = [C4 noué k,)? + 2kk, (1 — COS Ÿ)]1/2 = k— k, + EITETTE ÔÊ? 
(ô étant un petit angle entre k et k,),on a 
kk,0? 
B (xk) — B, (xk,) — B, (x (k — k;)) — TT > 0. (130,9) 


1) La conservation del” pos est à l'homogénéité spatiale du champ, 
mais elle n’a lieu, bien entendu, que per des processus avec participation de 
particules non chargées. La fonction Lagrange des particules chargées fait 
intervenir non seulement les intensités, mais aussi les potentiels du champ qui 
dépendent des coordonnées dans un champ lui aussi uniforme. 
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Cette inégalité détermine les propriétés de la loi de dispersion né- 
cessaires pour la désintégration du photon. 

Pour des fréquences w << m la loi de dispersion est donnée par les 
formules (130,5) et (130,6), de sorte que B (k) = — k [nr (x) — 1], 
où la fonction n (x) dépend de la direction du vecteur k maisest 
indépendante de sa valeur quantitative. C’est ainsi qu’on doit avoir 


kun, (x) + (k— k;) nr (x) — kn (x) > 0. (130,10) 


Comme nr, > ny,cette condition exclut tout de suite les désintégra- 
tions 


Vi Yu Yi Vi Yr Yi 


où le symbole y désigne un photon et les indices _L_ et || correspondent 
à deux polarisations définies plus haut !). 
Pour les désintégrations 


Vi ViTYi Vo —Vn + Yi 


le premier membre de l'inégalité (130,10) s’annule parce que les fonc- 
tions n, n,, r, Sont identiques. Dans ce cas, pour résoudre la question, 
il faut tenir compte de la dépendance de l'indice de réfraction vis-à- 
vis de k, qui se manifeste lorsque w augmente. L'inégalité exigée 
est la suivante: 


kn(x, k)+(k—k,)n(x, k—k,)—kn(x, k)> 0. 


On peut affirmer, en partant des seules considérations générales, 
que n (x, k) est une fonction croissante de k et donc que cette iné- 
galité ne peut pas être réalisée, de sorte que les désintégrations con- 
sidérées sont elles aussi impossibles (en effet, en remplaçant 
n (k — k.,) et nr (k,) par nr (k), nous augmentons certainement toute 
la somme, tandis qu'après ce remplacement elle ne deviendra que 
nulle). L’affirmation faite ci-dessus se rapporte à tout milieu trans- 
parent et est une conséquence de la formule de Kramers-Cronig (voir 
VIII, $ 84). Dans le cas que nous considérons, le champ extérieur 
représente un « milieu transparent » aux photons de toutes les fré- 
quences © << 2m jusqu'au seuil de création de paires, c'est-à-dire 
jusqu'à l'instant où les photons commencent à être absorbés. 
Ainsi, les seuls processus de désintégration permis sont 


Yi Yi Ya: (130,11) 
Vi VE + Yi. (130,12) 


1) Les calculs numériques montrent que l'inégalité n, > n} est vraie non 


seulement pour w & m (lorsque les expressions (130,5) et (130,6) sont valables) 
mais également pour tous w << 2m (seuil pour la création de paires par le pho- 
ton). 
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Pen # 


Comme il a déjà été dit, les impulsions k, et k, sont dirigées sous 
de petits angles Ô par rapport à l'impulsion du photon initial k. 
Si l'on néglige ces angles, c'est-à-dire si l’on considère que les im- 
pulsions de tous les photons sont parallèles (une telle approximation 
sera dite colinéaire), la désintégration (130,12) sera impossible, 
comme le montrent les raisonnements suivants. 

D'une manière analogue à (127,4), représentons l'amplitude de 
désintégration sous la forme 


M,,=M,seren"e;", 


où e, e,, e, sont les quadrivecteurs polarisations des photons déter- 
minés comme d'ordinaire par leurs quadripotentiels 4. En choisis- 
sant la jauge tridimensionnelle des potentiels e — (0, e), récrivons 
cette expression sous la forme 


M;; —= M n1e:eineor. 


Deux polarisations indépendantes sont déterminées par les vecteurs 
unitaires |) 


e,llkb], e.llk{kb]]. (130,13) 


J1 est facile de voir que dans le développement 
Miu= DZ Manet "eren" 
ÀAÂrs 


{où les indices À, À, À, prennent les valeurs L, ||; cf. (127,9)) les vec- 
teurs e, doivent figurer dans chaque terme un nombre de fois pair 
{0 ou 2). En effet, l'amplitude M,, est invariante par rapport à la 
transformation CP et comme les potentiels À (et donc e) sont in- 
variants par CP, le tenseur M;,,, doit lui aussi être invariant par CP. 
Lors de la transformation CP,e, —ey,e, —— —e, (la conjugaison 
de charge change le signe de b et l’inversion change le signe de k, 
en laissant inchangé le vecteur axial b). C'est pourquoi, si le vecteur 
€. figure une seule fois dans un terme quelconque du développement, 
Je scalaire correspondant M;,:,:, doit être impair par rapport à la 
transformation CP. Mais à partir des deux seuls vecteurs (à l'appro- 
ximation colinéaire) k = k, — k, et b, qui changent tous les deux 
de signe dans la transformation CP, il est impossible de construire 
un scalaire impair par rapport à CP, ce qui prouve l'affirmation 
faite. 

Ainsi, à l’approximation colinéaire, la désintégration (130,12) 
est interdite. Une évaluation plus détaillée montre que le rapport 


1) Les indices |! et L correspondent aux polarisations définies plus haut. 
On ne devra pas oublier que les vecteurs unitaires e déterminent la direction 
et le sens du potentiel vecteur A (et par là même du champ E’) et qu'ils sont 
perpendiculaires à la direction de B. 
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de l'amplitude de ce processus: à l'amplitude de la désintégration 


(130,11), permise à l'approximation colinéaire, a pour valeur 
M 
I 2, 1 


M ;1,1 -vra(s), (130,14) 


mi] mie 403 
Bet (=Tir = 44-108 Ge) 
(les angles 8 sont évalués à partir de (130,9) comme #* — n; —n}). 

Le fait que de toutes les désintégrations seule la désintégration 
Yi Yi + Yi soit possible (à l'approximation principale) signifie 
que dans un faisceau de photons non polarisé se propageant dans le 
champ magnétique il s'établit finalement une polarisation perpendi- 
culaire. 

Passons au calcul de l'amplitude de la désintégration M;;: = 
= M,,,,4 dans lecadre de la théorie des perturbations, c'est-à-dire 
dans l'hypothèse où B,< B.. 

Les premiers diagrammes de Feynman (suivant & et le champ 
extérieur) non nuls sont de la forme 


CT — 


(avec toutes les permutations possibles des extrémités), où trois 
extrémités correspondent aux photons et une, au champ extérieur. 
Mais à l'approximation colinéaire l'amplitude correspondant à ces 
diagrammes s'annule. En effet, en vertu de l’invariance de jauge, 
le champ extérieur ne peut figurer dans l'amplitude de processus 
que sous forme du quadritenseur de ses intensités F,, et les quadri- 
vecteurs polarisations des photons, seulement sous forme de com- 
binaisons antisymétriques 


Î uv = Aply — ke, 


avec les quadrivecteurs d'onde. L'expression définitive pour l’am- 
plitude est construite à partir du tenseur F,, du champ extérieur, 
des tenseurs fiy, fiuv /euv de trois photons et de leurs quadrivec- 
teurs d'onde k,,, k1,, k2,; cette expression doit être linéaire vis-à-vis 
de chacun des tenseurs f,,, et pour les diagrammes (130,15), linéaire 
aussi en F,,. À l'approximation colinéaire, les quadrivecteurs k, 
et k, se réduisent à k:k, — kw/o, k, = ko,/o. Dans ces conditions, 
tout produit scalaire construit avec le procédé indiqué s’apnule 
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identiquement : il est facile de comprendre qu un tel produit con- 
tiendra au moins un facteur nul k* ou ke. 

Ainsi, à l'approximation colinéaire, la première contribution 
non nulle à l'amplitude de désintégration n’est apportée que par les 
diagrammes hexagonaux de la forme 


(130,16) 


contenant trois lignes du champ extérieur ‘). L’amplitude corres- 
pondant à de tels diagrammes est déjà construite avec trois facteurs 
F,,. De tels produits scalaires peuvent être différents de zéro. Mais 
tous les produits non nuls contiennent les vecteurs d'onde des pho- 
tons seulement par l'intermédiaire des tenseurs f,,; on comprend 
facilement que l’adjonction d'autres facteurs k£ fait apparaître les 
facteurs nuls Æ* ou ke dans le produit. Mais les composantes du ten- 
seur f,, coïncident avec les composantes des intensités E’ et B’ 
du champ du photon. Cela signifie que si l'amplitude de désinté- 
gration correspondant aux diagrammes (130,16) est représentée com- 
me élément de matrice d'un certain opérateur, cet opérateur, ex- 
primé au moyen des opérateurs intensités des champs des photons, 
ne dépendra pas de leurs fréquences. I] s'ensuit qu’à son tour le cal- 
cul de l'amplitude de désintégration (correspondant au diagramme 
(130,16) ) à l’aide du lagrangien (129,17) donne un résultat correct 
non limité par la condition © <« m. 

A la fin du $ 127 il a été expliqué comment l’hamiltonien d in- 
teraction s'obtient à partir de la fonction de Lagrange L déterminée 
au $ 129. Maintenant il s’agit d'un processus faisant intervenir trois 
photons et l'opérateur d'interaction correspondant s'obtient à par- 
tir des termes du développement de ZL contenant des produits triples 
des champs des photons E’, B’. On ne doit prendre en considération 
que le terme de la forme 


(B’B,) (E’B,)°, (130,17) 


dans lequel chacun des vecteurs B’ et E’ entre étant multiplié 
scalairement par B,. En effet, en écriture quadridimensionnelle les 
produits E’*, B'?, E"B’ proviennent des scalaires de la forme f,,f"" 

1) En ce qui concerne les corrections liées à la prise en compte de la non- 
colinéarite dans les diagrammes (130,15), elles apporteraient à l’amplitude 


une contribution d'ordre suivant en & par comparaison avec la contribution due 
aux diagrammes (130,16). 
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qui s’annulent identiquement à l'approximation colinéaire. Le fait 
qu'on ait choisi précisément le terme à un facteur B’ et deux fac- 
teurs E” tient à ce qu'on considère un processus à un photon || et 
deux photons L ; pour le premier, c’est le champ B’ qui comporte une 
composante le long de B,, et pour les deux derniers, c'est le champ 
E’ qui a une telle composante. 

La fonction de Lagrange L s'exprime par l'intermédiaire des 
invariants .ÿ — (B° — E)°/2 et & — EB. Le terme du développe- 
ment qui nous intéresse s'obtient à partir du terme c>.,#. Le calcul 
fait à l’aide de (129,17) donne pour ce dernier l'expression suivante: 

1360 Le 
| 630712mt ne 
En posant B = B, + B’, E = E’, en prenant le terme B,B’ dans 
.F et le terme B,E’ dans &,on obtient le terme du développement 
cherché de la forme (130,17). Ainsi, l'opérateur d'interaction à trois 
photons conduisant à la désintégration ÿy —> Y11 + Y:1 est donné 
par l'expression 


Vo Er | (BOË:) (LÉ) (BsB')dîr, (130,18) 


Dé , —— : ue A 
B'—iV 4nfkeyjeitkr-un c,, 
E,= —i V 4noçeje-ikir-wincg 


et d'une façon analogue pour É:: cf. (127,26), (127,27) ?) 
Conformément aux règles exposées au $ 64, l'amplitude M,;; de 
désintégration se calcule suivant la définition 


CR {| ( ya dt| io) = i (2x) 8Q (k—k, — k:) M}, 


el est égale à 


M; = —i (An) ww,w,B; sin° 8 
fi 315n2me 1029 
(où 6 est l'angle formé entre k et B,). La probabilité de désin- 
tégration par unité de temps (voir (64,11)) a pour valeur 


| dk, dk 
du=(2n)"8 (k —k, —k;) 60 — ei —@) Mile 


(le facteur ‘/, supplémentaire tient compte de la diminution du vo- 
Jume de phase par suite de l'identité de deux photons finals). La 
première fonction 6 est éliminée par l'intégration sur &k,. Pour 


. À) Le coefficient dans (130,18) est doublé parce que E; et E; peuvent être 
pris dans chacun des deux facteurs E’ dans L. 
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éliminer la seconde fonction 6, remarquons qu'en négligeant la dis- 
persion on a 
kk: 


et donc i) 
w 1 : 
| ( 6,00 (0 — w, — &,) d cos Ÿ,- 210! dw, = 
0 0 k 
= 2n | @! (& — w,}? du, = us. 


0 


Pour la probabilité totale de désintégration du photon par unité 
de temps on a finalement l’expression suivante (en unités classiques): 


(ses) 
ose ne (He) (_E) (2e) (430,40 


Comme il a déjà été dit, l’applicabilité de cette formule n'exige 
pas la réalisation de la condition w << m. Elle n'est limitée que par 
la condition de petitesse des termes correspondant aux diagrammes du 
huitième ordre. Remarquons, pour l'évaluation, que l’élément de 
matrice du huitième ordre peut contenir par exemple un terme qui 
diffère des termes du sixième ordre par un facteur invariant sans 
dimensions de la forme (eF“vk./m°)?. La condition de petitesse de 
ce terme conduit à une condition bien faible 


w € m(m2/|e] B,). 


$ 131. Calcul des intégrales étendues 
aux domaines quadridimensionnels 


Dans ce paragraphe nous rassemblons quelques règles et formules 
utiles pour le calcul des intégrales qui se rencontrent dans la théorie 
des corrections radiatives. 

Une forme typique de l'intégrale correspondant au diagramme 


de Feynman est 
| _1@) dx (131,1) 


&1@o eee An ? 


1) On sous-entend que si la dispersion était prise en compte, l'argument 
de la fonction 6 s’annulerait réellement pour un certain cos 8, < 1. Ainsi, la 
dispersion du caractère exigé est nécessaire pour que la désintégration soit 
possible, mais la probabilité de désintégration elle-même ne dépend pas de la 
valeur de la petite dispersion. 
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OÙ dj, Go, . - . sont des polynômes du second degré par rapport au 
quadrivecteur k, f (4) est un polynôme de degré n°’ quelconque et 
l'intégration est étendue à tout l'espace quadridimensionnel de 4. 

Une méthode commode (appartenant à Feynman, 1949) permet- 
tant le calcul de telles intégrales est basée sur une transformation 
préalable (paramétrisation) de l'expression à intégrer par l’intro- 
duction des intégrations supplémentaires par rapport aux variables 
auxiliaires E,, Ë. d'après la formule 


1 1 
1 
Gas ... An —=(n — 1)! dé... | ds X 
Ô(Ë1+Es+ ... + En —1) 
ne. (131,2) 


Par suite d'une telle transformation on obtient au dénominateur 
la n-ième puissance d’un seul polynôme du second degré au lieu de 
n polynômes quadratiques différents. 

En éliminant la fonction 6 par l'intégration sur dE, et en intro- 
duisant les nouvelles variables définies par 


Ét—=Znnir = Tn2 —Tnngs ce. En = Zi — Los 


Et+éote.. HEnu = ZT 


on obtient la formule (131,2) sous la forme équivalente suivante: 
1 X1 


: —=(n — 1)! | ax | az, … 


Go ... 
0 Û 

Xn-2 : 
0 nt [@itn-1 + Ga (Zn-2—Zn-1) +... +an (A—2)] (51 r3) 

Pour r7 —2 cette formule devient 

i 
4 dz 

Ge Î [a1z+ as (1 —z)}* pese) 


et peut être vérifiée par un calcul direct. Dans le cas de n quelconque 
elle peut être démontrée par récurrence de r7 — 1 à nr. En effet, en 
effectuant dans (131,3) l'intégration sur dr, ,, on obtient au second 
membre de l'égalité la différence de deux intégrales (7—2)-uples du 
même type. En supposant que la formule est valable pour ces in- 
tégrales, on obtient 


_ [= = ——) 
G1— As L Güs ... On G1ag «An J? 
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ce qui coïncide avec l'expression au premier membre de l'égalité 
(131,3). 

En dérivant (131,3) par rapport à a,, a,, ..., on peut obtenir 
des formules analogues servant à la paramétrisation des intégrales 
dont les dénominateurs contiennent des polynômes quelconques de 
puissances supérieures à l'unité. 

La régularisation des intégrales divergentes s'effectue par la sous- 
traction de ces dernières des intégrales de type analogue. Pour calcu- 
ler une telle différence, il peut s'avérer utile de transformer au préa- 
Jable la différence des. expressions à intégrer (dont chacune a déjà 
été transformée à l'aide de (131,2)) en se servant de la formule 


1 
1 1 n (a —b) dz 
CS | [a—b)2+ 0j : ne) 
0 

Après la transformation suivant (131,3) l'intégration quadridi- 
mensionnelle dans (131,1) se réduit à l'intégrale suivante: 


k) dtk 
TD cf" ? dicès 


où L est un quadrivecteur et &?, un scalaire, qui dépendent, l’un et 
l'autre, des paramètres 21, ..., zh; le scalaire &? sera supposé 
positif. 

Si l'intégrale (131,6) est convergente, on peut y effectuer le chan- 
æement de variables À — ! + k (le déplacement de l'origine des coor- 
données), après quoi elle prend la forme 

( 1 0) dk _ (131,7) 


(k° _ a°)" 


(avec une autre fonction j (k)), de sorte que le dénominateur ne 
contient que le carré Æ*. Quant au numérateur, il suffit de ne consi- 
dérer que les fonctions scalaires f — F (k°). En effet, pour les inté- 
crales avec des numérateurs d’autres types on a 


KBF (k?) dtk 
= 0, (131,8) 
KBRŸF (k?) dtk 1 kF (k°) d‘k 
er er ler El 
RRVKPROF (k°) dk 
CES 


" k?)2 F (&2) dk 
= (envees + guet guogue) | COR (131,10) 


etc., ce qui est évident pour des raisons de symétrie (lorsque l'inté- 
gration s'effectue sur toutes les directions de k). 


4 131] INTEGRALES ÉTENDUES AUX DOMAINES QUADRIDIMENSIONNELS 705 


Dans l'intégrale initiale (131,1) chacun des facteurs @,, a, . .. 
figurant au dénominateur possède (comme fonction de k,) deux zéros 
qui sont contournés lors de l'intégration sur dk, conformément à la 
règle habituelle ($ 75). Après la transformation à la forme (131,7), 
au lieu de 2n pôles simples, l’expression à intégrer ne contient que 
deux pôles d'ordre z qu'on contourne suivant la même règle (chemin 
C de la figure 25). En déplaçant le 
contour d'intégration comme l'in- 
diquent les flèches, on peut l’ame- 
ner à coïncider avec l'axe imagi- 
naire dans le plan 4, (C’ sur la 
figère 25). En d'autres termes, la 
variable X, sera remplacée par 
ko — ik, avec la variable réelle k,. 
En changeant aussi la notation k 
en k’, on aura 


KR —k (KL) = —K2, 
(131,11) Fig. 25 


où k’ est un quadrivecteur dans la métrique euclidienne. Alors d‘k 
se transforme en 


dk idik" = ik'?2d <- dQ, 


où dQ est un élément d'angles solides quadridimensionnels. L'inté- 
gration sur dQ donne 2n° (voir II, $ 111), après quoi 


dk —+ in2k'2d (k"?). (131,12) 
Eu désignant k"?—2. on obtient finalement 
F(k) dik = C F(—2)zdz 
(k—a2)" nn ire | (2+ a?) (131,13) 
0 
En particulier, 
dk (—1}" in? 
| Ta DD (131,14) 


La partie logarithmiquement divergente des intégrales (131,7) 
peut être séparée sous la forme 


dik 
TD TE | (131,15) 


11 est facile de voir que dans une telle intégrale la transformation 
k — k + l'est également admissible. En effet, la différence entre 


45—0596 
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l'intégrale initiale et l'intégrale transformée 


er) 


est une intégrale convergente qui admet donc dans tous les cas la 
substitution #4 —+ À + L. En effectuant cette substitution et le chan- 
gement k —+ — k, on obtient la même quantité changée de signe, 
ce qui signifie précisément sa nullité. 

L'intégrale linéairement divergente doit être de la forme 


kldsk 
\ [G—1}—a?]3 ? Lo) 


mais en réalité une telle intégrale ne diverge que logarithmiquement: 
l'expression à intégrer est asymptotiquement égale à kH/(k°)° (pour 
k — oo) et s’annule quand on prend la moyenne sur les directions. 
Le déplacement de l’origine des coordonnées ne laisse pourtant pas 
inchangée l'intégrale (131,16), mais lui ajoute une constante additive. 
Montrons-le dans le cas d’un déplacement infiniment petit k — k + 
+ ôl, en calculant à cet effet la différence 


kH + 61" 
= ES} de (181,17) 
À des termes du premier ordre en ô! près, cette différence est égale à 


a = | 4k4 (KO!) } dk. 


(k2 = a?) (k2 ds 


Dans le premier terme, la prise de la moyenne sur les directions 
fait changer le numérateur en k26/" (cf. (131,9)), après quoi on trou- 
ve 1) 


A = 261" | RS = 6. (131,18) 


Les expressions définitives des corrections radiatives font sou- 
vent intervenir la fonction transcendante définie par l'intégrale 


ë 
F®= | RES 87 (131,49) 
0 


3) Un calcul plus long conduit au même résultat également pour ! fini. 
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(que l’on appelle parfois fonction de Spence). Indiquons, à titre 
de renseignement, certaines des propriétés de cette fonction: 


FO+F(E)= +, (131,20) 
F(—D+F(—1+9=-+HImEIM(A—E, (131.21) 
FH=S, F(—=- +. (131,22) 


Son développement dans le cas des petites valeurs de E est de la 
forme 


FO=E- + (131,23) 


CHAPITRE XIII 


FORMULES ASYMPTOTIQUES 
DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE QUANTIQUE 


$ 132. Comportement asymptotique du propagateur de photons 
dans le cas des grandes impulsions 


Au $ 113 nous avons calculé le premier (en x) terme du dévelop- 
pement de l'opérateur de polarisation # (4°) et trouvé que pour 
[X? 15 m° il est, avec la précision logarithmique, de la forme 


(= ken LL. (132,1) 


Dans ce même paragraphe il a été indiqué que d'après le sens de la 
déduction de cette formule (comme correction à l’'approximation 
du premier ordre au propagateur 4rxD-! — k?) on suppose satisfaite 
la condition 


A PARLER PP à (132,2) 


an m? 


ce qui limite l’applicabilité de la formule pour les grands | k? |. 
Montrons maintenant qu'en fait l'expression (132,1) reste également 
valable pour une condition nettement moins sévère 


LE PAS (132,3) 


La démonstration est la suivante !). Remarquons tout d'abord 
que bien qu’en principe la contribution à # (k°) puisse provenir, à 
la condition (132,3), des termes de tous les ordres (en &) de la série 
de la théorie des perturbations, on ne doit tenir compte dans cha- 
cun (7-ième) ordre que des termes —a" In" (| k° |/m°) contenant le 
grand logarithme à la même puissance que &; quant aux termes con- 
tenant le logarithme à des puissances inférieures, ils sont certaine- 
ment petits en vertu de l'inégalité a & 1. 

L'étude de la série de la théorie des perturbations pour $ peut 
ensuite être ramenée à celle des séries pour # et T4 à l’aide de l’équa- 
tion de Dyson 


F(E)=i Tr \ Vu (P+k)TU(p+k, p: K) 5 (pb) Dr (132,4) 


1) La position du problème exposée et les résultats obtenus appartiennent 
à L. D. Landau, À. A. Abrikossov et 7. M. Khalatnikov (1954). 
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(voir (107,4)). Comme la fonction # (k?) est invariante de jauge, on 
peut prendre pour son calcul toute jauge des quantités & et T. La 
plus commode à cette fin est la jauge de Landau dans laquelle le 
propagateur de photons libres a la forme (76,11): 


4 kukv - 
Du (H)= 5e (Env — 4) (132.5) 


(DU) = O0 dans (103,17)). 11 se trouve que dans une telle jauge les 
séries de la théorie des perturbations pour & et TH ne contiennent 
pas du tout de termes avec les logarithmes aux puissances nécessai- 
res. C'est pourquoi, au lieu de & et l'# il suffit de porter dans (132.4) 
leurs approximations d'ordre zéro: & =- G, FH = yh. L'expression 
(132.4) se réduit alors à l'intégrale 


P(E)= i LT Tr \ mG(P-Lk) yG (p) LE. (132.6) 


3 (27)* 


C'est l'intégrale de Feynman correspondant au diagramme (113.1) 
a l’approximation du premier ordre (en æ&) qui conduit justement 
(après une renormalisation convenable) à la formule (132,1). 

En passant à la démonstration des affirmations faites ci-dessus, 
voyons d’abord quelle est l'origine du logarithme figurant dans 
l'intégrale (132,6). Il est facile de voir que le terme logarithmique 
provient du domaine d'intégration 


P>lk| pour |k|>m:. (132.7) 


En effet, en développant formellement G en puissances de {1,ÿp. on 
trouve 
1 YP 
G D — = <— 
peer, 
1 1, os — 
sul: ET TUE TIR TER LEE le 


_—_ YP_ (ve) Cvk) (vp) | Cp) Ch) (vp) (v&) (vp) 
ET DES (p°) | 


+ 
VP—Vk 


Lorsqu on introduit ces valeurs dans (132,6). le premier terme, qui 
ne dépend pas de k, disparaît à la suite de la régularisation (confor- 
mément à la condition #/k° —+0, quand k° —+ 0). Le deuxième terme 
s’annule par suite de l’intégration sur les directions de p. Quant à 
la troisième intégrale, elle diverge logarithmiquement par rapport à 
p*; en la prenant dans les limites de p* = |k° | (la limite infe- 
rieure du domaine (132,7)) à un certain « paramètre de coupure » 
auxiliaire A?, on obtient 


A3 
— ke In TT PEN (132,8) 
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Pour la régularisation il faut retrancher de $/X° la valeur de cette 
intégrale pour k? — 0. Mais puisque la précision logarithmique 
suppose la condition | 4° | > m°, lors du calcul avec cette précision 
on assure la régularisation par la soustraction de la valeur pour 
|k° | = m°, de sorte que dans l'argument du logarithme A? est 
remplacé par m° et nous sommes conduits à la formule (132,1). 

Etant donné que les corrections à & et l'# qui nous intéressent 
ont un caractère logarithmique, les & et l'# calculés compte tenu 
de ces corrections différeront des G et y" par des facteurs logarith- 
miques lentement variables. C'est pourquoi le domaine essentiel 
(132,7) dans l'intégrale exacte (132,4) sera essentiel le même domaine 
(132,7) que celui dans l'intégrale approchée (132,6). Néanmoins, 
on ne peut pas poser tout simplement # = 0 dans l# (p + k, p; k): 
la divergence de l'intégrale étant quadratique, sa régularisation 
exige qu'on prenne en considération également les deux termes sui- 
vants du développement de l# (p + k, p; k) en puissances de k. 
Nous nous contenterons ici de discuter seulement les corrections 
à L# (p, p, 0) qui montrent d'une façon suffisamment claire le 
rôle joué par le choix de la jauge et la différence entre les caractères 
des intégrales provenant des diagrammes de différents types. Notons 
également qu'une discussion analogue pour $ n'est pas nécessaire 
vu que les corrections à let & sont liées l’une à l’autre par l'identité 
de Ward (108,8). 

À la correction du premier ordre (en &) à l (p, p; 0) correspond 
le diagramme 


| 
x -0 


et donc l'intégrale ') 


2 dt 
FO —ia \ VAG (Ps) v4G (ps) Y'Ds (P— P1) Gay - (132,9) 


1 Pour éviter tout malentendu qui peut se présenter lors de la eomparaison 
avec les résultats du $ 117, rappelons que dans le $ 117 les deux extrémités élec- 
troniques du diagramme étaient supposées physiques, tandis du'ici on suppose 
que p?> | k?|> m?, c'est-à-dire que les deux lignes sont a priori non physi- 
ques. 


$ 1321 COMPORTEMENT DU PROPOGATEUR DE PHOTONS 711 


Dans la jauge habituelle on a: 


4x 
Das (P— Ps) = En 557» 
et le domaine essentiel dans l'intégrale est celui de pi > p° où 
elle diverge logarithmiquement. En calculant l'intégrale 


Pa Arai (PORT (PO EPL (132,10) 


et en régularisant le logarithme, on obtient 
as © p° 
OS ne 


Quant à la jauge de Landau, on y obtient, au lieu de (132,10), l'in- 
tégrale suivante: 


: ” dt 
Ph & — 4nai \ V2 (vps) ve (vp:1) va — piv"} TAF CRT 


En prenant la moyenne sur les directions de p, et en réduisant les 
matrices y, on trouve que cette intégrale s’annule et donc le terme 
logarithmique de TH) disparaît !). 

En ce qui concerue les corrections du deuxième ordre (en «), 
considérons le diagramme 


| k=0 


l’intégrale qui lui correspond est de la forme 
Ta — a? | 6 (p2) v°G (p) #6 (pa) 6 (p2) Ÿ° X 
d‘pa déps 


X Dp (Pa — Ps) Dao (P— P2) — gs — 


1) Les corrections à G-1, calculées dans les deux jauges à partir de la correc- 
tion à (1) à l’aide de l'identité (108,8), sont bien entendu en accord avec les 
résultats du $ 119. 
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Dans la jauge habituelle des fonctions D, cette intégrale comporte 
un terme contenant le carré du logarithme provenant du domaine 
d'intégration 

PL >p; > p?. (132,11) 


En effet, après avoir négligé p, dans l'argument de la fonction 
D ,»5 Ps — P1) on voit que l'intégration sur d‘p, devient la même 
que celle dans (132,9) et donne In p?; quant à l'intégration suivante 
sur d‘p,, elle a de nouveau un caractère logarithmique et conduit 
au carré In° (p#/m°). Mais si l’on choisit pour les fonctions D la jauge 
de Landau, les termes logarithmiques disparaissent dans les deux 
intégrations. 

La même situation se produit pour tous les autres diagrammes 
faisant partie du diagramme squelette 


(132,12) 


Quant aux diagrammes d'autres types comportant des lignes pho- 
toniques intersectées, par exemple les diagrammes faisant partie 
du diagramme squelette 


(132,13) 


(cf. (106,11)), ils ne contiennent pas du tout de termes logarithmi- 
ques à la puissance nécessaire, quelle que soit la jauge (ils ne per- 
mettent pas de séparer un domaine de valeurs des variables dans 
lequel l'intégrale puisse être ramenée à plusieurs intégrations loga- 
rithmiques successives). 

Ces raisonnements (et des raisonnements analogues pour les 
termes suivants du développement de l en puissances de k) confir- 
ment que dans la jauge de Landau il n'apparaît pas de corrections 
à & et l'avec les logarithmes aux puissances nécessaires, si bien que 
cr (132,1) est effectivement aussi valable à la condition 
(132,3). 
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La fonction Z (k*) correspondant à l'opérateur de polarisation 
(132,1) est de la forme 


” 4 1 
DE ET Per 
1—— Î|n 
3x1 m° 


En vertu de la condition (132,3) il n'est pas besoin de üévelopper 
cette expression en puissance de @. 
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L'applicabilité de la formule (132,14) est pourtant limitée du 
côté des grands | Æ* | par suite de la décroissance de son dénomina- 
teur. En effet, cette formule a été obtenue dans l'hypothèse où le 
diagramme (132,13) (et d'autres comportant un nombre encore plus 
grand de lignes photoniques en gros traits) est négligeable par rap- 
port au diagramme (132,12). Mais l’adjonction de chacune de ces li- 
gnes au diagramme fait intervenir le facteur e*Z contenant le propaga- 
teur exact Z. Alors le rôle du petit paramètre est joué non plus par 
a -e*. mais par la quantité 


—_———— <« 1. (133,1) 


Quand avec l'augmentation de | À* | cette quantité devient de l'ordre 
de grandeur de l'unité, le petit paramètre disparaît en fait de la 
théorie. 

On comprendra mieux la situation qui se produit dans ce cas 
si, en établissant la formule (132,14), on effectue la renormalisation 
non pas « en passant », mais en introduisant au préalable une charge 
d’ «amorçage » de l’électron €. qui est choisie par la suite de façon 
à obtenir la valeur correcte observable de la charge physique e (8 110). 
Si l'intégrale est « coupée», comme elle l'était plus haut, à la li- 
mite supérieure auxiliaire A°, la charge d'amorçage sera sa fonction : 
e. — e. (A°) et on devra passer finalement à la limite À —+ oo. 

Avec une telle approche du problème |” opérateur de polarisation 
aura pour expression 
A? 

P (k2) — — É kIn TAT 


(expression (132,8) avec e. au lieu de e) et par conséquent 


1 
D (k?)— Tr. L (133,2) 


3n "1K] 


714 FORMULES ASYMPTOTIQUES [Ch. XHII 


En déterminant maintenant la charge physique e conformément à la 
condition 


eiD (k?) — Æ e* pour k?— = m°, 


on obtient 


> | 
É = ———E (133,3) 
di: 3x In ME 
ou 
2 es 
Ce FF 2. A2: : (133,4) 
ie 


Si l'on passe dans (133,3) de façon formelle à la limite A° — oo, 
on aura e* —+ O0 quelle que soit la forme de la fonction e? (A). Une 
telle « nullification » de la charge signifie évidemment l’impossibi- 
lité d'une renormalisation rigoureuse. Ce passage à la limite est 
pourtant impossible à effectuer sans violer les suppositions faites pour 
la déduction de la formule (133,3). L'expression (133,4) montre qu’à 
mesure que À augmente (pour une valeur donnée de e?), e? croît ; 
mais même pour ei — 1 les formules cessent d'être valables parce 
qu'elles ont été obtenues dans l'hypothèse où 


«1 (133,5) 


qui est la condition d'applicabilité de la théorie des perturbations 
à l'interaction d'amorçage. La non-vérification de l'inégalité (133,5) 
lorsque À augmente présente une grande importance de principe. 
Elle signifie que l’électrodynamique quantique, en tant que théorie 
à l’interaction faible, est incomplète au point de vue logique. Cela 
signifie en fait que toute la théorie existante est incomplète au 
point de vue logique. En effet, tout son appareil est précisément lié 
à la possibilité de considérer l’interaction électromagnétique comme 
une faible perturbation. Toutes les quantités calculées sont obte- 
nues dans la théorie sous forme de séries de puissances de e? et toutes 
ces séries sont en réalité asymptotiques. Pour pouvoir donner à ces 
séries un sens déterminé pour des valeurs non petites de e?, il fau- 
drait avoir recours à des considérations supplémentaires qui ne 
résultent pas des principes généraux de la théorie existante. 

En même temps, il convient de souligner qu'en électrodynamique 
quantique les difficultés décrites ci-dessus ne peuvent présenter 
qu'une importance purement théorique. Elles naissent à des énergies 
fantastiquement hautes qui n’ont aucun intérêt réel !). On peut s'at- 


Pb ainsi par exemple que l'égalité (œ/x) In (e*/m?) = 1 est atteinte pour 
£ — m. 


& 133] CHARGES D'«AMORÇAGE» ET CHARGES VRAIES 715 


tendre à ce qu'en réalité les interactions électromagnétiques « s em- 
mêlent » incomparablement plus tôt avec les interactions faibles et 
fortes, de sorte que l'électrodynamique pure perd son sens !). 

Montrons, avant de clore ce paragraphe, comment les formules 
(133,3) et (133,4) peuvent être obtenues à l'aide de raisonnements 
simples basés sur le sens de la notion de renormalisation et sur les 
considérations de dimension (M. Gell-Mann. F. Low, 1954). 

Considérons le carré de la charge d'amorçage comme une fonc- 
tion du paramètre de coupure, e? (A°) et introduisons une fonction 
d définissant la relation entre les valeurs de e? pour deux valeurs 
différentes de son argument: e? (A?) — e? (A) d. Pour A‘. A5 > m*, 
la fonction d ne dépend pas de m ; étant une quantité sans dimension, 
elle peut être fonction uniquement des quantités également sans 
dimension e? (A) et Aÿ/A°: 


eë (A) = x (AÏ) d (eë (AË), 5) (133,6) 


On peut passer de cette relation fonctionnelle à une équation 
différentielle. A cet effet, écrivons l'égalité (133,6) pour deux valeurs 
infiniment voisines de Af et A. En désignant A? = Ë et en posant 
A3 = E + dE, on obtient pour la fonction @&. (6) = € (A) l'équa- 
tion différentielle suivante: 


da, = q (a) À. (133,7) 
On a introduit ici la désignation 
dd (me. _ 
Pa) [EE]... (133,8) 


et on a tenu compte de ce que d'après la définition (133.6) 
d (a, 1) =1. En intégrant l'équation (133.7) de £ = A‘ à ë -- 
= A, on obtient 

e (A?) 


A5 da TT 
In LE "TETE (133,9) 


à (AD) 
La valeur de e? est petite dans tout le domaine d intégration. 
Cela permet d'utiliser pour la fonction ç (x) l'expression correspon- 


1) Une situation inverse se produit dans les théories où l'interaction entre 
les particules s'effectue non pas par le champ électromagnétique mais par des 
champs dits de Yang-Mills. Dans de telles théories la relation entre la charge 
renormalisée et la charge d'amorçage est donnée par une formule du type (133.4) 
mais avec un dénominateur de signe inverse, de sorte que pour une valeur don- 
née de e° la charge d'amorçage «? diminue lorsque A augmente. Une telle pro- 
priété de la théorie est appelée liberté asymptotique. I1 va sans dire que la théo- 
rie admettant la liberté asymptotique est radicalement différente de la théorie 
utilisant la nullification de la charge. 
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dant à l'approximation du premier ordre de la théorie des perturba- 
tions. La correction à la charge d'amorçage, e?, est donnée par la 
quantité ek°® (k°). En prenant pour l'opérateur de polarisation 
son expression (132,1) à l’approximation du premier ordre, on trouve 


A2 A2 , 
d (œ, F)=1+<5 In, p(a)=, 


après quoi l'intégration dans (133,9) conduit au résultat suivant : 


1 A3 1 1 a: 
an MR AUD AUD: 0) 
Pour Af—--— m°, la charge d amorçage e, (A) tend vers la charge 
vraie e et alors l' expression (133,10) coïncide avec (133,3), (133,4) !). 


$ 134. Comportement asymptotique des amplitudes 
de diffusion aux hautes énergies 


Examinons le comportement asymptotique (aux hautes énergies) 
des amplitudes et des sections efficaces de processus de diffusion 
a deux particules (1 + 2 —+ 3 + 4). A l'approximation non nulle 
du premier ordre (en &) ce problème peut être résolu en partant des 
formules concrètes établies au cours des chapitres précédents qui 
sont valables pour toutes les énergies. Mais ici nous allons consi- 
dérer cette question d'un point de vue plus général, ce qui nous per- 
mettra de trouver de telles asymptotes par une méthode directe. 

Introduisons, comme au $ 66, les variables invariantes 


S—=(Pi+P2), t=(p;- ps), u=(p; — pi) (134,1) 


(telles que p, + p2 = pa + pi); ces désignations correspondent aux 
réactions dans le canal s que nous allons considérer. Dans le cas 
ultrarelativiste, lorsque l'énergie est très supérieure aux masses des 
particules, les énergies des deux particules dans le référentiel du 
centre d'inertie sont approximativement égales. En désignant par 
e la somme des énergies des particules entrant en collision, on a dans 
ce référentiel p, — (e/2, p,), p: —= (e/2, — p;), pa = (e/2, p:), p, = 
= (8/2, — p3), p? = pi = e°/4 et alors 


s=e, t=—-(1—cos8). u——#(1+cos0), (134,2) 
où 6 est l'angle formé entre p, et p.. 


1) Un développement systématique de la méthode basée sur l'utilisation 
des propriétés fonctionnelles des propagateurs et des parties de sommet (mé- 
thode dite du groupe renormalisé) est décrit dans le livre: Bogolioubov N.N., 
Chirkov D.V. — Introduction à la théorie des champs quantifiés.— Moscou, 
Naouka, 1976, (en russe). 
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Commençons par considérer: l'asymptote de la section efficace 
de réaction pour une certaine valeur fixée de l'angle de diffusion 86. 
Dans ce cas, les trois variables s, £, u sont toutes proportionnelles 
l'une à l'autre et tendent simultanément vers l'infini. Dans le cas 
ultrarelativiste, les masses des particules ne peuvent pas entrer dans 
le résultat définitif et la seule quantité ayant les dimensions d'une 
longueur est 1/e (= hic/e). C'est pourquoi des considérations de di- 
mension il s'ensuit déjà que lorsque l'énergie augmente, la section 
efficace de réactions à deux particules diminue suivant une loi asymp- 
totique 


do/do © 1/s pour s, [t{, | u | —+ oo. (134,3) 


Si la section efficace est rapportée à la différentielle d£ et non pas 
à l'élément d'angle solide do, on obtient (étant donné que do « dt's) 


do/dt co 4/52. (134,4) 


La section efficace s'exprime au moyen de l'amplitude de diffusion 
{dans le cas ultrarelativiste) par do/do © | M,; | */S (voir (64,22), 
(64.23)). C'est pourquoi la loi (134,3) signifie qu'à la limite asympto- 
tique l'amplitude de diffusion ne dépend pas de s: 


M;i — const. (134,5) 


Comme le montre le caractère de la déduction, ces résultats sont 
valables non seulement à l’approximation non nulle du premier ordre 
mais également aux approximations d'ordres supérieurs (c’est-à-dire 
tenant compte des corrections radiatives) de la théorie des perturba- 
tions, pourvu que l'on fasse abstraction des facteurs logarithmiques 
(de la forme In (s/m*)); quant à la dépendance vis-à-vis des loga- 
rithmes sans dimension, elle ne peut certainement pas être établie 
à partir des considérations de dimension !). 

Une situation différente se produit dans le cas où l'on augmente 
s pour une valeur fixée de f, c'est-à-dire pour une valeur fixée du 
carré de l'impulsion transférée. Autrement dit, on considère la dif- 
fusion aux petits angles qui décroissent lorsque l'énergie augmente: 


S— 00. |t|— 6° — const, 6—(1|1t/|/s)/*. 
(134,6) 


Dans un tel cas, les considérations de dimension permettent d'affirmer 
seulement que la puissance totale de 1/s et 1/! dans do/dt est égale 


1) La sommation des séries contenant des corrections logarithmiques peut 
conduire à une dépendance exponentielle envers les logarithmes, ce qui signifie 
une variation de l'exposant de la fonction puissance. Cette variation est pourtant 
petite par suite de la petitesse de *. 
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à deux (alors que dans l'amplitude M,, elle est nulle) 1). C'est pour- 
quoi, pour trouver la partie de la section efficace qui décroît le 
moins vite avec l'augmentation de s, il faut séparer le facteur con- 
tenant 1/t à la puissance la plus élevée. Mais de tels facteurs n’appa- 
raissent que si le diagramme de Feynman peut être divisé en deux 
parties entre les extrémités 7, 3 et 2, 4 par l'intersection des lignes 
des particules virtuelles. La quadri-impulsion totale de ces lignes est 
égale à p, — p4, ce qui fait apparaître précisément un facteur dé- 
pendant de { = (p, — p;)*. Ainsi, on voit que l'asymptote du dia- 
gramme dans le domaine (134,6) dépend du caractère des intersections 
possibles du diagramme dans le canal . 
De façon analogue, l’asymptote dans le domaine 


s—> 00, u|=s(rn—6)}}=const, |n—-68|—(|ul/s)'/: (134,7) 


correspondant à la diffusion aux angles voisins de x, se détermine 
par le caractère des intersections possibles du diagramme dans le 
canal w (c'est-à-dire entre les extrémités 7, 4 et 2, 3). 

L'exemple le plus simple est celui de la diffusion d'un électron 
par un électron qui est décrite par deux diagrammes (73,13) et (73,14). 
Le premier de ces diagrammes admet la division dans le canal £ 
suivant la ligne du photon virtuel; c’est lui qui déterminera le com- 
portement asymptotique de l'amplitude de diffusion dans le do- 
maine (134,6). A la ligne du photon virtuel correspond la fonction 
D proportionnelle à 1/1. Aussi les asymptotes de l’amplitude et de 
la section efficace différentielle de diffusion sont-elles données par 


Myiosit, de dt/t. (134,8) 


En ce qui concerne l’asymptote à la limite (134,7) (au voisinage de 
la direction vers l'arrière), elle se détermine par le diagramme 
« d'échange » (73,14); à cette limite on a 


Myislu, do dulu?. 


Dans le cas de la diffusion mutuelle des particules de natures diffé- 
rentes (un électron et un muon), le diagramme d'échange est inexis- 
tant: aussi la section efficace de diffusion aux angles 0 Æ x dé- 
croît-elle dans ce cas suivant la loi (134,3), (134,4) ?). 

Montrons que ces résultats obtenus pour l’asymptote dans le 
cas de la diffusion d’un électron par un électron restent inchangés 
lorsqu'on tient compte des corrections radiatives. A cet effet, con- 
sidérons les différentes corrections au diagramme (73,13). 


1) Nous raisonnons en supposant constante la valeur de | £| > m°. Les 
résultats ainsi obtenus demeurent valables — dans le sens de la dépendance de 
s (c'est-à-dire de l'énergie) — également pour | t | — mi. 

2?) Toutes ces affirmations sont évidemment en accord avec les résultats 
du $ 81 (voir (81,11) et problème 6. 
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Nous avons déja vu que les diagrammes représentant les cor- 
rections à la fonction D interne (voir (113.11) ou aux parties de 
sommet (voir (117,1)) ne conduisent qu aux corrections logarithmi- 
ques à l'amplitude: ils laissent inchangée la dépendance exponen- 
tielle (134.8). Montrons qu il en est de mème pour un diagramme qui 
admet la coupure suivant deux (au lieu d'une seule) lignes photo- 
niques internes: 


Ps P,+qa P: 


3 y (134.9) 


L'amplitude de diffusion correspondant à ce diagramme diffère 
de l'amplitude correspondant au diagramme (73,13) par le change- 
ment du facteur 1/£ en 


(x (p1 + 9)) ( (p2:— 9) dq 
(P1 + 9)° (Pa — q)° 9° (Ps — P1 —9)* 


suivi de l'intégration suivante sur d‘g. Le domaine d'intégration 
essentiel est celui qui conduit à la plus petite puissance de 1's dans 
le résultat. A cet effet. g doit de toute façon être petit par rapport 
à P1, P2. En rejetant les termes qui sont petits en ce sens (ainsi que 
les termes p° = pà = m‘), récrivons cette expression sous la forme 


(YP1) (PP2) : | 
POCHES" (134.10) 


Le dénominateur ne contiendra pas s, si g, et g. (l'axe des x étant 
orienté suivant la direction de p, — — p,) sont c1/V/s, et les com- 


posantes qy, g. peuvent être ©Ÿ|t1|; le domaine d'intégration 
sera alors «1/5. Quant au numérateur, il est de l’ordre de p,p, es. 
Ainsi, le remplacement dans le diagramme d'une ligne photonique 
interne par deux lignes ne modifie pas sa dépendance de s (pour une 
valeur donnée de t)). Autrement dit, la contribution apportée 
par le diagramme (134,9) à l'amplitude de diffusion suit la même loi 
asymptotique (134,8) que la contribution du diagramme principal. 
La situation ne sera pas changée si l’on ajoute au diagramme d au- 


1) Rappelons de nouveau qu’il s’agit seulement des expressions asympto- 
tiques exponentielles, ce qui permet de négliger les divergences logarithmiques 
apparaissant lors des intégrations. Les diagrammes de la forme (134,9) seront 
étudiés de façon plus détaillée au 8 137. 
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tres lignes photoniques internes parallèles on lon introduit des 
corrections aux lignes électroniques internes. 

Ce résultat a un caractère général à tout diagramme qui peut 
être divisé en deux parties dans le canal t ou dans Île canal u par l'inter- 
section d'un nombre quelconque de lignes photoniques correspond 
une contribution à l'amplitude avec l'asymptote respectivement 
Mist à t = const ou M,; ©s/u à u = const (B.G. Gorchkov, 
V. N. Gribov. L. N. Lipatov, G. V. Frolov, 1967 ; H. Cheng, T.T. Wu, 
1969). | 

Considérons, comme autre exemple, la diffusion (effet) Compton 
décrite par deux diagrammes (74,12). Ces diagrammes n'admettent 
pas la division dans le canal t{, mais le deuxième d'entre eux est coupé 
dans le canal uv suivant la ligne électronique interne: avec les dési- 
gnations de ce paragraphe il est de la forme 


Pa P 

PP 

É : (134,11) 
Ps P2 


Cela signifie que la diffusion est concentrée principalement au voi- 
sinage de la direction vers l’arrière (comme cela a déjà été indiqué 
à la fin du $ 86: voir (86,20)). Pour trouver l'asymptote dans ce 
domaine, remarquons que le facteur G correspondant à la ligne interne 


du diagramme (134,10) est de l’ordre de 1/y (p, — p4) «1/V lu |. 
C’est pourquoi l'amplitude de diffusion M},; © a (s/| u |)!/=; le fac- 
teur « y est introduit du fait que le diagramme (134,10) est un dia- 
gramme du deuxième ordre. On en conclut que la section efficace 
différentielle do/du «sa?/ | u | s. L'intégrale de cette expression 
sur | u | se détermine par le domaine de valeurs | u | & s. Il en ré- 
sulte que lorsque l'énergie augmente, la section efficace totale décroit 
suivant la loi o « a°/s (plus exactement, © <4(a°/s) In (s/m*°); cf. 
(86,20)) !). 

Mais pour ce processus les corrections radiatives ont pour effet 
de provoquer un changement de l'asymptote. Ce changement est 


3) La forme exacte de la relation exprimant la section efficace en fonction 
de | u | ou de | t | pour leurs valeurs < m° ne peut certes pas être établie sur 
la base des considérations exposées. On sous-entend que l'intégrale sur | u| 
(ou sur | t |) commence à converger dans le domaine de — m2. Cela est réellement 
vrai pour tous les processus sauf pour la diffusion élastique des particules char- 
gées. 
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dû aux diagrammes du sixième ordre du type 


( | (134,12) 


= [| Fe 
ee —— — — 


Ils admettent dans le canal ft la coupure suivant deux lignes photo- 
niques internes et apportent donc une contribution à l'amplitude 
avec l’asymptote M,; ©cs/t; le facteur &° correspond au sixième 
ordre du diagramme. Quand les valeurs de s sont suffisamment gran- 
des, cette partie de l’amplitude devient essentielle et l'équation 
différentielle prend la forme 


do/dt es af/t?. 


L'intégrale de cette expression sur t se détermine par le domaine des 
petites valeurs | t | = m°?, c’est-à-dire par le domaine des angles 
de diffusion 6 — m/ Vs (on notera que la diffusion se produit main- 
tenant principalement vers l’avant et non pas vers l'arrière). Il en 
résulte que la section efficace totale cesse de décroître avec l'énergie. 


o co af/m? = air:. (134,13) 


» 


La partie décroissante de la section efficace devient égale à cette 
partie constante pour e — Vs cm/at. 

Une situation analogue se produit pour la diffusion de la lumière 
par la lumière. A l’approximation non nulle du premier ordre, cette 
diffusion est décrite par les diagrammes « carrés » (127,1) qui peuvent 
être sectionnés suivant deux lignes électroniques internes. On effectue 
l'intégration sur la quadri-impulsion de ces lignes dans le dia- 


gramme et les impulsions essentielles sont — Vs, tandis que les 
petites valeurs de £ (ou de u) ne sont aucunement séparées. Aussi 
l'asymptote de ces diagrammes est-elle donnée pour tout { — const 
{ou u — const) par la loi (134,5): M,; = const ca. Dans ce cas 
Ja section efficace totale décroît lorsque l'énergie augmente: 
o a“/s (cf. (127,23); les angles voisins de zéro ou de x ne sont 
aucunement séparés. Mais au huitième ordre il y a apparition de 
diagrammes qui admettent la coupure (dans le canal £ ou u) suivant 


46-0596 
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deux lignes photoniques internes, par exemple 


Ces diagrammes conduisent à une asymptote constante de la section 
efficace © ca /m® pour Vs m/a? !). 

L'asymptote constante pour la section efficace totale est une 
propriété caractéristique des processus de diffusion dont les dia- 
grammes sont coupés (dans le canal t ou u) suivant les lignes photo- 
niques internes. Cette propriété se présente également dans les cas 
où l'état final de la réaction comporte plus de deux particules. 


$ 135. Séparation des termes bilogarithmiques 
dans l'opérateur de sommet 


Comme il a déjà été dit à la fin du 8 133, les corrections de la 
forme (aL)* (où L est le grand logarithme) ne peuvent devenir es- 
sentielles qu'à des énergies fantastiquement élevées et pour cette 
raison elles ne présentent qu'un intérêt purement théorique. Mais 
dans les amplitudes de processus de diffusion réels apparaissent 
aussi des corrections beaucoup plus grandes, de la forme («L°)". De 
tels termes, contenant un carré du logarithme par chaque puissance 
de «, sont dits bilogarithmiques. 

Le paramètre caractéristique du développement dans les correc- 
tions bilogarithmiques est constitué par la quantité 


in (135,1) 


a m2? ? 


où & sont les énergies intervenant dans le problème (par exemple 
l'énergie totale des particules en collision dans le référentiel de 
leur centre d'inertie). La condition d'applicabilité de la théorie des 


1) La section efficace de diffusion cohérente d'un photon dans le champ 
du noyau possède une asymptote constante dès l'approximation non nulle du 
premier ordre décrite par les diagrammes « carrés » dont deux extrémités sont 
des lignes du champ extérieur (voir (128,7)). En réalité, ces diagrammes devraient 
avoir la forme (134,11), où la ligne supérieure en traits continus serait celle 
du noyau. Les lignes du champ extérieur deviennent alors les lignes internes 
du diagramme et l'origine de 1 asymptote constante devient évidente. 
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perturbations exige la petitesse -de cette quantité; cette condition 
cesse d'être satisfaite pour des énergies 


e— mexp [= V =) = 3:10: m. (135,2) 


Essayons de nous affranchir de cette condition et d'obtenir des 
formules valables sous la condition 
ge? 


[e À 
in < 1. (135,3) 


1] est clair que cela exigera la sommation d'une série infinie de 
corrections de toutes les puissances (&œL*)". 

Les corrections bilogarithmiques apparaissent dans deux ca- 
tégories de cas. Dans l’une de ces catégories se rangent les processus 
de diffusion sous un angle final fixé ; leurs sections efficaces décrois- 
sent toujours (comme nous l'avons vu au paragraphe précédent) 
dans le domaine asymptotique des hautes énergies. Dans ces cas, 
les corrections bilogarithmiques sont étroitement liées à la diver- 
gence infrarouge. Cela concerne en particulier la diffusion élastique 
d'un électron dans le champ coulombien extérieur; la correction 
bilogarithmique du premier ordre à sa section efficace a été calculée 
au $ 122. Le paragraphe actuel et le paragraphe suivant sont con- 
sacrés à la détermination complète de ces corrections à la condition 
(135,3). | 

L'autre catégorie réunit les sections efficaces de réactions, qui 
décroissent avec l'augmentation de l'énergie et une valeur donnée 
du carré du transfert d’impulsion, c’est-à-dire les sections efficaces 
de diffusion à des angles qui s’approchent asymptotiquement de 
zéro ou de x; comme il a été montré au paragraphe précédent, il 
s'agit des processus dont les diagrammes ne peuvent pas être cou- 
pés dans le canal t ou v suivant les lignes photoniques internes. Dans 
ce cas les corrections bilogarithmiques ne sont pas liées à la diver- 
gence infrarouge. À titre d'exemple nous considérerons au $ 137 la 
diffusion électron-muon vers l'arrière (c'est-à-dire à u — const). 

Notons tout d'abord qu’à la condition (135,3) les corrections 


unilogarithmiques sont 
<y +<i 


et peuvent donc être omises. D'un autre coté, puisque les corrections 
bilogarithmiques sont tout simplement absentes dans & et Z, cela 
signifie que ces fonctions peuvent maintenant être posées tout sim- 
plement égales à leurs valeurs non perturbées G et D. 

Quant au calcul de l'opérateur de sommet ', il exige la somma- 
tion des termes bilogarithmiques provenant de la série infinie de 
diagrammes. La résolution de ce problème sera décrite au paragra- 


46* 


œ e? 
PL < m 
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phe suivant. En attendant, nous exposerons au préalable une mé- 
thode permettant de séparer les termes bilogarithmiques à partir 
des intégrales de Feynman distinctes avant les intégrations réelles 
sur toutes les variables (V.V. Soudakov, 1956). 

Considérons la correction du premier ordre (en «) à l'opérateur 
de sommet représenté par le diagramme (117,1), qu'il sera plus com- 
mode de représenter ici (en changeant la désignation des variables) 
sous la forme suivante: 


(135,4) 
ou encore, analytiquement 
D (P2s P15 9) — 
_ __ ie \ V'(vPa—v+m) v* (vp1— vf + m) vv dif (135,5) 
48 ) [(ps—f}— mt +10] [(p1 —)% — m2 +50] [f2+ 50] L 
Nous supposerons que 
IP pi, ps, m (435,6) 


et que les extrémités p,, p, peuvent être aussi bien physiques que 
virtuelles. De (135,6) il résulte que 


1 
| PiP2l Æ 3 |g1> pi, pi, m°, (135,7) 


c'est-à-dire que les quadrivecteurs p,, p, comportent de grandes 
composantes pour de petits carrés: une telle situation est possible 
du fait que la métrique quadridimensionnelle est pseudo-euclidienne. 
Les termes bilogarithmiques apparaissent précisément dans les 
conditions (135,6). 

Nous verrons par la suite que lors de l'intégration sur d‘f ce sont 
les valeurs relativement petites de f qui seront essentielles. Ceci 
étant, on peut négliger f au numérateur de l'expression à intégrer, si 
bien que l'®) prendra la forme | 


a 
DO EE pv (ppm) vé(yPi+m) vu (135,8) 
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à : . d#f 
M \ [CP2 — f)? — m2 + i0] [(p3 — f— m°+ 0] [+0] (135,9) 
Le facteur matriciel intervenant dans (135,8) peut être simplifié 
si l’on tient compte de ce que T entre en fait dans les diagrammes 
en étant toujours multiplié par les matrices (yp, + m) et (yp, + m): 


(vP2 +m)T (vP + m). (135,10) 
En effet, si les lignes p, et p, sont virtuelles, ces facteurs proviennent 
de G (p) et G (p2); si ces lignes correspondent aux électrons réels, 
T est multiplié par v, et u,, et en vertu des équations de Dirac on a 


U, = YPi+m 


U= Us —— Ù Im 


U,. 
En permutant les facteurs matriciels et en négligeant chaque fois, 
conformément à la condition (135,7), les carrés apparaissant p°, pi, 
m? devant p,p,:, on obtient 
r+m) T0 (yr+ m) & — 


On peut donc représenter TU) sous la forme définitive suivante: 


ie 


£, (P1P2) (vP2 + m) y (vp: + m) Ji. 


TA quiz, (135,11) 


t=q  —2(p;p2). (135,12) 


Notons que l'intégrale Z, converge pour de grandes valeurs de f 
et n'exige donc pas d'être régularisée. 

Le point principal des calculs ultérieurs est l’introduction de 
nouvelles variables d'intégration plus commodes. 

Décomposons f en composantes tangentielles et normales au 
plan p;, P:: 


f=up;+vp+tifi= fr +fi; (135,13) 

f1P;=f1p2= 0. (135,14) 

Comme nouvelles variables prenons les coefficients v, v et la quantité 
p= —f;. (135,15) 


Les conditions (135,7) montrent que la métrique dans le plan p,, p, 
est pseudo-euclidienne. Cela permet de choisir l’axe des temps dans 
ce plan Si telle façon que f., soit un quadrivecteur du genre espace 
et p > U. 

Désignons temporairement par les indices 0 et x les composantes 
des quadrivecteurs dans le plan p,, p, et par les indices y, z, leurs 
composantes dans le plan normal. Pour exprimer l'élément de vo- 
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lame quadridimensionnel d‘f = d°f,d*f, en fonction des nouvelles 
variables, écrivons 


1 
dfi=1lfildifildp=dpdp —+— x dp 


(ayant en vue que l'expression sous le signe d'intégration (135,9) 
ne dépend pas de l'angle œ). Puis, 


__ | d(for fx) 
d'fu — ICT 


1 
du dv = | pi9P2x — P20Psx | du dv & Z | g? | du dv. 


En effet, vu la petitesse du carré pi, on a pi; Æ pi, et par con- 
séquent 


9 2 2 
(P10P2x — P20P1x)° © (P10P20 — P2x Pix)? = (P1P2)° = (+ ] : 
Ainsi, on a 


df=+ltidudod/f, ++|t|dudvdp. (135,16) 


Les calculs ultérieurs dépendent de la relation entre les gran- 
deurs p*, p;, m°. Considérons deux cas. 


Cas des lignes électroniques virtuelles 


Supposons que les impulsions p;, p, correspondent aux électrons 
virtuels et que 


lPil, IPil> me. (135,17) 


Nous verrons que le domaine d'intégration principal conduisant 
à une expression bilogarithmique est dans ce cas le domaine défini 
par les inégalités 


2 2 
O<peltul, Iæwl; [eiviet; | É]<iuret. 


(135,18) 


Ceci étant, dans le dénominateur de l'expression sous le signe d'in- 
tégration de (135,9) on peut négliger m°, p?, pi, f* devant (p,f) ou 
(paf). ce qui donne 


A 
Le | 5cpre - 22) 


Quant aux quantités p,f, p.f, f?, elles ont pour valeurs 
2= (up; +vp) —p = —tu—p, 
2(P:1f) = 2p; (up; +vp2) & —W, 
2 (P:f) = — tu, 
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Alors 


__ A L dp du dv 
ne 2|t| | p+tuv—i0 u v ° (135,20) 


Suivant les conditions (135,18), l'intégration sur dp s'effectue 
dans les limites de 0 au plus petit des | tv | ou | tu | et donne 


min{ltul, jtvl) 


D — 
p + tuv — i0 
U 
| ; in pour tuv<O, 
us. { [ul ï Doit Fa pour tu > 0. (455,21) 


En ce qui concerne |’ intégration logarithmique sur d&, elle s'effectue 
dans les limites de —1 à — | p‘{/t | et de | pt |à1 (et d'une manière 
analogue sur du). Lorsqu on porte (135, 21) dans (135,20) l'inté- 
grale sur du dv du premier terme s’annule parce que la fonction à 
intégrer est impaire. L'intégration du deuxième terme s'étend aux 
intervalles de valeurs de x et v de mêmes signes (pour t << 0) ou 
de signes opposés (pour { => 0). Dans les deux cas les domaines de 
v > 0 et de v << 0 donnent (après l'intégration sur du) une même 
contribution, si bien que finalement 
u 1 1 
re | + 
| #3 | 
{ 


\Û < LE In (135,22) 
pi 

| 

(le signe est le même que celui de t). 


Enfin, en portant la valeur de Z, dans (135,11), on trouve finale- 
ment 


DS 


TA D (Pa Pi; g=—-—vin|< 
I21>IPil Nm 


L 


(135,23) 


Cas des extrémités électroniques physiques 


Supposons maintenant que les impulsions p,, P: correspondent 
aux électrons réels, de sorte que 


pi =pi=m?. (135,24) 
Dans ce cas le domaine d'intégration essentiel est défini par 
O<p<litul, Itw]; 0O<J]v|, [u| 1. (135,25) 


Comme pi —m°=p;—m* = 0, en négligeant pi et pi devant 
Pif ou p.f, on ramène de nouveau l'intégrale (135,9) à la forme (135,19) 
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Toutefois, pour éliminer la divergence infrarouge qui apparaît dans 
ce cas, il faut encore introduire dans le propagateur de photons la 
masse finie du photon À<& m (cf. $ 117): 


À A 
CR EEE TOITS EE (135,26) 


On a maintenant 
fPe-tuw—-p, 2pf=z—-tw+2mu, 2p,f=—-tu+ 2m, 

de sorte que 

du dv 


ES — _ 
li= 2111 Eneres cer u—TU v—Tu ? t= 2mlt «1. 
(135,27) 
Après l'intégration sur dp (analogue à (135,21)) on trouve 
in? du dv 
Len: 


cette intégration étant effectuée à la condition tuv + À? << 0. Les 
domaines de v > 0 et de v << 0 apportent comme précédemment des 
contributions identiques, si bien qu'après l'intégration sur du on 
trouve 

1 1 1 


in? du int TÔ— v° du 
l= Fa \ dv \ (u—Ttv) (v— tu) = | In | (ô— Tv?) (T —v) "v 


0 


(135,28) 


où Ô=— À2/t, |[Ô| << |T| et on a tenu compte que |T| € 1. 
Dans l'intégrale (135,28) trois domaines de valeurs de v con- 
duisent aux expressions bilogarithmiques : 


J)ItTl&væi, I) Vôrev<lt|, III) V 16 «ve ô/tT. 


(Pour fixer les idées, nous supposons que Vlr < | Tt |. Le résultat 
ne dépend pas de cette supposition). En négligeant dans chacun des 
domaines les quantités correspondantes, on obtient 


7,= + (in tél gin Ein ©). (135,29) 


2t m À 


Enfin, en portant cette valeur de Z, dans (135,11), on obtient 
l’expression définitive suivante: 


e 2 
D a de (it LL Lin €) 
Ig1>pi=pi=m?, 


(135,30) 


expression qui coïncide avec (117,21). 
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$ 136. Expressions asymptotiques bilogarithmiques 
de: l’opérateur de sommet 


Quand les corrections à l'Œ), calculées au paragraphe précédent, 
deviennent de l’ordre de 1, le calcul de l'opérateur de sommet exige 
la sommation d’une suite infinie de termes bilogarithmiques de tou- 
tes les puissances de &. La résolution de ce problème devient possible 
grâce au fait que de tels termes ne proviennent que des diagrammes 
d’un type déterminé et que les contributions dues aux diagrammes 
d'ordre différent se trouvent liées entre elles par des relations sim- 
ples. A savoir, les termes bilogarithmiques proviennent, comme on 
pourra s’en rendre compte plus loin, de tous les diagrammes de 
la forme 


(136,1) 


dans lesquels chacune des lignes photoniques relie les lignes électro- 
niques de droite et de gauche, celles-ci pouvant se couper de n'’im- 
porte quelle façon. 

Numérotons les impulsions f;, f», . . . des photons, par exemple, 
dans l’ordre de succession des extrémités de droite de leurs lignes. 
Alors, les diagrammes de même ordre différeront l’un de l’autre par 
la permutation des extrémités de gauche des lignes photoniques. 
Dans chaque intégrale de Feynman, effectuons des abstractions au 
pumérateur et au dénominateur analogues à celles faites dans l’inté- 
grale (135,5); puis, transformons le numérateur par le même procédé 
que lors de l'établissement de (135,11). Finalement la somme de 
tous les diagrammes à n lignes photoniques, qui constitue le terme 
<a" dans F, sera représentée sous la forme 

1 n 
DA) qu ( 3 t) | (136,2) 
I, = (136,3) 
=$ dif; ... difn 
n 2 (Paf1) 2 (paf Pafe) --. 2(Pafat +. + Prin) X° 
per£ X2(pafs) -.. 2(pafit + Pafn) SE. fR 
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où la sommation est étendue à toutes les permutations des indices 
des impulsions f, figurant dans les produits p.f, (pour abréger, les 
termes i0 et À° ne sont pas écrits aux dénominateurs). 

Il est évident que si l’on permute d'une façon quelconque les 
indices des facteurs f, dans les produits p,f;, cette opération n’aura 
pour résultat qu’un changement des notations des impulsions et 
n'affectera donc pas la valeur de 7,. Aussi la sommation dans (136,3) 
peut-elle être étendue à toutes les permutations des facteurs f,, 
tant dans les produits p.f, que dans p,f,, le résultat étant ensuite 
divisé par n! 

Utilisons maintenant une formule importante 

1 1 1 
2 ay(ait as)... (a14-a2+...+an) 41 @s ‘°° an (136.4) 


où la somme est étendue aux permutations des indices 1, 2, ... 

.., A1). En appliquant cette formule deux fois. on ramène la 
somme des intégrales au produit de nr intégrales identiques de la 
forme (135,19) (ou (135,26)), de sorte que 


LE _ I. (136,5) 


En portant cette expression dans (136,2) et en sommant F("® sur 
tous les n = 0, 1, 2, ..., on obtient finalement 


LÉ (Pas Pas g)=vexp (ses 4/1). (136,6) 


En particulier, en portant dans cette expression la valeur de 
1, donnée par (135,22), on obtient l'expression asymptotique bilo- 
garithmique de l'opérateur de sommet à extrémités électroniques 
virtuelles 


T° (Pas Pi D=vexp{-in] nl 


IFI>IPl 1Pr1>m 


{V.V. Soudakov, 1956). 

Si l’on introduit la valeur de Z, donnée par (135,29), on obtient 
l'expression asymptotique de l'opérateur de sommet dans le cas 
des extrémités électroniques réelles : 


} , (136,7) 


D (P2 Pi: g)=vtexp {—-Æ (in? Et +ain Etint)} 
(136,8) 
IP1>pi=p=m. 


1) Pour n = 2 cette formule est évidente et il est facile de la généraliser 
par recurrence sur nñ. 
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Le facteur par lequel l'# diffère de sa valeur non perturbée y déter- 
mine également la différence entre l’amplitude de diffusion d’un 
électron dans un champ extérieur et l'amplitude de Born. C'est 
pourquoi la section efficace de diffusion sera égale à 


do = dosexp{—— (in t£tegm tot In —)} (136,9) 


Mais pour éliminer la divergence infrarouge, il faut encore mul- 
tiplier cette expression par la somme des probabilités d'émission 
d’un nombre différent de photons mous d’énergie non supérieure 
à un certain @max de faible valeur, c'est-à-dire par la quantité 
{voir (122,2)) 


max ; Omax max max 
1+ À dw,, . 21 | dv, À dWo, + ... — exp { \ äv) . 
0 0 0 0 


(136,10) 


Pour la valeur de l'intégrale dans l’exponentielle on prend l'expres- 
sion mise en facteur devant dOiast de (120,14) et on trouve finale- 
ment la formule asymptotique suivante pour la section efficace de 
diffusion d’un électron d'énergie e dans le cas d’un grand transfert 
d'impulsion : 


_ D) PE AN : 
dom dapenp {= ) (136,11) 
(à à € d 
|g | > mt, Sr Ie 1 


(A. À. Abrikossov, 1956). Le premier terme (en &) du développement 
de cette expression coïncide naturellement avec la formule (122,12). 

Signalons que si l’on pose wmax  &, un des logarithmes dans 
(136,11) devient —1; en d’autres termes, les corrections bilogarith- 
miques se réduisent entre elles si l’on considère la section efficace 
de diffusion avec une émission simultanée de photons de toute éner- 
gie !). A l’approximation adoptée, le facteur exponentiel devient 
alors égal à l'unité, de sorte que la section efficace prend sa valeur 
de Born, ce qui est conforme à l'affirmation générale faite à la fin 
du $ 98. 


1) Dans le cas de la diffusion à angle fini, la condition établie au $ 98 pou 
l'énergie des photons mous exige seulement que Gmax & €, Ce qui permet d'ap- 
pliquer les formules obtenues ici avec la précision logarithmique également 
dans le cas de &ypax — €. 
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$ 137. Expressions asymptotiques bilogarithmiques de l’amplitude 
de diffusion d’un électron par un muon 


À titre d’un autre exemple considérons la diffusion d'un électron 
par un muon négatif, en nous limitant au cas de la diffusion rigoureu- 
sement vers l'arrière, c'est-à-dire à l’angle 8 = x (V.G. Gorchkov, 
V.N. Gribov, L.N. Lipatov, G.V. Frolov, 1967). Ce processus est 
le plus simple de deux points de vue. Premièrement, les deux parti- 
cules en interaction n'étant pas identiques, il n'y a pas de diagram- 
mes d’échange. Deuxièmement, lors de la diffusion en arrière l’émis- 
sion de photons mous est fortement atténuée, si. bien que la diver- 
gence infrarouge n'apparaît pas. En effet, d’après (98,8), la section 
efficace d'émission de photons mous s'exprime par 


v , v’ v Vu 2 do do 
do=a| (+ +) n | re Oétasts 
e 


(137,1) 


où ve, Vu et ve, v, sont les vitesses des particules avant et aprsè 
la collision. Mais dans le cas ultrarelativiste l'égalité des impul- 
sions est équivalente à l'égalité des vitesses, de sorte qu'avec cette 
précision on à v. — —v, = — v. — v, pour la diffusion en ar- 
rière dans le référentiel du centre d'inertie. Il en résulte que l'ex- 
pression (137,1) s'annule. 

Si le processus de diffusion que nous considérons correspond au 
canal s de la réaction, alors dans le canal t il devient le processus de 
transformation d'une paire électron-positron en une paire u+n-. 
Dans ce dernier canal, la condition 8 — x signifie que les directions 
de mouvement de e- et - (et et et u+)_sont confondues. L'atténua- 
tion du rayonnement de freinage dans ce canal a une origine particu- 
liérement évidente, car la direction de mouvement des charges de 
chaque signe reste toujours inchangée. 

La simplification mutuelle des termes principaux dans la sec- 
tion efficace de rayonnement a pour effet l’absence de corrections 
bilogarithmiques dans son expression asymptotique. Par voie de 
conséquence, la divergence infrarouge n'apparaît pas (avec la même 
précision bilogarithmique), elle non plus, lors de l'intégration par 
rapport aux impulsions des photons virtuels dans l'amplitude de 
diffusion. 

Si l'on décrit le processus à l’aide des variables invariantes 
s= (pe + Pa)”, t = (p — pe}, u = (pe — p,)*, les valeurs de 
ces variables correspondant à la diffusion en arriere dans le cas 
ultrarelativiste seront les suivantes : 


= —-t5m,, u—0. (137,2) 
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A l'approximation du premier ordre (en &) de la théorie des per- 
turbations, la diffusion d'un électron par un muon est décrite par 
le diagramme 


! (137,3) 
| Pe -Pe 
PR 
L'amplitude correspondante s'exprime par 
MS? = LE (no out) (HO ut). (137,4) 


Le passage au cas limite (137,2) dans cette expression se fait en rem- 
plaçant le quadrivecteur matriciel yY par sa « projection » y“ sur 
un plan normal au plan p., pe (ou, ce qui revient au même, au 
plan p,, pe, puisque lors de la diffusion en arrière dans le cas ultra- 
relativiste p. Æ p,, Pe Æ P,). En effet, les composantes parallèles 
au plan p., pe sont les matrices 


1 ; 1 ; 
ETES (yP-+ yP:), Te (YPe — YPe) 


(la première d'elles coïncide avec y et la seconde est égale à ny, 
où n. est le vecteur unitaire de la direction de p.). En utilisant les 
équations de Dirac pour les bispineurs u(° et uw), on trouve que 
(ut) yY ut) (u(9’y, qu) = Â/s et pour cette raison ces termes 
peuvent étre omis. 

A l’approximation d'ordre suivant, s'ajoute le diagramme 


f 
Dé —— p 
: j (137,5) 
f-pe + gPe”’ 


p; à—l à — lp? 


et un diagramme comportant des lignes photoniques « intersectées », 
qu'il est commode de représenter sous une forme qui ne diffère de cel- 
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le de (137,5) que par le sens de l'une des lignes en traits pleins: 


| (137,6) 


L'étude des intégrales correspondantes montre que dans les deux 
diagrammes apparaissent des contributions bilogarithmiques dues 
aux domaines des photons virtuels « mous »: | (f — p. }:|<& m2? ou 
| (f — pe) | mé. Ces contributions sont liées aux divergences 
infrarouges des intégrales et, d'après ce qui précède, elles doivent 
dans ce cas se simplifier a priori. Mais dans le diagramme (137,6) il 
existe encore une contribution bilogarithmique provenant du do- 
maine des fortes impulsions: |f | 5 m;. C'est précisément cette 
contribution qui est à calculer. 

Au diagramme (137,6) correspond l'intégrale 


mo 1e çu(e) F (yf+ me) pau) (0) (pm) vou) 
Te 7 pe —f}e (Fe — m2) (f?— mA) (pe —Î}° 


(où on a déjà tenu compte de ce que p. Æ pi). Posons de nouveau 
f=up.+vpe+ f; (137,8) 


(cf. (135,13)). La contribution bilogarithmique est due au domaine 
défini par les inégalités 


) dif (137,7) 


m? 
sul, [&5|Sp> mi; —+ «lu, lu|<&1, (137,9) 


où p — — f” et le quadrivecteur jf, est défini de telle façon que 
ÎiPe = f1pe — 0; dans le cas considéré (diffusion en arrière) il 
en résulte que f, = 0 dans le référentiel du centre d'inertie, de 
sorte que p — f:. 

Au numérateur de l'intégrale (137,7) on peut négliger m., m,, 
ainsi que tous les termes contenant u ou v; les facteurs u ou v figurant 
au numérateur réduisent les pôles correspondants au dénominateur 
(voir plus loin), ce qui interdit l'apparition des carrés des logari- 
thmes qui nous intéressent. En remarquant que (p — f} & tu = 
Æ — su, (p, — f) = — sv, f* & suv — p et en transformant l'élé- 
ment d'intégration d*/ conformément à (135,16), récrivons l'inté- 
gration d‘f conformément à (135,16), récrivons l'intégrale (137,7) 
sous la forme 


M2 _i® + Qu Cf van) (BTE Cf) youth) 
DE su - sv (suv — p+- i0)* 


s du dvd?f.. 


; x? | 
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Puis, on transforme le numératgeur de l'expression à intégrer en 
prenant la moyenne sur la direction de f, et en remplaçant (pour les 
mèmes raisons que dans (137,4)) yY, y, par y", v:. Après quelques 
transformations simples on obtient 


2) af yes) (1) — ie | _P du dv dp - 

M= MIO, J Te | auo—pru (13710) 

Enfin, en remplaçant identiquement p = (p — suv) + suv au nu- 

mérateur, on peut omettre le deuxième terme qui réduirait les pôles 

simples et ne donnerait donc pas de contribution bilogarithmique. 

Ainsi, 

u— _i® ([ __ dududp 

dés + de \ uv (p—suv—i0) ” (137,11) 

La forme de cette intégrale coïncide avec celle de (135,20), si 

bien que l'intégration sur dp se fait par le même procédé. Mais, puis- 

que maintenant p> mi, c'est la condition suv m° qui apparaît 
(au lieu de suv > 0). On trouve finalement 


du d 
10e | Fr -LN (137,12) 


uv 
où le domaine d’intégration est limité par les inégalités 


2 
my 


Lu, V1. sw>m, 

(lors du calcul avec la précision logarithmique les inégalités fortes 
ÿ sont remplacées par les inégalités simples >). Le calcul direct 
donne 


[e4 n S 
D TUE (137,13) 
Aux approximations d'ordres plus élevés de la théorie des per- 
turbations, les contributions —a* In°*s qui nous intéressent provien- 
nent des diagrammes du type « escalier », analogues aux diagrammes 
(137,6), mais présentant un plus grand nombre de « traverses ». 
C'est pourquoi l'expression asymptotique bilogarithmique totale de 
l'amplitude de diffusion est donnée par une somme infinie 


« Pe Pe I | Ù | | 
Mec = | + | I + fl I | Le ds 
; PP EN 
Pu —2—p;, 
(437,14) 


Pour établir la forme générale des termes de cette somme. consi- 
dérons encore un diagramme à l'approximation du troisième ordre (le 
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troisième terme de la série (137,14)). L'intégrale qui lui correspond 
peut être ramenée à la forme 


3) — MAJ JO = œ. 2 du; dv: dus dve 
MS fe ’ 27 ] \ UaU1 (U1+ U2) (1 + va) (187,15) 
avec le domaine d'intégration défini par 
M/S Ui,2r Liz L'Â, SUV, su, > my. 


La partie bilogarithmique de cette intégrale peut être séparée en 
imposant aux variables d'intégration les conditions suivantes: 


BD, WU. (137,16) 


Il vient alors 


œ \2 ( du du; du, due __  æ \? 
Jo (A) nee (2e) | dB dm de ans. 
Où E = In (su;/mi), n; = — in v, et le domaine d'intégration est 
défini par les inégalités 

$ 

mi, : 


>: E > Mo, O>œE,, "2 > 0, o= ln 


D'une façon analogue, le n-ième terme de la série peut être 
représenté sous la forme M = MfJe, où 


19 (= (+) | dE, dn, ... dE, dn,, (137,17) 
avec le domaine d'intégration défini par 
Em (i=1,2,...,n), 0o>E,, n1>>0. (137,18) 
L’amplitude de diffusion totale a pour valeur 
M = M [1 + bo Je) (0) | 4 (137,19) 
Pour calculer cette somme, introduisons maintenant les fonctions 


auxiliaires A(" (£, n) qui sont définies par les mêmes intégrales 
(137,17) mais avec les domaines d'intégration 


> (i=1,2,...,n), 6>E>0, n>n,>0 (137,20) 


(les limites d'intégration sur E, et n, sont différentes alors que 
dans (137,18) elles sont identiques). Il est évident que M,, = 


_ MA (o, o), où 


AE, n)= >) AM(E, n), AM—1 (137,21) 
n=0 
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De la définition des fonctions A) (£, n) il résulte qu'elles satis- 
font aux relations de récurrence 


AM, n)= 7 | dE, dn, 40-06, n,), 


et en effectuant la sommation de ces égalités sur r (de 1 à c),on 
obtient l'équation intégrale suivante définissant la fonction À (E, n): 


AG n=1+2 | 4 (Es n) dB an, 


> Na: È>E>0, n >> 0. 


Pour ce qui suit il suffira de considérer la fonction À (E, n) dans 
le domaine de È => n. Pour ce domaine l'équation (137,22) peut 
s'écrire sous la forme 


(137,22) 


n & 
AG, n=1+ || AG nan. (137.23) 


0 ñ: 
En dérivant cette égalité par rapport à n, on trouve 


Ë 
94, n) __a 


puis, en la dérivant une autre fois par rapport à E, on obtient pour 
À (E, n) l'équation différentielle 


02A (2 
nd —-— A= 0. (137,25) 
Cette équation doit être résolueavec les conditions aux limites 
0A 
A(E, 0) =1, | =0: (137,26) 
qui résultent directement de (137,23), (137,24). 


La solution de cette équation peut être obtenue à l'aide de la 
transformation de Laplace par rapport à la variable E: 


1 
AË n)=— \ ePiQ (p, n) dp, (137,27) 
C 
où le contour C, situé dans le plan des p complexes, est une courbe 
fermée entourant le point p — 0. En portant (137,27) dans l’équa- 


tion (137,25) et en annulant l'expression sous le signe d’intégra- 
tion, on obtient 


0Q _ «a _ ERP 
P-on — 2x Q=œ(p)eP, 


47-0596 
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où œ (p) est une fonction arbitraire. La première des conditions aux 
limites (137,26) donne maintenant œ (p) = 1/p + 1 (p), où  (p) 
est une fonction analytique ne présentant pas de singulari- 
tés à l’intérieur du contour C. Quant à la seconde condition (137,26), 


elle peut être satisfaite si l’on pose % (p) = — 2xp/a; en effet, on 
a alors 

94 = 1 P+ 2x5 D = 

“on E=n 7 Qui 3 D Le on 


En réunissant les expressions obtenues et en posant E = n = 0, 
on trouve 


1 2x d (02 
AG 0)=—-5 \ “ap °*P Lo (P+-) ]dr. 
Enfin, en intégrant par ns et en utilisant la formule connue 


Le= ak Lesn [+ (»+)] à 


(1, (z) = — iJ, (iz) étant la fonction de Bessel de l'argument ima- 
ginaire), on obtient finalement l'expression suivante de l'ampli- 
tude de diffusion: 


Mi=MRV EL (y Eco). (137,28) 


Par conséquent, la section efficace : diffusion (à l'angle 0 = x) 
a pour valeur 


27 2a s 2ra2 
do = a ar (Vin H). d-RË& (187,29) 


où dati) est la section efficace à l'approximation de Born dans le 
cas ultrarelativiste (voir problème 6 du $ 81) !). 


1) Pour d'autres publications traitant du problème d'expressions asympto- 
L Le Pois: voir par exemple l'article de Gorchkov V.G.— UFN, 
, V. 110, p. 45, (en russe). 


CHAPITRE XIV 


ÉLECTRODYNAMIQUE DES HADRONS 


$ 138. Facteurs de forme électromagnétiques 
des hadrons 


Jusqu'ici ce livre a traité de l’électrodynamique des particules 
non soumises aux interactions fortes: électrons, positrons et muons. 
Mais il existe aussi un grand nombre de particules qui subissent des 
interactions fortes: elles portent le nom d'hadrons '). Par exemple, 
les protons et les neutrons de spin 1/2, les mésons x de spin 0 et d’au- 
tres particules sont des hadrons. Les noyaux atomiques sont évidem- 
ment aussi des hadrons parce qu'ils sont constitués de protons et 
de neutrons. 

La construction d'une électrodynamique achevée des hadrons 
dans le cadre de la théorie actuellement existante est impossible. 
11 est clair qu'on ne peut pas établir des équations déterminant les 
interactions électromagnétiques des hadrons sans tenir compte des 
interactions plus intenses que sont les interactions fortes. En parti- 
culier, il est impossible de déterminer, sans tenir compte des inter- 
actions fortes, la forme explicite du courant des hadrons à l'aide 
duquel doivent se décrire les interactions en électrodynamique 
quantique. Dans cette situation, le courant des hadrons est intro- 
duit comme une grandeur phénoménologique dont la structure est 
établie en partant seulement des considérations cinématiques gé- 
nérales, non liées aux hypothèses sur la dynamique des interactions ?). 
Quant à l'opérateur d'interaction électromagnétique, il sera toujours 
de la forme 


—e(JÀ), (138,1) 


où le courant est maintenant désigné par une lettre majuscule J 
(à la différence de j désignant le courant d'électrons). Comme l’ordre 
de grandeur de cette interaction est donné par la même charge élé- 


1) Du mot grec « hadros » : gros, massif, lourd. 
?) Les questions de l'électrodynamique des hadrons liées au modèle à quarks 
ne Sont pas examinées dans ce livre. 


47e 
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mentaire e, on peut toujours appliquer les méthodes de la théorie des 
perturbations !). 

Etablissons la forme du courant de transition entre deux états 
d'un hadron en mouvement libre (non accompagnée d'une trans- 
formation quelconque de l’hadron lui-même). Ce courant figure 
dans le diagramme à trois extrémités 


(138,2) 


Ps D; 


qui peut, lui-même, faire partie d'un diagramme quelconque plus 
complexe (par exemple, du diagramme de la diffusion élastique 
d'un électron par un hadron). La ligne en traits interrompus du dia- 
gramme (138,2) représente un photon virtuel; elle ne peut pas cor- 
respondre à un photon réel parce qu'une particule libre ne peut 
pas absorber (ou émettre) un tel photon. Ceci étant, g — 
= (Ps — Pi) < 0. 

Considérons d’abord un hadron de spin 0. Soient , et u. les am- 
plitudes d'onde des états initial et final de l’hadron dans lesquels 
il possède les quadri-impulsions p, et p,; pour une particule de spin Q 
ces amplitudes sont des scalaires (ou pseudo-scalaires) 2). Le courant 
des hadrons de transition J';, entre ces états doit être bilinéaire en 
u, et uf. Ecrivons-le sous la forme 


J,;=u;Tu,, (138,3) 


où le quadrivecteur T est un opérateur de sommet inconnu (le petit 
cercle sur le diagramme (138,2)). Si l’on pose u, = u, = 1, on 
aura tout simplement J,;, = T. 

En électrodynamique, une propriété universelle du courant liée 
à l’invariance de jauge de la théorie est sa conservation. Dans la 
représentation en impulsions cette propriété s'exprime par l'ortho- 


1) Dans ce chapitre Ja lettre e désigne la charge élémentaire (e > 0). 


e”lpzx, 


3?) Rappelons qu'une onde plane s'écrit sous la forme Ÿ = 


À la normalisation à une particule dans le volume unité correspond (pour les 
particules de spin 0) la normalisation du scalaire conformément à u*u— 1; 
dans ce cas on peut poser tout simplement u = 1 ($ 10). Plus loin nous définis- 
sons le courant de transition par rapport aux amplitudes u,, u, conformément 
aux désignations adoptées au $ 64 
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gonalité du courant de transition à la quadri-impulsion du photon 
g = Pa — Pi: 
qJ}i = 0. (138,4) 


Dans le cas que nous considérons cela signifie que l'opérateur F doit 
être de la forme 


DPF (q?), (138,5) 


où P = p, + p, et F (g*) est une fonction scalaire du carré g°. la 
seule variable indépendante invariante. Comme la nature de l’ha- 
dron ne change pas à la suite de la transition, pi = p5 = M*°(M étant 
la masse de l'hadron) et donc Pq = 0. 

Les éléments de matrice de (138,3) avec la valeur de T donnée 


par (138,5) (et avec eux, l'opérateur J lui-même) sont des quadri- 
vecteurs vrais. Aussi l'opérateur d'interaction (138,1) est-il un 
scalaire vrai. Ainsi, l'interaction électromagnétique des hadrons 
de spin 0 est automatiquement invariante par P. Elle l’est également 
par la transformation T. En effet, premièrement, le renversement 
du temps permute les quadri-impulsions initiale et finale, la somme 
P = p, + p, restant inchangée. Deuxièmement, le renversement 
du temps change le signe des composantes spatiales des quadri-im- 
pulsions sans changer celui de leurs composantes temporelles; mais 
les composantes du quadripotentiel À se transforment de la même 


façon, de sorte que le produit JA reste inchangé. 

La fonction invariante F (g*) porte le nom de facteur de forme 
électromagnétique d'un hadron. Dans le cadre de la théorie phénomé- 
nologique, sa forme ne peut évidemment pas être établie. Néanmoins 
on peut affirmer que cette fonction est réelle (dans le domaine con- 
sidéré de qg° << 0). Cela résulte des mêmes considérations que celles 
qui ont été appliquées aux facteurs de forme de l'électron dans le 
8 116: pour g° << 0, il n'existe en aucun cas d’états intermédiaires 
qui puissent figurer au second membre de la relation d'unitarité; 
c'est pourquoi la matrice M,, et donc l'opérateur J';; sont hermiti- 
ques. 

Pour qg = 0, l'état final est le même que l’état initial, de sorte 
que J,; devient l'élément de matrice diagonal. En particulier, 
e (J°);,/2e; = eF (0) est la densité de charge égale (dans le cas de 
la normalisation à une particule dans le volume unité !) à la charge 
totale Ze de la particule. 

Pour une particule électriquement neutre, F (0) — 0. Soulignons 
pourtant que cela ne signifie nullement la neutralité vraie de la 
particule. Si la particule est neutre vraie et possède une parité de 
charge déterminée, F (g°) = 0 quel que soit g°: comme l'opérateur 
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courant est de parité de charge négative ($ 13) ses éléments de ma- 

trice entre deux états d’un seul et même hadron sont nuls !). 
Passons aux hadrons de spin /,. Dans ce cas, les amplitudes d’on- 

de u,, u, sont des bispineurs et le courant des hadrons est de la forme 


Ji =uTu. (138,6) 


À partir des combinaisons bilinéaires de u, et u, et des quadrivecteurs 
P1» Pe On peut construire aussi bien des grandeurs quadrivectorielles 
vraies que des grandeurs pseudo-vectorielles (satisfaisant à la con- 
dition (138,4)). Aussi la condition d'invariance par P de l'interac- 
tion n'est-elle plus automatiquement satisfaite et doit donc être 
examinée séparément *). Comme il a été montré au $ 116, avec cette 
condition l'opérateur de sommet contient deux facteurs de forme 
réels et indépendants (pour g° << 0). Ecrivons maintenant cet opéra- 
teur sous la forme : 


T'=2M(F —Fh) Le + Fm = 2M (Fer Fm) De — 22 OV = 


= (AMF, qFn) EP (FF) on qu (138,7) 


où F, (g°) et Fh (g*) sont des facteurs de forme invariants (4{ étant 
la masse de l’hadron); il est facile de s'assurer, à l'aide des éga- 
lités P? + qg° = 4M* et (116,5), que ces trois expressions sont toutes 
équivalentes 5). | 

Les facteurs de forme électromagnétiques se rangent dans la 
catégorie des amplitudes invariantes dont la notion a été introduite 
au $ 70. Ils peuvent être considérés comme les amplitudes d'une 


1) Cela ne signifie pas, bien sûr, qu'un tel hadron n'interagit pas du tout 
avec le champ électromagnétique. Le produit de deux opérateurs courant, 


J (z) J (z'), est déjà de parité de charge positive et ses éléments de matrice sont 
différents de zéro pour les transitions entre les états de même parité de charge. 
C'est pourquoi un hadron neutre vrai peut diffuser un électron ainsi qu'émettre 
deux photons à la fois. c'est-à-dire participer aux processus d'ordre plus élevé 
en &. 

à Nous n'examinons pas les cas de non-observation possible de la parité 
dans les interactions électromagnétiques liées à la prise en compte des interac- 
tions faibles virtuelles. 

1 L'utilité de la définition des facteurs de forme par (138,7) sera montrée 
plus loin (R. Sachs, 1962). Dans la littérature on utilise nr les facteurs 
de forme F;, F, définis de la même façon que / et g dans (116,6), c'est-à-dire par 


F 
rh= Fiy* Sir oHVqs. 


11s sont liés à Fe, Fn par les relations 


2 
Fe=Fi+ Fa PE , Fm=Fi1+ Fa. 
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« réaction » représentant (dans son canal d'annihilation) la désinté- 
gration d'un photon virtuel en un hadron et un antihadron. Le pho- 
ton virtuel est une « particule » de spin 1. Quant au fait que sa dé- 
sintégration en deux particules de spin !/, doit être décrite par deux 
amplitudes indépendantes, on peut s'en rendre compte égale- 
ment en calculant les amplitudes d'hélicité correspondantes 
{Ah | S7|Aa) (voir $ 69). En effet, en vertu de l'invariance par 
P, les quatre éléments non nuls de la matrice S sont deux à deux 
égaux 


(2 M21S111) =(— 1/2 — 14/2181, — 1), 
(2 — 1/,1S110) —(—1/,1/21S110). 


L'exigence de l’invariance par 7 (ou par C dans le canal d'annihi- 
lation) n'ajoute pas de nouvelles relations entre ces éléments. A 
cette circonstance est lié le fait que l'interaction décrite par l'opé- 
rateur de sommet (138,7) devient aussi automatiquement invariante 
par T (une telle situation ne se produit cependant pas dans le cas des 
particules de spins plus élevés). 

Quand qg —+ 0, les termes d'ordre zéro et du premier ordre (en q) 
de (138,7) ont pour expression 


Dé = F(0)v— 7 lFm (0)— Fe (0) og (138,8) 


11 en ressort (voir $ 116) que F,(0) = Z est la charge électrique de 
la particule (en unités de e), et F,, (0) — F,(0) est son moment ma- 
gnétique anomal (en unités de e/2M) !). 

Jusqu'ici nous n'avons utilisé que les facteurs de forme dans l’es- 
pace des impulsions. Cela est, certes, suffisant pour la description 
des phénomènes observables. Pourtant, à des fins purement illustra- 
tives, on peut donner aux facteurs de forme une interprétation plus 
parlante, en les considérant comme des transformées de Fourier de 
certaines fonctions des coordonnées. 

A cet effet, il est commode de choisir un référentiel dans lequel 
P = p, + p, = 0 (référentiel dit de Breit) ce qui est toujours pos- 
sible, car P? > 4M*>>0. Dans ce référentiel e, = e, = e parce 
que P° = 2e et les composantes du quadrivecteur g sont égales à 
g® —0, q — 2p: = —2p. 

Pour un hadron de spin 0 le courant de transition prend dans le 
référentiel de Breit une forme particulièrement simple: 


J°. 
su =F(—-q°), J=0. 


1) C'est ainsi que pour le proton, F, (0) = 1, Fm (0) — Fe (0) = 1,78. 
Pour le neutron, F. (0) = 0, Fn (0) = —1,91 (le moment magnétique est 
entièrement « anomal »). 
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Cette relation montre que F (—q°) peut s’interpréter comme une 
transformée de Fourier de la distribution statique des charges de 


densité 


ep(r)=e y \ F (—q°) eiar ds. (138,9) 


En ce sens on parle de la structure électromagnétique spatiale d'une 
particule: pour F — const = Z on aurait p (r) — Zô (r); quant à 
la dépendance du facteur de forme envers q, elle s’interprète comme 
un écart de la distribution de charge par rapport à la distribution 
de charge ponctuelle. Soulignons pourtant qu'une telle interpréta- 
tion ne doit pas être prise à la lettre. La fonction p (r) ne se rap- 
porte à aucun référentiel déterminé parce qu’à chaque valeur de 
q correspond son référentiel. 

Ce n’est qu’à la limite non relativiste des petites valeurs de q& 
< M, quand la variation de l'énergie d'une particule à la suite de 
la diffusion est négligeable, que le référentiel de Breit coïncide avec 
le référentiel où la particule est au repos et ne dépend pas de q. A 
cette approximation, les états initial et final de la particule sont 
identiques, de sorte que le courant de transition devient l'élément 
de matrice diagonal et la fonction p (r) prend le sens réel de la dis- 
tribution spatiale des charges. Cependant, pour les particules élé- 
mentaires, les valeurs caractéristiques de | q |, pour lesquelles la 
variation des facteurs de forme est appréciable, ne sont que lége- 
rement inférieures à M. Cela signifie qu’à la limite non relativiste 
pour ces particules F (—q*) peut tout simplement être remplacé par 
F (0), c'est-à-dire que la particule peut être considérée comme ponc- 
tuelle. 

Dans le cas des noyaux la situation n'est pas la même. La 
masse M du noyau est proportionnelle au nombre À de ses nucléons, 
et la valeur caractéristique |q | — 1/R, c'est-à-dire qu'elle est 
proportionnelle à À -!/3 (R étant le rayon du noyau). C'est pourquoi, 
pour des noyaux suffisamment lourds, les valeurs caractéristiques 
sont qq M*, si bien que la considération non relativiste est ad- 
missible dans tout l'intervalle essentiel; par là même la notion 
de structure électromagnétique du noyau acquiert un sens bien 
déterminé. 

Pour une particule de spin ‘/, l'expression (138,7) donne dans 
le FÉRSIenRes de Breit 


Ji (Fe Fm) 2 (uaus) + Fm (Vus) = Fe (u:vtu,), (138,10) 


du —-57 Fn[ig-(u2u)], (138,11) 
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où Z est l'opérateur spin tridimensionnel (matrice) (21,21), 
dans (138,10) on a utilisé l'égalité e (u,y°u,) — M (u,u,) qu'il est 
facile de vérifier à l'aide des équations de Dirac pour u, et u, avec 
Pr — — P2:. 

La composante temporelle du courant de transition (138,10) dif- 
fère par le facteur F, (—q*) de l'expression pour une « particule 
ponctuelle », l'électron. On peut donc dire que le facteur de forme 
F, (on l'appelle facteur de forme de charge) décrit la « distribution 
spatiale des charges » conformément à (138,9). 

D'une manière analogue, au vecteur tridimensionnel (138,11) 
on peut faire correspondre la « distribution spatiale » de densité 
de courants ej (r) = rot p (r), où 


p(r)= gg E | Fu (— a?) eiar d5g 


est la « densité de moment magnétique ». Ainsi, le facteur de forme 
Fm (dit magnétique) peut s'interpréter comme la densité de distri- 
bution spatiale de moment magnétique avec, bien entendu, les mé- 
mes réserves qui ont été faites plus haut à propos de la distribution 
des charges. Dans ce cas, le facteur de forme F,, contient tant le 
moment magnétique « normal » de Dirac que le moment « anomal » 
spécifique de l’hadron; à la « densité » de ce dernier correspond la 
différence F,, a 
Il est naturel de considérer que les points singuliers des facteurs 
de forme des hadrons sont situés, tout comme ceux des facteurs de 
forme des électrons, aux valeurs réelles positives de l'argument 
t — qg® — —q"*. Cela permet de tirer des conclusions bien déterminées 
sur le comportement asymptotique de la distribution p (r) (et m (r)) 
pour r —+ oo. À savoir, la même transformation de l'intégrale (138,9) 
que celle qui a été utilisée au $ 114 pour le passage de (114,3) à (114,4) 
conduit au résultat suivant: pour de grandes valeurs de r on aura 
p (r) we-%*or, où x? est l’abscisse du premier point singulier du fac- 
Pa de forme F (g°) (cf. également note au bas de la p. 605). Si la 
singularité la plus proche se détermine par le seuil de création d’une 
ne d'hadrons (chacun de masse M,) par un photon virtuel, alors 
Ko = 2M0- 
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Appliqnons les formules obtenues au cours du paragraphe pré- 
cédent à la diffusion élastique d'un électron par un hadron. En 
désignant les quadri-impulsions initiale et finale et l’hadron par 
Pr et Ph, et celles de l'électron par p. et p., on peut écrire 


…! 
FO 
[er] 
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Pe+ Ph = Pe+ Ph. (139,1) 
Ce processus est représenté par le diagramme 


q (139,2) 
LAC 
D: 


À l'émission d'un photon virtuel par un électron correspond 
l'opérateur de sommet ordinaire y; à l'absorption d'un tel photon 
par un hadron correspond l'opérateur FT. 

Considérons le cas le plus intéressant, celui d’un hadron de spin 
‘/, (par exemple, la diffusion d'un électron par un proton ou un 
neutron), 


Au diagramme (139,2) correspond l'amplitude de diffusion de 
la forme 


My — âne + (uiveue) (iTuu), (439,3) 


{dans ce chapitre la charge de l'électron est égale à —e!). Le calcul 
«ie la section efficace d'après cette amplitude ne diffère pas radica- 
lement des calculs faits au $ 81; quant à l'opérateur T', il est com- 
mode de l'écrire sous la forme de la première des expressions (138,7). 


Pour la diffusion de particules non polarisées on obtient le ré- 
sultat suivant: 


na° dt 
= mil -(M—-milai—=#/aMs * 


x {Fil(s—u)+(4M2- 94 ES Fa (s— uÿ — 


— (AM? — +) (4m2+ 1} . (139,4) 


Ici, M est la masse de l'hadron et m, la masse de l'électron, 
S=(pe+ pr), t=q=(pe— pe), u—=(pe— ph}*, 
s+t+u—2m+2MT. 


Considérons quelques cas limites. 

En ce qui concerne la diffusion d'électrons par un noyau lourd, 
an cas intéressant est celui où le transfert d’impulsion | q | par 
l'électron au noyau est petit par rapport à la masse du noyau mais 
non pas par rapport à 1/R (R est le rayon du noyau), de sorte que 
ie noyau ne peut pas être considéré comme ponctuel. Dans ces con- 


do = 
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ditions, le référentiel du centre d'inertie coïncide approximative- 
ment avec le référentiel où le noyau est au repos, le recul du noyau 
peut être négligé et l'énergie de l'électron demeure inchangée. On 
a alors 


—t-.q&M2, nldt}=pido, s—-M?z Mi-uz2Me, 
et la formnle (139,4) prend la forme 
do = PRE (4et — g°) FE(— q?). (39,5) 


A cette approximation, dans la section efficace il ne reste que le 
terme contenant le facteur de forme électrique, et l'expression (139,5) 
correspond à la formule (80,5) valable pour la diffusion d'un élec- 
tron par une distribution statique des charges. 

Lors de la diffusion d'un électron par un neutron immobile daus 
le même cas limite e, € M (M étant la masse du neutron) les fac- 
teurs de forme peuvent être remplacés par leurs valeurs pour q =: U, 
étant donné que pour un nucléon distinct le « rayon » caractéristique 
est, comme il a déjà été dit, comparable à 1/M !). En vertu de la 
neutralité électrique du neutron, F, (0) — 0 et la section efficace 
prend Îla forme 


sé ie nuLé ous 1 " do., (139,6) 


Ô 
ini — 
Sinè 


où = 5 Fr (0) est le moment magnétique du neutron et à, 


l'angle de diffusion. Cette formule correspond à la diffusion d'un 
électron par un moment magnétique ponctuel immobile. 

Enfin, écrivons la formule pour la section efficace de diffusion 
d'un électron ultrarelativiste par un nucléon pour | q | > m. Par 
q* nous entendons toujours le carré du transfert d'impulsion dans 
le référentiel du centre d inertie, de sorte que l'invariant { - —q*. 
Dans le référentiel où le nucléon initial est au repos (référentiel du 
laboratoire) on a 


—t= 2(p.pe) = 28.8 (1 — cos Ÿ), 


oùe., e. sont les énergies initiale et finale de l'électron, et 8 est l'an- 
gle de diffusion dans ce référentiel. Dans le cas ultrarelativiste e; 


est lié à © par la même formule que pour Ja diffusion d'un photon 
(cf. (86,8)): 


1 1 1 
en Ml — COS Ÿ). 


1) La valeur empirique du «rayon» quadratique moyen du nucléon 
& 3,5/M æ 1/2m, (mA étant la masse du pion). 
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Par conséquent, on a 


âe? sin? + 
TT te sim À ; (139,7) 
2 
née 2h ; (139,8) 
(1+< £ sin =) 


où do; — 2n sin ÜdÜ. Dans la formule (139,4) on peut omettre 
partout la masse m de l’électron; en exprimant toutes les quantités 
au moyen de {et s — M? — 2Me,, on obtient 


d 4Mec—- 
do— I OUR t)° +t|- 


5e FOR —:]}, «39,9 


ou encore, en utilisant (139,7) et (139.8), 


ô t 
2 » “2 
, et 52 1 Fée Fm t nm, 0 Ÿ 
=D, > —— — 7 5 l'mt8 + 
sin T : y sin 5 ATE 
(139,10) 


(M. Rosenbluth, 1950). 

On notera que les facteurs de forme F, et F, apportent des con- 
tributions indépendantes à la section efficace : il n'y a pas de termes 
d’interférence entre eux. Cela confirme que le choix des facteurs de 
forme est rationnel. 


Problème 


Calculer la section efficace de diffusion d'un électron par un hadron de 


spin 0. 
Solution. Ense servant de (138,5), on a au lieu de (139,3) 
ane? — : 
M ;i GT q° (u. (YPn) Ue) F (g°). 


Pour la section efficace on obtient 
ra? dt{(s—u)+(4M°—t1)1t] 
[s— (M --m)°] [s— (M —m})*] 1° 


(avec les mêmes notations que dans (139,4)). Pour |t]% m?ona 


do — F?(t) 


(avec les mêmes notations que dans (139.10)). 
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& 140. Théorème des basses énergies 
pour le rayonnement de freinage 


Au $ 98 on a étudié le processus d'émission d’un photon à la 
suite de la collision des particules à la limite où la fréquence du 
photon tendait vers zéro. Il s’est avéré que l'amplitude de processus 
était proportionnelle à w et s’exprimait d'une façon simple au moyen 
de l’amplitude de la même collision sans émission d’un photon mou 


{nous conviendrons de nouveau d'appeler cette dernière amplitude 


de diffusion « élastique » et de la noter M$"). À l'approximation 
d'ordre suivant en w on aura 


Ma= MK" + MP, (140,1) 


où au terme principal (ww!) s'ajoute un terme correctif indépen- 
dant de © (w©w°). Nous verrons que ce terme correctif peut être ex- 


primé (de même que le terme principal) au moyen de M$), et cela 
indépendamment des détails de la structure électromagnétique de 
l’hadron. Cette proposition est connue sous le nom de théorème des 
basses énergies pour le rayonnement de freinage (F.E. Low, 1958). 

Nous avons vu au & 98 que la contribution principale à l’ampli- 
tude d'émission d'un photon mou (qui correspond au premier terme 
de (140,1)) provient des diagrammes dans lesquels le photon est 
émis directement par une particule initiale ou finale. Ce sont les 
diagrammes de la forme 


| D; k P: PA Pa Ps 


ne sx ZZ (140,2) 


p5 Pa p5 P2 


a) b) 


à l'inverse des diagrammes de la forme 


# (140,3) 


dans lesquels la ligne photonique sort des parties internes du dia- 
gramme. Un trait caractéristique des diagrammes (140,2) est qu'ils 
peuvent être coupés en deux parties par intersection d'une ligne 
d'hadron virtuel (initial ou final). Autrement dit, ils illustrent une 
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propriété importante sous cet aspect: l'existence d'un état inter- 
mnédiaire à une seule particule (hadron). Comme nous l'avons vu 
au $ 79, cette propriété conduit, de par elle-même et en vertu des 
exigences de l'unitarité, à l'apparition de la singularité du type d'un 
pôle dans l'amplitude. 

Admettons, pour simplifier, que de deux hadrons en collision 
un seul (le premier) est chargé électriquement (et peut donc rayon- 
ner) et que les deux hadrons sont dépourvus de spin. Les amplitudes 
d'onde u de tels hadrons sont des scalaires que nous posons égaux 
à 1. 

Alors. la contribution apportée à l'amplitude par la partie de 
pôle du diagramme (140,2, a) est de la forme 

LM — V'4ax ei (2pi — ku)eF L 


Le premier facteur correspond au photon Æ (e, étant son quadrivec- 
teur polarisation). Le deuxième facteur correspond au sommet ha- 
dronique électromagnétique (point gras sur le diagramme), ce sommet 
étant écrit sous la forme (138,5) et F étant le facteur de forme de 
l'hadron. Le troisième facteur est le propagateur d'hadron virtuel 
Pi — À (M étant sa masse). Enfin, le facteur il désigne tout le bloc 
restant. Ce dernier diffère de l'amplitude de processus élastique 
ps P, 


: du (140,5) 


ps P2 

par le remplacement de l’hadron réel p, par l'hadron virtuel p, — k. 

Parmi les premiers termes du développement de l'expression 
(140,4) en puissances de w on trouvera des termes: 1) inversement 
proportionnels à w, 2) indépendants de w mais dépendant de la 
direction de k, 3) ne dépendant pas du tout de w, k. Les termes du 
troisième type (et seulement de ce type) proviennent également des 
diagrammes « non singuliers », à savoir des diagrammes de la forme 
(140.3) ne comportant pas de singularité du type d'un pôle. ainsi 
que des parties des diagrammes (140,2) ne contenant pas de poles. 
Nous verrons que tous les termes de ce type, pris dans leur ensemble, 
se déterminent univoquement au moyen des termes de deux pre- 
miers tvpes par la condition d'invariance de jauge et n’exigent donc 
pas un calcul spécial. 

L'amplitude de processus élastique (140,5) ne dépend que de deux 
variables invariantes: 


S—=(p;+ pr) = (p; + p,}°, 


t=(p;— pa). rt 
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Ee remplacement de p, par p, —k non seulement transforme s 
en (p, — À + p.)*, mais encore introduit une dépendance vis-à-vis 
de la nouvelle variable 


(P, — k}? — = — 2p,k 


qui traduit le caractère « non physique» de l'impulsion p, — 4. 
Mais le premier terme du développement en cette nouvelle variable 
(de faible valeur) élimine déjà la singularité dans l'amplitude (140, 4) 
et de ce fait ne peut donner que des termes indépendants de 4 qui, 
comme il a été dit plus haut, ne nous intéressent pas pour l'instant. 
Ainsi, nous en arrivons à une conclusion importante: au lieu de 
la grandeur T intervenant dans (140,4) on peut utiliser l'amplitude 
physique Mf last) (s, 1) à condition d'y effectuer la substitution 
suivante : 


S— (Ps + Pa —k)?=5s—2k(p;+ pi). (140,7) 


Les premiers termes de son développement ont pour expression 


élast) 

D ME (s, 1) —2(kpi + kp2) ( —5— a ke 

Pour la même raison, on considère comme sans importance le 
fait que le facteur de forme électromagnétique F se rapporte ici à 
un sommet dont une seule des deux extrémités d'hadrons (p, et p, —k) 
est physique. Il peut donc être remplacé par le facteur de forme, 
considéré au $ 138, se rapportant au sommet à deux extrémités phy- 
siques et, dans ce cas le photon k étant réel, F (4?) = F (0) = Z,, 
où eZ, est la charge de l'hadron. 

De cette façon, on tire de (140,4) 


M = Ze V'ä 2 ER Mia _ 
am last) 
— Ze VE 2 (ep) 5 2 (PR) +... (440,8) 


où les points de suspension désignent les termes qui ne dépendent pas 
du tout de x (tandis que le deuxième terme de (140,8) dépend de la 
direction de k). D'une façon analogue, on trouve que la contribu- 
tion à l'amplitude M,, provenant du diagramme _. 2, b) diffère 
de (140,8) par le changement de p;, p., k en p,;, P,; — k. Pour 
le terme principal du développement on obtient ARE l'expres- 
sion dejà connue 


M$; 1) _ Ze V'4r (Sr pie® —h©) Mas) (440,9) 
(cf. (98,5)). 
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Quant aux termes indépendants de k, on peut les déterminer 
à partir de l'exigence que l’amplitude dans son ensemble soit in- 
variante de jauge. C'est précisément l'amplitude qui doit rester 
inchangée par la substitution e* —+ e* + const-k, c'est-à-dire qu'elle 
doit être de la forme M},, = ejJu avec k,J4 — 0. Il est facile de 
voir que pour cela il faut ajouter à (140, 8) un terme indépendant de 
k, à savoir 


— 2Z,e Vän(p.e*), 
et de même pour le diagramme (140,2), b). En définitive, on obtient 


ee .k gM{Etast) 
MŸ = 2Z,e V'äne; [pe me — p£ + p} D pr] ° 
(140,10) 


Cette formule fournit la solution du problème posé. On peut 
Jui donner une forme plus compacte en effectuant un remplacement 


identique 
2pn (5), = (55) 


(et d’une manière analogue pour 0/0p;) et en introduisant les 
opérateurs différentiels 


ñ] _Piu_ 9 ___d 
an GR 8p* op} nn 


PiPsP2 


(et, d’une façon analogue, du). Alors il vient 
M9 = Ze V'äne+ (dv + d'u) Me. (140,12) 


La section efficace se détermine par le carré |[M,,[?; on a 
avec la précision exigée 


IMal= M$ 91242 Re (M$: MY). (140,13) 


La correction cherchée à la section efficace de rayonnement est don- 
née par le second terme. La sommation sur les polarisations du photon 
donne pour cette correction l'expression suivante: 


—4n (Ze? (oh — Th)" Gi+ do M0 (440,16) 


(P°k) 


On voit que la correction à la section efficace de rayonnement s'ex- 
prime en fonction de la section efficace de processus élastique et 
de sa dérivée par rapport à s. 
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Si l'hadron chargé est de spin 4/,, le principe des calculs reste le 
même. Ce n'est que la forme concrète des sommets et des propaga- 
teurs qui change. 11 se trouve également qu'après la prise de la moyen- 
ne sur les polarisations des hadrons et du photon la formule (140,14) 
reste valable (T. H. Burnett, N. M. Kroll, 1968). 


$ 141. Théorème des basses énergies 
pour la diffusion d’un photon par un hadron 


A la limite des petites fréquences, la section efficace de diffusion 
par toute particule chargée immobile tend vers sa valeur classique 
donnée par la formule de Thomson. À cette limite correspond une 
amplitude, indépendante de la fréquence w du photon, que nous no- 
terons M}. Il est pourtant apparu que pour la diffusion d’un pho- 
ton (de même que pour le rayonnement de freinage examiné au para- 
graphe précédent) non seulement ce premier terme est indépendant 
des détails de la structure électromagnétique de l’hadron mais égale- 
ment le terme suivant du développement de l'amplitude en puissan- 


ce de «: 

M: = M9 + Le (141,1) 
où Me © (F.E. Low, 1954; M. Gell-Mann, M. I. Goldberger, 
1954). 


Le processus en question est représenté par les diagrammes de 
trois types: 


N k < k' k' pa 
/ 
\ / \ # x / 
. — (141,2) 
p° D p° p à 


dont les deux premiers se caractérisent de nouveau par la présence 
d'un état intermédiaire à une seule particule et possèdent donc une 
singularité du type d'un pôle. 

Toute l'argumentation et le principe des calculs restent és 
mêmes qu’au $ 140. En fait, il suffit de ne calculer que la contribu- 
tion due aux parties de pôle des diagrammes (141,2,a et b) dont 
les sommets électromagnétiques s'expriment au moyen des facteurs 
de forme statiques (la charge Ze et le moment magnétique anomal u,,) 
conformément à (140,15). 

Mais à la différence du cas du rayonnement de freinage, les cor- 
rections à la section efficace d'effet Compton, qui nous intéressent 
maintenant, n'existent que pour des particules pourvues de spin. 


1/2 48—0596 
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Le fait est que lors du rayonnement de freinage, en plus des correc- 
tions liées au spin il existe aussi des corrections liées à la dépendance 
énergétique de l'amplitude de processus « élastique ». Or, dans le 
cas que nous considérons, le rôle de cette amplitude est joué par les 
facteurs de forme qui se réduisent. pour les « extrémités physiques », 
à des constantes et ne dépendent pas de l'énergie. C'est pourquoi, 
pour la diffusion d'un photon, les corrections ne sont dues qu’au 
moment magnélique dont les particules sans spin sont dépourvues. 
Dans ce qui suit nous considérons la diffusion d'un photon par un 
hadron de spin !/,. 

En entendant par À/;; la contribution à l'amplitude de diffusion 
provenant des diagrammes à pôles, on a (cf. (86,3), (86,4)) 


A1,;,:- — 4n (Ze) ejte, (u'Qu\u), (141,3) 
ou 
Qu — (pu + Su) ES (yv 59) + (pt — 5) PEER (pu + SH), 
(141,4) 
s— (pk (pH. u=(p—k}=(p—Kk} 
et les notations introduites pour abréger sont 
ManOM hs = ZeSh. pr oukk; — ZeS'n. (141,5) 


En permutiant les apérateurs ÿp -:- Af et en tenant compte des équa- 
tions 


u'(yp°— M)—(yp— M)u =0 
on peut mettre cette expression sous la forme suivante: 
(vk) v°-+-2p° Ÿ° (Yk) —2p ‘ nn 
Quv = [(w+s H) CEE + HOÈ SE (qu + s ») | 
[AGE SY+Sv (yk”) y” — Ep | — 


2 (p'k") 2 (pk) 
L PEYRE M VPZVÉ TM , 
(se ss Su]. (141,6) 


Cette forme d'écriture (et une forme analogue avec k et k’ per- 
mutés) rend évidente l'invariance de jauge de l'expression (141,3), 
dont la condition s exprime par les égalités 


k', (u'QuYu) — (u'QuYu) k, =0 (141,7) 

(en la _vérifiant, on ne devra pas oublier que (yk) (yk) = 0, ÀS — 
— (5 0). 

Puisque la partie de pôle de l'amplitude de diffusion s'avère 

déjà invariante de jauge par elle-même. la partie régulière (renfermant 
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également la contribution due au diagramme (141,2, c)) de l'am- 
plitude doit elle aussi être invariante par elle-même. Il en résulte 
donc que le développement de cette partie de l'amplitude en puis- 
sances de k et k” doit commencer par des termes quadratiques (cf. 
remarque analogue à propos de la condition (127,5)). Autrement 
dit, la partie régulière de l'amplitude ne contient que des termes pro- 
portionnels à ww’ = w°, c'est-à-dire qu'elle nu apporte aucune con- 
tribution aux termes proportionnels à w° et w' qui nous intéressent. 
Ces derniers figurent donc tous dans l'expression (141,3). 

Pour les calculer effectivement, prenons le référentiel du labo- 
ratoire où l'hadron initial est au repos. Quant aux photons. choisis- 
sons la jauge transverse tridimensionnelle dans laquelle e, - e:  U. 
Alors pe - 0, pe* = ]pl- oct l'expression (141,6) permet de 
conclure immédiatement que les premiers termes du développement 
de 1/;; seront proportionnels à w°. tandis que les termes contenant 
Han M'apporleront une contribution qu'aux termes praportionnels 
a (9. 

Les amplitudes d onde des hadrons initial et final dans le réfé- 
renliel du laboratoire sont. avec la précision requise. de la forme 


=—/ ne pure ‘% 
var(c l u' — V2M (u*, — 7 (k—k')0), 


où æ, w° sont des spineurs tridimensionnels. 
Le calcul direct conduit au résultat suivant : 


MD = — 8n (Ze)? (e'*e) (u”*w). (141.8) 
MD = — 16xiMpéno (w'*ow) [[n'e’*][ne]] — 
— 4niZepAnuw (w'*ow) {n ([ne]e’*) [ne] (ne'*) — 
— n’([n'e'*]e) —{[n'e'*](ne) —2[e’*e]} (141.9) 
(où n-ku. n°-:k'/w). 
Quant à la section di elle a pour valeur 


do= 


= Mile do’ (141.10) 


(voir (64.19)). la diffusion par une particule chargée, les am- 
plitudes. tant A7! que M}, sont différentes de zéro. La Hide 
adoptée admet alors la conservation des termes | M | e 
Re C1 VUSY#) dans le carré | M,; [*. Le premier donne la Lien ef 
ficace de Thomson, le second s'annule lorsqu'on prend 
la moyenne sur les polarisations des photons et des hadrons. C'est 
pourquoi, dans la diffusion par un hadron chargé. Îles corrections 
considérées ne se manifestent que dans les effets de polarisation. 
Pour la diffusion par un hadron électriquement neutre, MY = 0, 
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et la section efficace se détermine par le carré | Mf* |. Après la 
prise de la moyenne sur les polarisations des particules initiales et 
Ja sommation sur les polarisations des particules finales la section 
efficace devient égale (en unités classiques) à 


2 4,2 : ; 
do = (2 + sin? 8) do’, (441,11) 


où Ô est l’angle de diffusion du photon, et le moment magnétique 
anomal est égal au moment magnétique total u. Signalons que par 
sa dépendance angulaire cette section efficace correspond au cas de 
la diffusion antisymétrique (voir problème 2 du $ 60). 


$ 142. Moments multipolaires des hadrons 


Considérons maintenant le courant de transition correspondant 
au diagramme 


AK (142,1) 


pareil à (138,2) mais dont les lignes p, et p, correspondent à des 
particules différentes (de masse M, et M.); il sera plus commode de 
représenter sa ligne photonique k£ = p, — p, comme partant du 
sommet. Ceci étant, le photon peut maintenant être aussi bien 
virtuel que réel: il faut seulement que k°? < (M, — M.)°, de sorte 
que la valeur Æ* — 0 est admissible. Ainsi, les applications de ce 
diagramme renferment en particulier les processus d'émission d'un 
photon lors des transformations des particules, y compris les noyaux 
(dans ce dernier cas les particules initiale et finale sont des noyaux 
dans des états différents). 

Dans le problème du courant de transition le cas le plus inté- 
ressant est celui où la longueur d'onde du photon est grande par rap- 
port aux « dimensions » caractéristiques de la particule (c’est-à- 
dire les dimensions intervenant dans ses facteurs de forme; pour le 
noyau elles coincident bien sûr avec son « rayon »). Dans un tel cas, 
le courant de transition peut être développé en puissances de 4 !). 

Notons tout d’abord qu'il doit être 


Ji =0 pour k=0. (142,2) 


io na Dans ce qui suit nous appliquons la méthode proposée par V. B. Bérestetski 
( ). 
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En effet, à la limite À — O correspond un potentiel constant dans 
l'espace et dans le temps. Mais un tel potentiel n'a pas de signifi- 
cation physique et ne peut pas être la cause de processus réels quel- 
conques. On arrive à la même conclusion en partant d'un point de 
vue plus formel: les courants examinés au $ 138 étaient différents 
de zéro, pour 4 — 0, grâce aux termes proportionnels au quadrivec- 
teur P = p, + p,; mais pour M, < M, le produit Pk = 0, de sorte 
que de tels termes sont interdits par la condition de transversalité 
du courant. 
Ecrivons la condition de transversalité du courant J,; — 

= (ps, J,;) sous la forme tridimensionnelle 


kJ,; = op;i. (142,3) 
Cette condition peut être satisfaite par deux procédés: 
J,;, = ov(k, ©), p;; = kv (k, o) (142,4) 
ou 
J,;, = (ka (k, w)l, pp; = 0. (142,5) 


Ici, v est un certain vecteur polaire et a, un vecteur axial. On dit 
que dans le premier cas le courant est du type électrique et dans le 
second cas, du type magnétique. D après (142,2) lorsque k, w —+ 0, 
les vecteurs v et a restent finis ou s'annulent. 

Supposons que l'énergie du photon w< M,. Alors, on peut né- 
gliger l’effet de recul et considérer que la particule finale M, est elle 
aussi au repos (dans le référentiel où la particule M, est au repos); 
dans ce cas w devient une quantité donnée: w = M, — M,. Les 
états des particules M, et M, au repos sont caractérisés par les spi- 
neurs w, et w, à trois dimensions de rangs 2s, et 2s,, où s, et s, sont 
les spins des particules. Le courant de transition doit être repré- 
senté par une combinaison bilinéaire de w, et w?. Avec les produits 
des composantes de ces spineurs on peut constituer des tenseurs 
irréductibles de rangs L = s, + 5,, . .., | ss — s, | (pour une valeur 
donnée de ! ce sera un tenseur vrai ou un pseudo-tenseur selon les 
parités intrinsèques des particules M, et M,). Outre ces tenseurs on 
ne dispose que du vecteur k. Afin de construire le premier terme du 
développement du courant de transition en puissances de k, il faut 
construire, à l'aide de ces quantités, un vecteur de la puissance de k 
Ja plus basse possible. On y arrive en prenant le tenseur de rang le 
plus bas et en le multipliant scalairement L — 1 fois par le vecteur 
k. Ce sera précisément le vecteur polaire v ou le vecteur axial a. 

Soient Q/» les composantes sphériques du tenseur composé par 
les amplitudes d'onde des particules. Quant aux composantes sphé- 
riques du tenseur de rang ! — 1, construit à partir des composantes 
du vecteur k, elles sont égales à |k|!-!Y ,_, , (n) (où n = k/o). 
D'après la règle générale d'addition des tenseurs sphériques (voir III 
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(107,3)) les composantes sphériques du vecteur v peuvent s écrire 
sous la forme 


va=(—1)+ti dr ar ie LA 
D + : l Qu -mY 1-1, à+m(n): 
m \Aim —)7 —m 


où À prend les valeurs 0, +1 (pour le choix du facteur commun. voir 
plus loin). En utilisant les formules (7,16), on peut exprimer v au 
moyen des vecteurs sphériques : 


‘ Le 1-1 
v—il RE = 1)!" Q:. -mX 
(2— 1) (+0) 


UV I+AYS (n)+ Vi (nl. (142.6) 


En reportant cette expression dans (142,4), on trouve pour le courant 
El de transition 


M han a wIk117 _ png 
Ji l (2k—1)! ] TI 1) - à. ) Qi, 


LVTETYS (+ VTYS (mn), (442.7) 
l Ï Eur 


SR —* — Im (e) 29 S 
Prit 4 VAI à ( 1) Qi, - m Ÿ 1m (N) (142,5) 
(nous distinguons partout entre | k | et w, ayant en vue des appii- 
cations possibles aux photons tant réels que virtuels, pour lesquels 
ces grandeurs ne coïncident pas). 

Dans (142,7) et (142,8) il est sous-entendu que le tenseur sphéri- 
que Om (désigné ici par (est un tenseur vrai. Si c'est un pseudo- 


tenseur (dans ce cas il sera noté Qi), la formule (142,6) déterminera 
Je pseudo-vecteur a. En portant (142,6) dans (142,5), on obtient le 
courant Afl de transition: 


47 RENE ce ) 
Ji HE Ver TT k|' 2 (—1)' QE m Yim (n). 


Pyi = 0. (142.9) 


Les grandeurs Q!° et @® représentent les moments de transition 
multipolaires, électrique: et magnétiques, des hadrons. Leur rôle 
en électrodynamique des hadrons est tout à fait analogue au rôle 
des grandeurs correspondantes en électrodynamique des électrons. 
J1 doit pourtant être remarqué que si pour les systèmes électroniques 
ces moments peuvent, en principe, être calculés d après les fonctions 
d'onde (comme les éléments de matrice des opérateurs correspon- 
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dants), en électrodynamique des’ hadrons ils interviennent comme 
des grandeurs phénoménologiques dont les valeurs sont déterminées 
par voie expérimentale. 

La normalisation de ces grandeurs dans les formules (142,7) à 
(142.9) est choisie de façon à être conforme à leur définition donnée 
au $ 46. On peut s'en assurer si l’on considère les courants donnés par 
(142,7) à (142,9) comme des composantes de Fourier du courant de 
transition dans la représentation en coordonnées. Ainsi, en dévelop- 
pant, à l'aide de la formule (46,3), le facteur e-ikr figurant dans 
l'intégrale 


P: (k) = \ pyir)e-ikr dix, (142:10) 


on obtient 
pi )=anit D Yom (n) | oser) Ya (+) er (KI) dix. 
Im 


En n’y gardant que le terme à ! le plus petit, pour lequel l'intégrale 
est différente de zéro et en remplaçant, pour | k |r<< 1, la fonction 
gitiklir) par le premier terme de son développement (46,5), on 
revient à la formule (142,8) et on aura 

(ee) 4n 


. r 
Im = JAT \ rp5 (7) Yi (=) d°x (142,11) 


conformément à la définition (46,7). 

Montrons également qu'en appliquant les formules obtenues ci- 
dessus à l'émission d'un photon réel, on obtient les résultats déjà 
connus. 

L'amplitude de transition avec l'émission d'un photon d'impul- 
sion k = own et de polarisation e — (0, e) s'exprime par 


Mj;= —e Väne*J,. (142,12) 

Si, dans les états initial et final. le noyau possède une projection 
du moment (4f; et M,) de valeur déterminée, alors dans chacune des 
sommes sur m dans les formules (142,7) à (142.9) il ne reste qu'un 
seul terme: m -- M, — M},. Etant donné que d'après (16,23) les 
produits Y$et* ou Yi elM* (où À = +1 est l'hélicité du 
photon et e*) | n) sont proportionnels à Dj», on revient aux for- 
mules du $ 48. 

La probabilité différentielle d'émission !) a pour valeur 

dk 
20 (27) 


du: = 2n6 [w —(E; — E,)i] M,;|? (142,13) 


1) Le facteur 216 dans cette formule au lieu de (2x1)* 6“ dans (64,11)est lié 


au fait que lorsqu'on néglige le recul du noyau, l’énergie seule est conservée 
et non pas l'impulsion. 
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(où Æ; et E,; sont respectivement les énergies initiale et finale du 
noyau). La probabilité totale s'obtient en effectuant la sommation 
sur les polarisations et l'intégration sur d°k. En portant (142,7) ou 
(142,9) dans (142,12) et ensuite dans (142,13) et en effectuant les 
opérations indiquées, on revient à la formule (46,9) ou (47,2). 

Les formules (142,7) à (142,9) couvrent tous les cas qui peuvent 
se présenter lors de l'émission d’un photon réel. Quant aux photons 
virtuels, ils admettent encore un cas que ces formules ne décrivent 
pas (R. H. Fowler, 1930). 

Si les spins et les parités des états initial et final d’un noyau 
sont les mêmes, leurs amplitudes d'onde permettent de construire 
un scalaire Q, et, avec son aide un courant de transition de la forme 


Pi= Ok, Jy= Qouk. (142,14) 


La grandeur Q, est appelée moment de transition monopolaire (EO). 
Pour l’émission d'un photon réel l’amplitude de transition corres- 
pondante s’annule (car e*k — 0). Le courant monopolaire peut pour- 
tant donner lieu à des transitions liées à l’émission d’un photon 
virtuel. Plus encore, il est l'unique source de ce genre pour s, — s, — 
— 0, lorsque tous les moments multipolaires sont nuls. 

De par sa dépendance envers w et k, le courant monopolaire 
(142,14) est analogue au courant quadrupolaire électrique. Corré- 
lativement, le moment ©, est de l'ordre du moment quadrupolaire. 
On peut arriver à cette même conclusion en interprétant le courant 
(142,14) comme les composantes de Fourier du courant dans la 
représentation en coordonnées. En développant le facteur e-ikr 
figurant dans (142,10) en puissances de kr et en supposant que la 
fonction p;; (r) est à symétrie sphérique, on obtient 


Pre) =—+ ke À pji(r) r° dr. 
Le rapprochement entre cette expression et (142 , 14) donne 
Q= + | pntr)r° ds. (142,15) 
La similitude de cette grandeur avec le moment quadrupolaire est 


évidente. 


Problèmes 


1. Calculer la probabilité d'ionisation d'un atome depuis la couche Æ 
aux dépens de l'énergie d’excitation w du noyau (processus appelé conversion 
interne des rayons y) lors de la transition nucléaire MI, en négligeant l'énergie 
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de liaison de l'électron dans l'atome et l'influence du champ du noyau sur ses 
fonctions d'onde 1). 


Solution. Ce processus est décrit par le diagramme 


où p, et p, se rapportent au noyau immobile dans des états différents et p = 
= (m, 0), p’ = (m + ©, p’) sont les quadri-impulsions des électrons initial et 
final. À ce diagramme correspond l'amplitude 


4x 


Myi= et u (p°) (v750) u (p), 


où J;; est le courant de transition du noyau. Après la sommation sur les polari- 


sations finales et la prise de la moyenne sur les polarisations initiales de l'élec- 
tron on obtient 


1 167? . 
ZT 2 My l=é ir O5) +4 ap) Vip} 
polar 


(on a utilisé le fait que J,, q = 0, et donc J',;;p = J,;p'). La probabilité de 
conversion s'exprime par 


duconr =2 | (0) 11 (EL do) 


où do est la section efficace de la diffusion ro par le diagramme ({) 


avec p = (e, p) et ;, la fonction d'onde de l'électron atomique; pour l'élec- 
tron X on a 


lp (0) 1? = (Zam)?/x. 


Le facteur 2 tient compte du fait que la couche X del’atome contient deux élec- 
trons. La section efficace do a pour expression 


, dsp" 
do = 2710 (e +o—e°) | Mi |? 2Ipl2(21) 
cf. note au bas de la page 759). 

Pour les transitions M1 le courant J';; doit être tiré de (142,9). L'intégra- 
tion de dwconv Sur de” élimine la fonction 6, tandis que l'intégration sur do’ trans- 
forme le carré | ait |? en 1. Finalment, la probabilité de conversion sera 
exprimée en fonction du carré | Qf")., [%. Mais d'après (46,9) c'est au moyen de 


; Cette approximation exige que la charge du noyau soit petite et les éner- 
gies d’excitation suffisamment grandes (en même temps on suppose que 1/& 
est grand par rapport aux dimensions du noyau). Une telle approximation est 
en fait peu satisfaisante, pour un calcul plus exact il est nécessaire de tenir com- 
pte du champ coulombien du noyau. 
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cette même quantité que s'exprime la probabilité w., d'émission spontanée d'un 
photon lors de la même transition nucléaire. En définitive, on obtient 


_Vconv 7 { Lu ES 
que 2e (op (1422) 


(ce FARROr est sppAe coefficient de “nn 

2. Même problème pour la transition nucléaire El. 

Solution. Par le même procédé, mais en utilisant pour le courant detran- 
sition les expressions (142,7) et (142,8), on obtient 


SH = 20 (Ca (1+- (a+ . 


3. Même problème pour la transiton nucléaire monopolaire. 
Solution. En utilisant pour le courant de transition l'expression 
(142,14), on obtient 


3 
Wconv = 4a (Za) mia [142 ) #1 Q 1. 


Etant donné que l'émission monopolaire d'un photon est impossible, on ne peut pas 
faire disparaître | Q, | ? dans cette expression. 


$ 143. Diffusion inélastique d'électrons par des hadrons 


Au $ 139 on a examiné la diffusion élastique d'électrons par des 
hadrons. On peut poser le problème de la diffusion inélastique de 
façon analogue. La différence réside en ce que l’état final corres- 
pondra maintenant à un autre hadron ou à un ensemble d’hadrons. 
La loi de conservation de l’impulsion (139,1) reste en vigueur si 
l’on entend par p; la quadri-impulsion de l’hadron final ou la quadri- 
impulsion totale de tout l’ensemble d’hadrons formé à la suite du 
processus de diffusion. Ainsi, on a maintenant p} # p} — M", 
où M est la masse de l’hadron initial. 

Compte tenu de cette différence, le processus de diffusion inélas- 
tique est décrit par le même diagramme (139,2). Le sommet in- 
férieur de ce diagramme sera désigné par J,; comme au $ 138. Pour- 
tant, pour ne pas fixer d'avance le caractère de l’état final des ha- 
drons, nousn'exprimerons pas le courant de transition au moyen de 
l'opérateur de sommet et des amplitudes d'états comme cela a été 
fait dans (138,3) ou (138,6). 

Nous pouvons maintenant écrire l'amplitude de diffusion sous 
une forme analogue à (139,3): 

ze — 

Mn — Er (évate) Th (143,1) 
(une telle amplitude a déjà été utilisée dans le problème 1 du $ 142 
où on a examiné le transfert d'énergie à un électron; dans le pro- 
blème de l'excitation des noyaux par des électrons, l'amplitude pos- 
sède également une structure analogue). 
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Nous supposerons que l'énergie de l'électron initial est suffi- 
samment grande pour que l’état final contienne un grand nombre 
d'hadrons. Nous nous intéresserons à la section efficace dite àin- 
clusive, ce qui signifie que dans l’état final seule l’impulsion de 
l'électron est fixée et la sommation est effectuée sur tous les états 
des hadrons. Ecrivons cette section efficace différentielle, confor- 
mément aux formules du $ 64, sous la forme suivante: 


ds > ? - , , 9 
d0 = Ton 2e à (22)% 89 (ps + ph— pe— pe) IMyl®. (143.2) 


La section efficace inclusive ne peut dépendre que des invariants 
cinématiques qui peuvent être déterminés par des mesures effectuées 
uniquement sur les électrons. Il existe trois invariants de ce genre: 


t=Qæ=(pe—pe), S—=(Pe+ Ph)? Pr. (143,3) 


La nécessité de tenir compte du troisième invariant est liée à ce 
que maintenant, à la différence de la diffusion élastique, le carré 
pr — la « masse » de l'état final des hadrons — n'est pas donné. 
1 est pourtant plus commode d'utiliser au lieu de PK un autre 
invariant 


V= QPh- (143,4) 
La relation entre v et p; résulte de l'égalité pf = py + q: 


pr = M?+t+2v. (143,5) 


Si l’hadron initial est stable (un proton par exemple), l’énergie au 
repos de l’état final est plus grande que M, c’est-à-dire que p} > A, 
et de (143,5) il résulte (étant donné que t 0): 


v> | 41/2 (443,6) 


(le signe d'égalité correspond à la diffusion élastique). 

Les invariants cinématiques peuvent être exprimés au moyen 
des énergies e. et e. de l'électron dans les états initial et final et 
de l’angle de diffusion 6. Dans ce qui suit nous considérons que l’élec- 
tron est ultrarelativiste (ee 5 m, e 5 m) et nous négligerons sa 
masse. Alors, dans le référentiel où l'hadron initial est au repos 
(référentiel du laboratoire), on a 


= —äcesin +, v=M(e-e), s—M=2Me (143,7) 


En portant (143,1) dans (143,2) et en effectuant la sommation 
sur les polarisations des électrons par le procédé habituel, on ob- 


49% 
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tient la section efficace de diffusion des électrons non polarisés. 
Ecrivons-la sous la forme 


a dSp, 


= Tr CnsMe, Va Fee) 
ou encore 
do = _. TRS w, ,Wuv, (143,9) 
ou 
Davy — 4 PeuPev — 2 (Peur + PevQu) 5 Z'Euv (143,10) 
Wuv — D (2xc)s 89 (pi — pr —Q) JiJF. (143,11) 


Le tenseur W#Y dépend certes en grande part des propriétés des 
courants d'hadrons et dans le cas général on ne peut poser que le 
problème de sa structure phénoménologique, analogue au problème 
de facteurs de forme des hadrons. Utilisons avant tout le fait que la 
structure tensorielle de WHY doit être déterminée uniquement par 
les quadrivecteurs ayant rapport au sommet inférieur du diagramme 
(139,2), c'est-à-dire par p, et g. Avec ces quadrivecteurs (en utilisant 
aussi le tenseur métrique Env) on peut construire au total cinq ten- 
seurs indépendants. L’ exigence d’invariance par rapport au ren- 
versement du temps se ramène à l'exigence de symétrie du tenseur ; 
on peut construire quatre tenseurs symétriques. Enfin, la condi- 
tion de conservation du courant, c'est-à-dire 


Wuvg,=0, Wa, =0, 


réduit à deux le nombre de tenseurs indépendants. On peut les pren- 
dre sous la forme 


= es, UN = (pau qu) (Pre — +9) (143,12) 


et écrire W,, sous la forme suivante: 
Wa, =anMWir + Wu. (143,13) 


En reportant dans (143,8) les expressions (143,10) et (143,13) 
mettons la section efficace sous la forme 


do=(W,+2W,tg2— | de: dosiast, (143,14) 


a? cos° (0/2) do’ 
4e sint (0/2) 


est la section efficace de diffusion d'un électron ultrarelativiste 
dans le champ coulombien (cf. (80,7)). 


dOétast = 77 
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On voit que la section efficace. se détermine par deux fonctions 
structurelles dépendant de deux invariants { et 6. Si la physique 
des hadrons ne comporte pas, aux hautes énergies, de grandeurs ca- 
ractéristiques ayant les dimensions d’une masse (hypothèse de l'in- 
variance d'échelle), il faut s'attendre à ce qu à ces énergies les fonc- 
tions structurelles dépendront du seul paramètre sans dimension 
t/v. Alors les fonctions W,, W, devront avoir la forme des fonctions 
d'une seule variable: 


Fr 


W= Tr (+), W=+r(+) (143,15) 


(signalons que le rapport Af/v ne dépend pas de M). 


$ 144. Transformation d’une paire électron-positron 
en hadrons 


Considérons maintenant le processus de transformation d'une 
paire électron-positron en hadrons. Désignons par p- et p, les qua- 
dri-impulsions de l'électron et du positron et par p,, la quadri-im- 
pulsion (totale) de l’ensemble des hadrons produits, avec ces no- 
tations, p_- + p, = p,. Ce processus est représenté par le diagramme 


—P+ P- 
LT (144,1) 


Au sommet inférieur de ce diagramme correspond le courant de tran- 
sition du vide vers un certain état hadronique | 7 > que nous dé- 
signons, comme au $ 104, par (n | J | 0). 

Au diagramme (144,1) correspond l'amplitude de diffusion 


Ma = — Eu (— ps) vau (p-)(r 1J#1 0). (144,2) 


Nous nous intéresserons à la section efficace totale d'annihilation 
en hadrons, 6,, c'est-à-dire que nous effectuerons la sommation 
sur tous les états finals | nr). Alors, conformément à (64,18) on 
obtient 


On = D Mal? (27) 810 (px — g), (444,3) 
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où g = p_ + p,. Nous négligerons par la suite la masse de l'élec- 
tron, ce qui donnera g? = 2 (p_p,), 1 = g°/2. 

Comme nous l'avons fait au $ 143, écrivons la section efficace sous 
la forme 


__ (än)? 


Oh = 553 wuvW..,, (144,4) 
où 
whV = @ ( phg* + pYgh — 2phpY — _ gen) ; (144,5) 
Ws = a 2 (2)* 8% (pa —g) (OI ,In) (m1J,10) (144,6) 
et 1—g> 0. 


Notons que dans le problème considéré (diagramme à trois ex- 
trémités (144,1)) t est le seul invariant cinématique et gq est le seul 
quadrivecteur dont peut dépendre W,.. Aussi en tenant compte de 
l'exigence de conservation du courant, le tenseur W,, peut-il être 
mis sous la forme suivante: 


1 v 
Ws= nt) (a), (144,7) 
où p, (t) est la seule fonction invariante dépendant des propriétés 
du courant hadronique et déterminant la section efficace d'anni- 
hilation. En reportant les expressions (144,5) à (144,7) dans (144,4), 
on obtient } 


Oh = — On (t). (144,8) 


{2 


On notera que la fonction p, (t) = — 2W%/3 coïncide exacte- 
ment avec la fonction p (t) définie au 8 104 si dans la formule (144,8) 
par courants on entend les courants hadroniques. Rappelons égale- 
ment que la fonction p (t) traduit la densité spectrale de la fonction 
d'énergie propre photonique I (t): Im II ({) — — np (t). A l'appro- 
ximation considérée d'ordre inférieur en &, la fonction II coïncide 
avec le propagateur de polarisation $. Cela signifie qu'à cette appro- 
ximation la fonction p, (t) exprime aussi la densité spectrale de 
contribution hadronique à l'opérateur de polarisation: 


Im #, (1) = — xp; (t). (144,9) 


En utilisant la relation de dispersion (111,13) et en exprimant p, en 
fonction de ©, conformément à (144,8), on obtient la formule 


x La dt’ 
PO = par | (444,10) 
0 
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qui exprime la contribution hadronique à la polarisation du vide au 
moyen de la section efficace d’annihilation en hadrons, mesurée 
expérimentalement. 

Signalons qu'avec exactement le même procédé on pourrait ré- 
soudre le problème d'annihilation d'une paire électron-positron 
en une paire de muons (à l’approximation du premier ordre en «, 
seule une telle paire peut être créée). On obtiendrait un résultat 
analogue à (144,8) 


= Ep, (t), (144,11) 


où p, (t) est la densité spectrale de polarisation du vide de muons. 
Elle ne diffère de la polarisation du vide d'électrons que par la 
masse u du muon, qui intervient au lieu de la masse m de l'électron, 
et est donnée, conformément à (113,8), par l'expression 


4u° 
{ 


Puy (= (+ 2u 


En portant cette expression dans (144,11), nous reproduirons le 
résultat qui a déjà été obtenu au problème du $ 81. 
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